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Einleitung. 

Das  vorliegende  Werk  ist  theils  direct  aus  den  Vorlesungen  meines 
hochverehrten  Vaters,  theils  aber  auch  auf  Grund  der  von  ihm  publi- 
cirteu  Ahhandlunyen  entstanden.  In  ersterer  Beziehung  ist,  ausser  einer 
von  mir  selbst  im  Jahre  1852/53  gehörten  zweistündigen  Vorlesung, 
namentlich  eine  viel  ausführlichere  vierstündige  Vorlesung  vom  Winter 
1856/57  zu  nennen,  über  welche  0.  E.  Meijer  (in  Breslau)  sein  sehr 
sorgfältiges  und  höchst  schätzbares  Vorlesungsheft  mir  zur  Verfügung 
zu  stellen  die  Güte  hatte.  Was  andererseits  die  benutzten  Abhand- 
lungen betrifft,  so  sind  im  Ganzen  drei  zu  nennen:  von  1838,  1847 
und  1878,  deren  Titel  mau  weiterhin  auf  pg.  130  und  pg.  310  näher 
angegeben  findet.  ' 

Um  über  die  Richtung  und  den  Gang  des  vorliegenden  Werkes 
von  vornherein  eine  ungefähre  Vorstellung  zu  geben,  mag  es  mir 
gestattet  sein,  über  den  Inhalt  der  aufeinanderfolgenden  Capitel  hier 
Einiges  mitzutheilen. 

Das  erste  Capitel  enthält  die  Definition  und  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften des  Potentials,  namentlich  z.  B.  die  Lehre  von  den  Glcich- 
gewichtsoherfläclmt,  die  Theorie  der  Laplace-Poisson' sehen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung, und  daneben  auch  die  Transformation  dieser  Gleichung 
auf  Cylindercoordinaten  und  auf  Polarcoordinaten. 

Im  IL  und  III.  Cap.  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  das  Potential 
eines  homogenen  Körpers  wirklich  zu  berechnen,  und  zu  diesem  Zweck 
die  reciproke  Entfernung  zweier  Punkte  —  und  zwar  unter  Anwendung 
von  Polarcoordinaten  —  in  eine  Reihe  zu  entwickeln.  Bei  Ausführung 
dieser  schon  von  Laplace  angegebenen  Entwicklung  gelangen  wir  zu 
den  nur  von  einem  Argument  abhängenden  Kugelfunctionen  Ph{^), 
und  nehmen  dabei  Veranlassung,  diese  Functionen  Pn(i^)  einer  ge- 
naueren Untersuchung  zu  unterwerfen,  dieselben  in  verschiedener  Weise 
darzustellen:  durch  Reihen,  durch  bestimmte  Integrale  und  durch 
Differentialquotienten. 


VI  Einleitung. 

Unter  Auweiulung  der  für  die  reciproke  Entfernung  zweier  Punkte 
erhaltenen  Entwicklung  suchen  wir  sodann  das  Potential  eines  homo- 
•  fenen  Körpers  für  den  Fall  zu  berechnen,  dass  dieser  Körper  ein 
Sphäroid  ist,  und  gelangen  hierbei  zu  den  allgemeinen,  von  zwei  Argu- 
menten abhüngenden  Kugelfunktionen  Y„{y^,fp),  und  zugleich  auch  zu 
dem  wichtigen  Satze,  duss  jede  beliebige  Function  t\^,  cp),  die  für 
^  =  —  1  ...  -|-  1  und  q)  ==  0  •  •  •  271  endlich  bleibt,  innerhalb  dieser 
(Jrenzen  nach  den   Y„{^,  (p)  entwickelbar  ist. 

Im  IV,  Cap.  werden  wir  sodann  die  Function  y„(|u.,  (p)  einer 
genaueren  Untersuchung  unterwerfen,  und  namentlich  zeigen,  dass  die- 
selbe, mittelst  der  Function  r„(^)  und  gewisser  zu  P„(|ii)  adjungirter 
Functionen  P„,(,u),  in  einfacher  Weise  darstellbar,  und  im  Ganzen  mit 
(2m  -|-  1)  uillJiürUrhoi  Cunstanten  behaftet  ist.  Von  besonderer  Wichtig- 
keit sind  dabei  die  im  Verlaufe  dieser  Untersuchungen  für  die  Func- 
tionen Yn{iL,(p),  Pn(itt)  und  Pnj(^)  sich  ergebenden  Integraleigen- 
schaften. 

Mit  dem  V.  Cap.  beginnen  die  Anwendungen  der  entwickelten 
Theorie  auf  bestimmte  physikalische  Fragen,  zunächst  auf  die  Frage 
nach  der  Figur  einer  rotircndcn  incompressiblen  FliissigJceit.  Und  die 
betreuenden  Untersuchungen  bilden  alsdann  weiterhin  die  Grundlage 
für  Erörterungen  über  die  Figur  der  Frde,  über  die  Verschiedenheit  der 
Schncre  an  verschiedenen  Stellen  der  Erdoberfläche,  und  über  das 
Phänomen  der  Ebbe  und  Fliith. 

Das  VI.  Cap.  enthält  die  Gauss'sche  Theorie  des  Erdmagnetismus. 
Dabei  wird  z.  B.  gezeigt,  wie  man  die  magnetische  Einwirkung  eines 
Gebirges  zu  bestimmen  vermag,  und  ferner  gezeigt,  wie  man  auf  Grund 
der  Theorie  dereinst  die  wichtige  Frage  zu  beantworten  im  Stande 
sein  wird,  oh  der  Sitz  der  sogenannten  erdmagnetischen  Kraft  wirklich 
innt  rJialb  der  Erde,  oder,  zum  Theil  wenigstens,  ausserhalb  derselben  zu 
suchen  sei. 

VII.  Cap.  —  Soll  eine  über  die  ganze  Erdoberfläche  sich  aus- 
breitende Function  f{^,  cp),  wie  z.  B.  die  Intensität  der  verticalen 
Comi)onente  des  Erdmagnetismus,  oder  wie  z,  B.  die  an  der  Erdober- 
fläche vorhandene  Temperatur,  ihrem  analytischen  Ausdruck  nach  näher 
bestimmt  werden,  so  kann  das  auf  empirischem  Wege  immer  nur 
dadurch  geschehen,  dass  man  die  Werthe  der  Function  an  einzelnen 
Stellen  der  Erdoberfläche  durch  Beobachtung  bestimmt,  und  aus  diesen 
Beobachtungen  durch  Interpolation  den  analytischen  Ausdruck  der 
Function  abzuleiten  sucht.  Es  handelt  sich  nun  hier  darum,  jene 
unbekannte  Function  f((i,  g)),  auf  Grund  passender  Beobachtungen, 
nach  den  Kugelfunctionen   Y„(fi,  (p)   zu  entwickeln  bis  etwa  inclusive 
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zur  Kugeltuiiftioii  ^/'''  Onliiung,  wo  p  eine  beliebig  gegebene  Zahl 
vorstellt.  Dabei  würde  al«o,  weil  Y„(^,  (p)  uiit  {2n  -f-  1)  willkürlichen 
Coustauteu  behaftet  ist,  die  Function  /(fi,  qo)  durch  einen  Ausdruck 
darzustellen  sein,  der  im  Ganzen 

1  +  3  +  5  +  7  •  •  •  +  (^i^  +  1)  =  (^>  +  1)=-' 

unbekannte  Constanten  involvirt.  Und  es  würden  also  z.  ß.,  falls 
p  =  4  ist,  25  Gleichungen  mit  25  Unbekannten  aufzulösen  sein. 

Diese  höchst  mühsame  und  beschwerliche  Rechnung  kann  ausser- 
ordentlich reducirt  werden.  Bedient  man  sich  nämlich  der  F.  Ncumann- 
schcn  Mdliode,  so  bietet  sich  ein  einfaches  System  von  Factoren  dar, 
mit  denen  mau  nur  nöthig  hat,  die  Gleichungen  zu  multipliciren,  und 
dann  zu  addiren,  um  ohne  Weiteres  die  Unbekannten  zu  erhalten. 
Diese  Ausdrucksweise  ist  allerdings  noch  nicht  völlig  correct.  Will 
man  die  Sache  genauer  andeuten,  so  ist  zu  bemerken,  dass  jene  un- 
bekannten Constanten  erhalten  werden  durch  Biveimalige  Anwendung 
der  genannten  Operation  (Multiplication  mit  geeigneten  Factoren  und 
Addition),  dass  nämlich  die  einiiialif/e  Anwendung  dieser  Operation  nur 
zu  gewissen  intermediären  Constauten,  sodann  aber  die  nochmalige  An- 
wendung derselben  zu  jenen  eigentlich  gesuchten  Constanteu  führt,  und 
dass  beim  ersten  wie  beim  zweiten  Mal  das  System  der  anzuwendenden 
Factoren  einfache  und  unmittelbar  angebbare  Werthe  besitzt. 

Dabei  Avird  vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungsorte  in  denjenigen 
2p(i  Punkten  liegen,  in  denen  2p  äquidistante  Meridiane  von  q  Parallel- 
kreisen geschnitten  werden.  Sind  diese  Parallelkreise  ganz  ad  libitum 
gewählt,  so  muss  ihre  Anzahl  q  mindestens  =  {2p  -\-  1)  sein.  Man 
kann  aber  mit  beinahe  nur  halb  soviel,  nämlich  mit  q  =  {p  -\-  1) 
Parallelkreisen  auskommen,  falls  man  diese  Parallelkreise  in  solcher 
Weise  auswählt,  dass  die  Sinus  ihrer  geographischen  Breiten  identisch 
sind  mit  den  {p  -f-  1)  Wurzeln  der  Gleichung  P,,+i(|u,)  ==  0. 

Im  VIII.  Cap.  werden  wir  die  Poisson'sche  Theorie  der  cleJärischcn 
Verthcilung  darlegen,  z.  B.  zeigen,  dass,  nach  Eintritt  des  Gleich- 
gewichtszustandes, freie  Elektricität  niemals  im  Innern  eines  Conduc- 
tors,  sondern  immer  nur  an  seiner  Oberfläche  sich  vorfinden  kann. 
Solches  constatirt,  entsteht  von  selber  die  Aufgabe,  das  Potential  einer 
auf  einer  gegebenen  Fläche  ausgebreiteten  Materie,  d.  i.  das  sogenannte 
Fläclienpjotential  näher  zu  untersuchen.  Hierbei  ergiebt  sich  der  be- 
kannte Satz,  dass  bei  einem  Durchgange  durch  die  Fläche  das  Potential 
selber  stetig,  sein  Differentialquotieut  nach  der  Normale  der  Fläche 
aber  sprungiveise  sich  ändert. 


Vm  Einleitung. 

Sodaun  werden  wir  die  allgemeine  Theorie  der  elektrischen  Ver- 
theilung  in  Anwendung  bringen  auf  den  Fall  der  Kugel,  wobei  sich 
njaucherlei  beachtenswerthe  Resultate  ergeben.  Denken  wir  uns  z.  B, 
die  gegebene  Metallkugel  isolirt,  von  Hause  aus  unelektrisch,  und 
sodann  der  Einwirkung  eines  äusseren  positiv  elektrischen  Massen- 
punktes M  ausgesetzt,  so  wird  der  diesem  Punkt  zugewendete  Theil 
der  Kugeloberfläche  negativ-,  der  abgewendete  positivelektrisch  werden. 
Auch  übersieht  man  sofort,  dass  die  diese  beiden  Theile  trennende  neutrale 
Zone  eine  Kreislinie  sein  wird.  Die  genauere  Untersuchung  führt  nun 
zu  dem  merkwürdigen  Satze,  dass  die  einzelnen  Punkte  dieser  Kreis- 
linie vom  Punkte  M  eine  Entfernung  U  besitzen,  welche  der  Gleichung 
Jv^  =  AB-  unterworfen  ist.  Dabei  bezeichnet  A  den  Centralabstand 
des  Punktes  M,  und  B  die  Länge  der  von  31  aus  an  die  Kugel  ge- 
legten Tangente*). 

Uebrigens  werden  wir  die  allgemeine  Theorie  der  elektrischen 
Vertheilung  nicht  nur  auf  die  Kugel,  sondern  auch  auf  den  Fall  in 
Anwendung  bringen,  dass  der  gegebene  Conductor  ein  Sjßiäroid  ist. 

Das  IX.  Cap.  enthält  allgemeine  Betrachtungen  über  die  elektrische 
Vertheilung,  namentlich  den  Nachweis  dafür,  dass  der  elektrische 
Gleichgewichtszustand  durch  die  im  vorhergehenden  Capitel  aus  der 
Theorie  abgeleiteten  Gleichungen  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  ist. 
Solches  constatirt,  ergeben  sich  alsdann  ohne  Mühe  gewisse  einfache 
Sätze,  die  man  füglich  als  Sätse  der  Superposition  bezeichnen  kann. 
Auch  ergiebt  sich,  unter  Rücksichtnahme  auf  jenen  allgemeinen  Satz 
der  Eindeutigkeit,  die  nähere  Beschaffenheit  der  elektrischen  Vertheilung 
in  einzelnen  speciellen  Fällen,  so  z.  B.  in  dem  Falle,  dass  die  Ober- 
fläche des  Conductors  eine  sogenannte  Gleichgewichtsobe^-jläche  ist,  ferner 
in  dem  Falle,  dass  der  Conductor  eine  schaalenförmige  Gestalt  besitzt. 
—  Schliesslich  wird  noch  aufmerksam  gemacht  auf  gewisse  allgemeine 
Sätze  über  die  Substitution  neuer  Massen  an  Stelle  von  ursprünglich 
gegebenen  Massen. 

Im  X.  Cap.  werden  —  nach  dem  Vorgange  von  Green  —  sämmt- 
liche  Aufgaben,  welche  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  einem 
gegebenen  Conductor  betrefien,  reducirt  auf  die  Ermittelung  einer 
gewissen  dem  Conductor  zugehörigen  Function  U.  Diese  Function 
wird  kurzweg  die  charaldcristisclie  Function  des  Conductors  genannt. 

Eine  analoge  Reduction  wird  sodann  auch  für  diejenigen  Aufgaben 
gegeben,  welche  den  stationären  Tcnqwratur zustand  in  einem  homogenen 


*)   Üc'ililufig    sei    bemerkt,    iliiss    im   Toxt  (|>^'.   184)    die  in   Rede   stehenden 
GrÖBsen  nicht  mit  M,  A,  JB,  B,  soudern  mit  il/, ,  A^,  B, ,  J?,   bezeichnet  sind. 


Einleitung.  IX 

Körper  betreffen,  lusbesondere  wird  diese  Theorie  auf  den  Fall  an- 
gewendet werden,  dass  der  Körper  eine  Kugel,  eine  Kugelschaale,  oder 
eine  von  zwei  Parallelebenen  begrenzte  Flaue  ist. 

XI.  Cap.  —  Denkt  mau  sieh  einen  metallischen  Conductor  in 
den  Sehliessungsdraht  einer  constanten  Galvani'schen  Batterie  ein- 
geschaltet, so  entstellt  innerhalb  des  Conductors  ein  stationärer  clek- 
trischcr  Str'ömimgszustand.  Die  Theorie  dieses  Zustandes  wird  näher 
dargelegt,  und  namentlich  auch  gezeigt  werden,  dass  die  betreffenden 
mathematischen  Aufgaben  auf  die  Ermittelung  einer  gewissen  cJiarak- 
teristischen  Function  U  reducirbar  sind,  welche  aber  verschieden  ist 
von  der  im  vorhergehenden  Capitel  genannten  Function  U.  Insbesondere 
wird  die  in  Rede  stehende  Theorie  auf  den  Fall  angewendet  werden, 
dass  der  Conductor  eine  Kugel  ist. 

XII.  Cap.  —  Es  handelt  sich  hier  um  die  eleldrische  Vertheilung 
auf  zwei  Kugeln.  Dieses  Problem  wird  zuvörderst  —  nach  dem  Vor- 
gange von  Foisson  —  auf  eine  gewisse  Functionalgleichuug  reducirt. 
Sodann  aber  wird  die  Auflösung  dieser  Gleichung  durch  eine  Methode 
erreicht  werden,  die  unmittelbar  aus  der  Natur  des  physikalischen 
Problems  geschöpft  ist,  und  die  in  Folge  dessen  einfacher  und  an- 
schaulicher sein  dürfte,  als  die  von  Poisson  selber  benutzte. 

XIII.  und  XIV.  Cap.  —  Dass  es  uns  in  den  fünf  letzten  Capiteln 
gelungen  ist,  die  Probleme  der  elektrischen  Vertheilung,  des  stationären 
Temperaturzustandes  und  des  stationären  elektrischen  Strömungs- 
zustandes für  die  Kugel  wirklich  zu  lösen,  verdanken  wir  vor  Allem 
dem  Umstände,  dass  wir  die  reciproke  Entfernung  zweier  durch  ihre 
Folarcoordinaten  gegebenen  Punkte  schon  früher  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt hatten,  deren  einzelne  Glieder  der  Laplace'schen  Differential- 
gleichung Genüge  leisten.  Wollen  wir  also  die  Lösung  der  genannten 
l'robleme  für  ein  Ellipsoid  namentlich  für  ein  Rotationsellipsoid  unter- 
nehmen, und  dabei  ein  einigermassen  analoges  Verfahren  einzuschlagen 
suchen,  so  werden  wir  in  erster  Linie  von  Neuem  nach  einer  Ent- 
wicklung der  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte,  aber  für  den  Fall 
zu  trachten  haben,  dass  die  beiden  Punkte  durch  elliptische  Coordinaten 
gegeben  sind,  und  zwar  nach  einer  Entwicklung,  deren  einzelne  Glieder 
wiederum  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  Genüge  leisten. 

Eine  derartige  Entwicklung  ist  von  F.  Neumann  gegeben  worden. 
Dieselbe  ist  im  Ganzen  von  einfacher  und  übersichtlicher  Gestalt, 
involvirt  aber  nicht  nur  die  Function  P„(f[t),  sondern  daneben  noch 
eine  gewisse  zweite  Function  Qn(^),  welche  derselben  Differential- 
gleichung wie  Pnii'')  Genüge  leistet.  Diese  Function  Qnii^d}  ^^^  ^o- 
genaunte  Kugelfunction  ziveiter  Art,  wird  einer  näheren  Untersuchung 
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unterworfen.  Und  gleielizeitig  werden  aucli  die  adjiingirteu  Functionen 
(^Hj(^^  ^"  Ik'trueht  gezogen,  welche  zu  Q„{^)  in  derselben  Beziehung 
stehen,  wie  die  J\j(ß)  zu   l*n{^). 

XV.  Cap.  —  Unter  Anwendung  der  soeben  erwähnten  F.  Neumaun- 
schen  Entwicklung  sind  nun  die  Probleme  der  elektrischen  Vertheilung, 
des  stationären  Temperaturzustandes  und  des  stationären  elektrischen 
Stroniungszustandes  tür  das  liolafionsellipsoid  mit  Leichtigkeit  lösbar. 
Um  solches  darzuthun,  ist  es  ausreichend,  einige  ganz  specielle  Bei- 
spiele zu  behandeln.  Eines  derselben  betritt't  diejenige  elektri.sclie 
Vertheilung,  welche  auf  dem  Rotationsellipsoid  iuducirt  wird  durch 
einen  auf  seiner  Axe  gelegenen  elektrischen  Massenpunkt. 

Uebrigens  ist  jene  F.  Neumann'sche  Entwicklung  der  reciproken 
Entfernung  zweier  Punkte  auch  für  mancherlei  andere  Aufgaben  von 
Nutzen.  So  z.  B.  wird  gezeigt  werden,  wie  man  mittelst  derselben 
die  Einwirkung  einer  von  zwei  confocalen  Rotationsellipsoiden  be- 
grenzten homogenen  Schaale  auf  beliebige  Punkte  zu  bestimmen  vermag. 

Indem  ich  dieses  Werk  der  Oeffentlichkeit  übergebe,  habe  ich 
seliliesslich  noch  den  Herren  Dr.  31.  liicldcr,  Oberlehrer  O.  lUchtcr  und 
Stud.  math.  LanghcineJcoi  für  die  mir  von  denselben  bei  der  Correctur 
zu  Theil  gewordene  sehr  schätzbare  Unterstützung  meinen  aufrichtigen 
Dank  auszusprechen,  und  dabei  zu  bemerken,  dass,  in  Folge  dieser 
Unterstützung,  störende  Druckfehler  im  vorliegenden  Werke  wohl  kaum 
vorhanden  sein  dürften. 

Leipzig,  October  18S7. 

C.  Neuinsinn. 
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Erstes  Capitel. 

Pefmition  und  Eigenschaften  des  Potentials. 

Nach  dem  Newton' sehen  Gesetz  wirken  zwei  pondcrahle  Massen 
mit  einer  Kraft  aufeinander  ein,  welche  proportional  ist  dem  Product 
der  Massen,  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung. 
Gleiches  gilt  nach  dem  CoifZom&'schen  Gesetz  von  zwei  eleJdrischen 
Massen.  Und  Gleiches  gilt  bekanntlich  auch  von  den  sogenannten 
magnetisclien  Massen.  Während  aber  im  ersten  Falle  die  Wirkung  stets 
in  einer  gegenseitigen  Anziehung  besteht,  ist  sie  in  den  beiden  letztem 
i^^ällen  hold  repulsiv,  hold  attractiv,  je  nachdem  die  beiden  Massen  gleich- 
artig oder  ungleichartig  sind. 

o  o  o 

Die  in  Rede  stehenden  Wirkungen  sind,  wie  Lagrange  (1777)  und 
Laplace  (1782)  gezeigt  haben,  in  einfacher  Weise  ausdrückbar  mittelst 
einer  gewissen  Function,  welche  man  heut  zu  Tage,  nach  dem  Vor- 
gange von  Green  (1828),  das  Potential  oder  die  Potent ialfunction  zu 
nennen  pflegt*).  Dieses  Potential  soll  im  gegenwärtigen  Capitel  de- 
finirt  und  näher  untersucht  werden. 

.§  1- 
Einführung  des  Potentials. 

Sind  /LI  und  m  irgend  zwei  Massentheilchen,  so  ist  die  von  ^  auf 
m  ausgeübte  Kraft  stets  eben  so  gross,  wie  diejenige,  mit  welcher  m 


*)  Lagrange:  Remarques  generales  sur  lo  mouvement  de  plusieurs  corps,  qui 
s'attirent  mutuellement  en  raison  inverse  des  carrus  des  distances.  Nouveaux  Möm. 
de  l'Acad.  d.  Sc.  de  Berlin,  annee  1777. 

Laplace:  Theorie  des  attractions  des  sphöroides  et  de  la  figure  des  pla- 
nstes.   1782. 

Green:  An  Essay  on  the  application  of  math.  analysis  to  the  theories  of 
Electricity  and  Magnetism.    1828. 

Diese  Literaturangaben  sind  vom  Herausgeber  hinzugefügt  auf  Grund  des 
auch  nach  dieser  Seite  hin  höchst  schätzbaren  /Zeme'schen  Handbuchs  der  Kugel- 
functionen.     Zweite  Auflage,  Bd.  1,  S.  1   und   IW.  2,  S.  :542. 

I'.  Neu  manu.  Vorl.  iib.  d.as  Potential.  I 


2  Erstes  Capitel. 

aiii'  u  einwiikt.  Wir  l)ezeichnen  diese  beiden  gleich  grossen  Kräl'tf  mit 
^K,  und  reebnen  dieselben  stets  in  rcpiilsivem  Sinne: 

(1.)  iii  < >  9i 

(i  m 

D.  h.  wir  rechnen  die  anf  m  einwirkende  Kraft  in  der  Ilicbtnng  der 
über  m  hinans  verlängerten  Linie  JJ^  und  ebenso  die  auf  ^  einwirkende 
Kraft  in  der  Richtung  der  über  ^  hinaus  verlängerten  Linie  E.  Dabei 
soll  unter  E  die  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Massentheilchen 
verstanden  sein. 

Dabei  aber  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  der  ge- 
meinschaftliche Werth  '3t  der  beiden  Kräfte  positiv  oder  negativ  ist. 
Hat  'St  einen  iwsitivcn  Werth,  so  haben  jene  beiden  Kräfte  wirklich  die 
in  (L)  angegebenen  Richtungen;  und  es  findet  also  Ahstossnnf/  statt. 
Ist  hingegen  91  negativ,  so  werden  jene  beiden  Kräfte  in  Wirklichkeit 
nicht  die  in  (L)  angegebenen  Richtungen,  sondern  die  entgegengesetzten 
Richtungen  haben;  so  dass  also  in  diesem  Falle  Anziehung  stattfindet. 

Solches  festgesetzt,  gilt  z.  B.  für  die  gegenseitige  Einwirkung 
zweier  elektrischer  Massentheilchen  m  und  ju.  die  Formel: 

(2.)  ^=    i^ij     {Coulomb' sches  Gesetz). 

Auf  Grund  dieser  Formel  werden  die  beiden  Kräfte  'Si  positiv  oder 
negativ  sein,  d.  h.  die  in  (L)  angegebenen  oder  die  entgegengesetzten 
Richtungen  haben,  je  nachdem  m  und  ,u  gleiche  oder  verschiedene  Vor- 
zeichen besitzen.  Und  dies  steht  im  Einklang  mit  der  bekannten  That- 
sache,  dass  gleichartige  Elektricitäten  einander  abstossen  und  ungleich- 
artige einander  anziehen.  Ueberdies  involvirt  die  Formel  (2.)  ein  Maass 
der  elektrischen  Masse.  Denn  ihr  zufolge  wird  unter  der  elektrischen 
Masse  Eins  diejenige  zu  verstehen  sein,  welche  auf  eine  gleich  grosse 
elektrische  Masse  in  der  Entfernung  Eins  die  Kraft  Eins  ausübt. 

Genau  dieselbe  Formel  (2.)  und  dieselben  Bemerkungen  finden  ihre 
Stelle,  wenn  m  und  (i  magnetische  Massen  sind. 

.Sind  hingegen  m  und  ^  ponderahle  Massen,  so  findet  zwischen 
<]enselben  unter  allen  Umständen  Anziehung  statt.  In  diesem  Falle 
sind  also  die  in  (\.)  angegebenen  Kräfte  stets  negativ;  so  dass  man  zu 
setzen  hat: 

(ß-)  m  =  —  h  -—  ,     {Netüton' fiches  Gesetz), 

wo  /•;  ei  im;  positive  Constantc  vorstellt. 

Bei  unsern  Untersuchungen  werden  wir  nun  häufig  dahingestellt 
sein   lassen,  rib  die   betraehleten   Massen   elektrische,   magnetische  oder 
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ponderable  sind.  Demgemäss  wird  es  gut  sein,  die  Formeln  (2.),  (3.) 
zusammenzufassen  in  die  eine  Formel: 

(4.)  9i  =  /'^, 

WO  alsdann  der  constante  Factor  f  den  Wertli  1  oder  den  Werth  (—  h) 
besitzt,  je  nachdem  die  betrachteten  Massen  elektrische  resp.  magne- 
tische, oder  aber  ponderable  sind. 

Sind  X,  y,  z  und  a,  /3,  y  die  Coordinaten  von  m  und  ,u,  so  ergeben 
sich  für  die  Componenten  X,  ^2),  3  ^^^  ^oi^  ,"•  ^uf  m  ausgeübten  Kraft 
9i  die  Werth e:  gj 

Y ^  ^  ~~  / 

(5.)  ?)  =  9{  ^ 


J5      '  ^ 

•  [i{aßy) 
Dabei  ist  die  Grösse 


(öa.)  E  =  Vix  -  af  +  (y  -  ßf  +  {z  -  yf 

als  positiv  anzusehen,  wie  solches  auch  weiterhin  durchweg  geschehen 
soll.    Beiläufig  bemerkt,  folgt  aus  (5  a.)  durch  partielle  Differentiation 

nach  X'. 

/-  ]   \  cE  X  —  a  ,         0     l  \  \  X  —  a 

(ob.)  -^ —  =  — = —     und      -— (-tt)  = —  -^n\ — • 

^       '  dx  E  -ex  \E/  E^ 

Die  Formeln  (5.)  können,  falls  man  für  9i  seinen  Werth  (4.)  ein- 
setzt, auch  so  geschrieben  werden: 

-..  „  X  —  u 

6  =  fmii  — ^  , 
oder  mit  Rücksicht  auf  (5b.)  auch  so: 

Wir  wollen  jetzt  die  Wirkung  in  Betracht  ziehen,  welche  ein  aus 
beliebig  vielen  Massentheilchen  ,a,  fi',  ^",  .  .  .  bestehendes  Sjfufein  auf 
ein   einzelnes  Massentheilchen   m(^rc,  ?/,  z)  ausübt.    Sind  ?i,  i',  X  ',  .  .  . 
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die  a;-Componenten  derjenigen  Wirkungen,  welche  ft,  ^i\  n" ,  . .  .,  oinscln 
genommen,  auf  m  ausüben,  so  wird  offenbar 

die  a:-Componente  der  von  dem  ganzen  System  ^,  ^',  ^",  .  .  .  auf  ni 
ausgeübten  (iesammtwiricung  vorstellen.  Substituirt  man  hier  für  ?i  den 
in  (7.)  angegebenen  Werth,  und  für  3t''  7i" ,  ...  die  analogen  Werthe, 
so  folgt: 

(0.)         x=-/»,'^(i+|,+i;+...). 

Aehnliche  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  beiden  andern  Compononton 
der  in  Rede  stehenden  Gesammtivirhmg ;  sodass  man  also  zu  l'olgendeni 
Satz  gelangt: 

Sind  X,  Y,  Z  die  Coniponmtcn  derjenigen  Gesammtivirhung ,  wclclir, 
auf  ein  einzelnes  Massenthcilchen  m  (x,  y,  z)  ausgeühf  wird  von  einem  he- 
liehig  gegebenen  Massensystem  ^i,  iti',  ^",  .  . .,  so  gelten  die  Formeln: 

(inj  Y=-fm^, 

wo  V  die  Bedeutung  lint: 

Dahei  repräseiitiren  E,  T'J',  E'\  ...  die  Abstände  des  Theilchcns  m{x,  y,  z) 
von  den  einzelnen  TJieilcJicn  ^,  fi',  /u-",  . .  . 

Dieses  V  pflegt  man  zu  bezeichnen  als  das  Potential  des  gegebenen 
Massensystems  jt,  ^',  ^"  .  .  .  auf  den  Punkt  7n(x,  y,  z).  Auf  Grund  der 
Formel  (11.)  kann  man  also  sagen: 

Unter  dem  Potential  eines  gegebenen  Massensystems  auf  einen  ein- 
zelnen Massenpimld  m{x,  y,  z)  ist  die  Summe  aller  in  jenem  System  ent- 
haltenen Massen  zu  verstehen,  jede  dividirt  dureh  ihren  Abstand  von  dem 
genannten  Punläe. 

X,  Y,  Z  sind  die  (Jomponenten  der  in  Rede  stehenden  Gesammt- 
wirkung.     I'ezeiclinot  man  diese  Gesammtwirkung  selber  mit  Ji,  so  ist 

X  =  R  cos  {Pi,  x) , 

Y  =11  cos  {B.,y), 

Z  =  11  cos  {II,  z) , 
wo  (L',x),  (Jl,y),  {11,  z),  «iif  Winkel   vorstellen,  unter  denen  die  Kraft 
1!  gegen  <lio  Goordinatenaxen  geneigt  ist,     Demgemüss  k;iiin   man  die 
Formehi  (IM.)  auch  so  schreiben:     . 
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Rcos{l{,x)  =  —  fm  '   _  , 


(12.)  lUo^{ll,y)  =  -fm^, 

U  cos  {li,  s)  =  —  fm  -r—  • 

Liisst  miiij  vom  Punkte  {x,  y,  z)  eine  beliebige  Uichtung  p  uus- 
geheu,  und  multiplicirt  man  die  Formeln  (12.)  mit  cos  {p,x),  cos  {p,y), 
cos  {p,  s),  und  addirt,  so  erhält  man: 

n  cos  {II,  p)  =  —  fm  {—  cos  {p,  a;)  +  -|-  cos  {p,  y)  -\- 
(13.)  "^  7 

'  +  "It"  cos  {p,  z))  ■ 

Diese  letzte  Formel  ist  einer  weitern  Vereinfachung  fähig.  Versteht 
man  nämlich  unter  dx,  dy,  ds  die  Zuwüchse,  welche  die  Coordinaten 
dos  Punktes  {x,  y,  z)  annehmen  würdcD,  wenn  man  denselben  längs  der 
Richtung  p)  um  die  Strecke  dp  verschieben  wollte,  so  sind  offenbar 
dx,  dy,  dz  die  rechtwinkligen  Projectionen  von  dp  auf  die  Coordiuaten- 
axen.  Folglich  ist  dx  =  dp  cos  {p,  x),  ebenso  dy  =  dp  cos  (p,  y),  und 
dz  =  d})  cos  (p),  z),  oder  etwas  anders  geschrieben*): 

dx  /       V 

-^  =  cos  {p,  x) , 

(14.)  ^  =  cos(iJ,2/), 

'^  =  cos  ip,z). 

Somit  folgt  aus  (13.): 

7.         ,,,     X  ,.     {dV   dx     ,    dV  dy    ,     dV   d2\ 

li  cos  {h,p)  =  -  fm  (^  _  +  ^  —  +  ^  ^  j  , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(15.)  B  cos  {B,  p)  =  —  fm  -^  - 

Diese  Formel  (15.)  ist  analoy  den  früheren  Formeln  (12.).  Sie  liefert 
die  Componente  von  B  nach  der  Richtung  p,  ebenso  wie  jene  die  Com- 
pouenten  nach  den  Richtungen  der  drei  Coordinatenaxen  liefern. 

Unsere  urspyrüngllchc  Aufgabe,  die  Wirliuny  eines  gegebenen  Systems 
jw,  11',  fi",  .  .  .  auf  eineti  einzelnen  Massenpunkt  m{x,  y,  z)  zu  berccJmcn, 


*)  Man  kann  auf  Grund  der  Formeln  (14.)  folgenden  Satz  aussprechen: 
DifJ'crenzirt  man  die  Coordinaten  eines  Punktes  {x,  y,  z)  nach  irycnd  einer  von 
diesem  FimJcte  ausyehenden  liichtung  p,  so  iverden  die  so  entstehenden  Difj'crential- 
fpiotienten  nichts  Anderes  sein,  als  die  liichtungscosinus  von  p. 


6 


Erstes  Capitt-l. 


ist  (jeycHUÜrtKj  reducirt  auf  die  Aufj/abc,  das  betreffende  Potential  zu 
bcrahucn.  Denn  sobald  dieses  Fotential  V  (jcf'undcn  ist,  ergeben  sieJi  atis 
dc))iselben  ofiue  Weiteres  die  Cumponentcn  jener  Wir]cun(/,  mittelst  der 
Formeln  (10.),  respective  (12.)  tind  (15.). 

Das  gegebene  materielle  System  kanu  übrigeus  auch  ein  eontinuirlieli 
den  JUium  erf'idlender  Körper  sein.  Alsdauu  werden  unter  n,  ^',  fi", .  . . 
die  unendlich  kleinen  Massenelemente  dieses  Körpers  zu  verstehen  sein. 
Und  demgemäss  wird  man  den  Werth  des  Potentials  (11.): 

(Ki.)    •  v=.:s^ 

in  diesem   {"'alle  auch  su  schreiben  können: 
(17.)  r  =  f'E-- 

Hier  bezeichnet  du  ein  Vulumelement  des  Körpers,  q  die  Dicldiyfced, 
mithin  qdv  die  in  dv  enthaltene  Masse,  und  E  den  Abstand  dieses 
Älassenelementes  qdv  von  dem  gegebenen  Punkte  m{x,y,z)]  und  über- 
dies ist  die  Integration  ausgedehnt  zu  denken  über  alle  Elemente  des 
ganzen  Körpers. 

An  die  Formel  (15.)  schliesst  sich  eine  gewisse  Bemerkung  von 
Gauss  an.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  wollen  wir  uns  den  Punkt 
m{x,y,z)  in  Bewegung  begriffen  denken  längs  irgend  einer  CWye,  deren 
Anfangspunkt  A,  und  deren  Endpunkt  B  heissen  mag.  In  irgend  einem 
Augenblicke  dieser  Bewegung  sei  s  die  von  A  aus  gerechnete  Bogen- 
länge des  Punktes  m,  und  S  die  tangentiale  Componente  der  auf  m 
von  Seiten  des  gegebenen  materiellen  Systems  ausgeübten  Wirkung  B,. 
Alsdann  ist  nach  (15.): 


S  =  —  fm 


dV 
ds 


d.  i. 

iß.)  Sds=  -  fmdV. 

Hieraus  folgt  durch  Integration  über 

alle  Elemente  ds  der  gegebenen  Curve: 

(y.)      fSds  =  -fm{V,-V,), 

A 

WO  Va  und  V/i  die  Werthe  des  Potentials^. 
V  in  den  Punkten  A  und  B  vorstellen. 

Die  rechte  Seite  der  Formel  (y.)  verscJtmndet  aber,  falls  B  mit 
A  zusanimennillt,  d.  h.  falls  die  gegebene  Curve  eine  geschlossene  ist. 
Und  diese  Bemerkung  lässt  sich  z.  B.  benutzen,  um  Beobachtungen 
über  den  Erdmagnetismus  zu  controliren.     Denkt  man  sich  nämlich  an 
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der  Erdoberlläclie  irgend  eine  gesehlusseiie  Curve  construirt,  so  uiuss 
das  über  diese  Curve  ausgedehnte  Integral  /  Sds  vcrachwindcn.  D.  li. 
es  rnuss  die  Summe  aller  Elemente  ds  dieser  Curve,  jedes  multiplicirt 
mit  der  zugehörigen  tangentialen  Componente  S  der  erdmagnetischen 
Kraft,  den  Werth  Null  haben." 

§2. 
Die  Flächen  Constanten  Potentials. 

Das  Potential  V  eines  gegebenen  Massensystenis  auf  einen  variablen 
Punkt  w  (x,  y,  ä)  ist  eine  Function  der  Coordinaten  dieses  Punktes: 
(1.)  F=  V{x,  y,  ,). 

Setzt  man  nun 

(2.)  V(:c,y,,)  =  C, 

wo  C  irgend  eine  Constante  vorstellen  soll,  so  wird  diese  Formel  (2.) 
die  Gleichung  einer  gewissen  Fläche  sein;  und  zwar  wird  mau  diese 
Fläche  als  den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  bezeichnen  können, 
für  welche  das  Potential  den  constanten  Werth  0  hat.  Errichtet  man 
auf  dieser  durch  die  Gleichung  (2.)  dargestellten  Fläche  in  irgend 
einem  Punkte  {x,  y,  z)  die  Normale  w,  so  ist  bekanntlich: 

(6.)  cos  (n,  x)  :  cos  (n,  y) :  cos  (n,  z)  =  ~ —  :  — —  :  -^ 

\    /  V   '    /  V    ' ^/  V   7    /         cx       cy       dz 

Denkt  man  sich  nun  ferner  an  der  betrachteten  Stelle  [x,  y,  s\ 
d.  i.  im  Fusspunkte  der  Normale  n  einen  materiellen  PunJct  von  der  Mause 
m,  und  bezeichnet  man  die  von  dem  gegebenen  Massensystem  auf 
diesen  Punkt  vt  ausgeübte  Gesammtwirkung  mit  It,  so  ist  nach 
(12.)  pg.  5: 

{4.)  cos  (A,  x)  :  cos  {E,  y)  :  cos  (A,  s)  =  -^—  =  "g^  =  "gT ' 

Aus  (3.)  und  (4.)  folgt: 

(5.)  cos  (li,  x)  :  cos  {E,  y)  :  cos  (E,  £)  =  cos  (w,  x)  :  cos  («,  y)  :  cos  (^n,  s). 
Und  hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  Richtung  der  auf  m  ein- 
wirkenden Kraft  it  zusammenfällt  mit  der  Richtung  der  Normale  n, 
—  oder  genauer  ausgedrückt,  dass  diese  beiden  Richtungen  entweder 
zusammenfallen,  oder  aber  zu  einander  entgegengesetzt  sind. 

Also  der  Satz :  Versteht  man  unter  V  das  Potential  eines  gegebenen 
Massensystenis,  ferner  unter  C  eine  wiWcürlicli  gcivählte  Constante,  so  tvird 
durch  die  Gleichung  V  =  C  eine  gewisse  Fläche  dargestellt  sein.  DenM 
man  sich  nun  auf  dieser  Fläche  irgend  einen  materiellen  Punht  m  gelegen, 
so  tvird  die  von  dem  gcgehenen  Massensystem  au^f  den  PunJd  m  ausgeübte 
Kraft  zu  der  genannten  Fläche  senhrecht  sein,  und  zu  derselben  scnJc- 
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ndd  bleiben,  welche  Iaujc  man  dem  Vankle  auf  der  lläelie  auch  zu- 
crlhcilcn  muij. 

Solcher  Flüchen  gieht  es  uueiidlich  viele.  Deuu  mau  kauu  der 
Coustunte  C  successiv  verschiedene  Werthe  zuertheilen.  Diese  Flüchen 
können  kurzweg  bezeichnet  werden  als  die  Flüchen  conslanten  Folentiab. 
8ie  werden  übrigens  auch  Glckhycivkhtsobcrjlüchcn,  oder,  falls  das  ge- 
gebene Massensystem  eiue  Flüssigkeit  ist,  auch  Kkcauflächen  genannt. 

§3.  * 

Die  Laplace'sche  Difiereutialgleichung. 

Das  vuii  einem  gegebenen  Masseusystem  ^,  ^',  ^",...  auf  den 
rujikt  m{x,  y,  z)  ausgeübte  l'uteutial 

U-;  ^         E  ^  E'  ^  E"  ^  ^   E 

wird  sich  otlenbar,  falls  man  dem  Punkte  in{x,  y,  z)  irgend  welche 
Bewegung  zuertheilt,  während  dieser  Bewegung  Schritt  für  Schritt  in 
sfctifjer  Weise  änderji,  su  lange  der  l'unkt  m  (x,  y,  s)  von  den  ein- 
wirkenden Massentheilchen  fi,  ft',  ft"...  durch  irgend  welche  Zwischen- 
räume getrennt  bleibt.  Gelangt  hingegen  jener  Punkt  mit  irgend 
einem  dieser  Massentheilchen  z.  B.  mit  fi  zur  Coiucidenz,  so  wird  in 
diesem  Augenblicke  der  Werth  von  V  imdetiij  werden,  nämlich  his 
Unendliche  auf^iirimjcii. 

(Jleiches  gilt,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  auch  für  die  ersteu  und 
die  liidieren  AhleitiDigen  von   V  nach  x,  y ,  z.     Beachtet  mau  nämlich 
die  schon  früher  [in  (5a,  b.)  pg.  3]  uotirten  Formeln: 
K'  =  (:,  _  ay  +  {y-  ßf  +  (.  -  y^, 

(-•)  d^  _  x  —  a         dE^  _  y—ß         dE  _  z  —  y 

dx    ~~       E      '      Ty  E      '       'dV  E~ ' 

wo  («,  /i,  y)  die  Coordiuaten  von  ^i  sind,  so  ergiebt  sich  aus  (1.)  sofort: 

^    ^  (IX  — "^     i,-* 

Und  hieraus  folgt  weiter: 

dx-  ^^\E'  E'         dx)'      dxdy  ~~~^  —  ^ 

also  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (2.): 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  dritten  Ableitungeji  bilden.  U.  s.  1. 
Doch  siiul  die  hingestellten  Formeln  (3.),  (4.)  bereits  ausreichend,  um 
zu  zeigen,  dass  sümmtlichc  Ableitungen  beliebiger  Orduimg  stetig  sind, 


3(.f- 

-«) 

dE 

E' 

dy   ' 

3(.c  — 

■«)(J 

i-ß) 
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SO  lauge  Ej  E' ,  E" ,  .  .  .  vuu  Null  verscliietlen  bleibuu,  il.  i.  so  lange 
der  iu  Bewegung  Ix-gritiene  Punkt  m{x,  y,  z)  von  deu  eiuwirkeudeu 
Massentheilclieu  ^,  [i',  ^i",  .  .  .  durch  irgend  welche  Zwischeuräume  ge- 
trennt bleibt. 

Dabei  ist  noch   Fol<>'endes   zu  bemerken.     Die  Werthe   vuu   -t^-^  , 

K— 5-,    ^-r  sind,  wie  sich  aus  (4.)  ergibt,  folgende: 


a^  __  _    ^     / J 3(x  -  ay  \ 

dx-   ~        ^i^\E^  E'         )' 

cy-              ^^\E'  E'-        7' 

rz-                ^^\E'  E-^         ) 


Hieraus  aber  folgt  durch  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  (2.): 
c-V     .     c-V     .     c-V  ^     {  '^  'äE-\      ,    .  ,, 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satz: 

Bezeichnet  V  das  Fotential  eines  [/e(/ehenen  Massensystems  auf  einen 
vaiiahlcn  Funlt  {x,  y,  s),  so  iverden 

(p,\  F      -^      m      iL      :^!L        g'^ 

^^^  ^'       dx'      dy  '      dz'      ox''      dxdy' 

Functionen  von  [x,  y,  z)  sein,  tvelche  endlich  und  stetig  sind,  so-  lange 
der  Funkt  (x,  y,  z)  von  den  eimvirhenden  blassen  durch  irgend  tvelche 
{ivenn  auch  noch  so  hleine)  Zwischenräume  getrennt  hlciht.  Und  gleich- 
seitig icird,  so  lange  diese  Bedingung  erfüllt  hlciht,  die  Gleichung  stattfinden : 

^    ^  cx^    '    oy^         oz^ 

Biese  Gleichung  heisst  die  Laplace'sche  Bifferentialgleichung. 
Gleichseitig  mag  das  auf  der  linken  Seite  stehende  Trinom 

(7.)  -^-^  -4-  -^-—  -j-  ^-^     mit  AV 

^    ^  dx-     '     oy^     '     dz- 

hczeichnet,  und  der  Laplace'  sehe  Bi  ff  er  entialausdruck  genannt  iverden. 

§  4. 

Das  Potential   eines  beliebig  gegebenen  Körpers  in  Bezug  auf  einen 

sehr  weit  entfernten  Punkt. 

Es  sei  ein  homogener  oder  nichthomogener  Körper  von  beliebiger 
Gestalt  gegeben,  und  es  sei  ^  irgend  ein  Massenelement  dieses  Körpers. 
Das  Potential  des  Körpers  auf  einen  beliebigen  Punkt  {x,  y,  z)  hat  als- 
dann den  Werth  [vgl.  (11.)  pg.  4): 
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WO  E  tlfu  Abstand  des  ruiiktcs  {x,  y,  s)  vom  Elemente  j»  vurstelU,  und 
die  Sunimation  ausgedehnt  zu  deidicn  ist  über  siimmtliclie  Massen- 
elemente /x  des  ganzen  Küriteis. 

Bezeichnet  man  die  Coordiuateu  von  «  mit  (a,  ß,  y),  so  erhält  man: 

1?  =  {:x-  «y  +  (y  -  tif  +  (."  -  yf , 
d.  i. 

i?  =  (o;^  +  r  +  n  -  ^(«'^  +  /^z/  +  y^)  +  (,«'  -f  ß'  +  r'), 

oder  kürzer  geschrieben: 

E-  =  r'-  —  2rQ  cos  y  -\-  q- , 
und   l'olglieh: 


E 


•|/j-2|-c„s,  +  (|f 

Hier  haben  alsdann  r,  (),  y  die  Bedeutungen: 

(3.)      ,- =  x- +  2/-' +  .^     g^  =  a^-\-ß-^J^f,     co.y=^±lftli- 

so  dass  also  /•  und  q  die  Abstände  der  Punkte  [x,  y,  z)  und  fi  («,  /i,  y j 
vom  Anfangspunkte  0  des  Coordiuateusystems  vorstellen;  während  y 
den  vt)n  r  und  p  gebildeten  Winkel  bezeichnet. 

tSubstituirt   man  in  (1.)  für    ..    den   Werth  (2.),  so  folgt: 
(4.)  F=  -'-  5'  '' , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(4 a.)  rF  =  ^  -^ ~  • 

'|/l-2-^cosy  +  (f)' 

Bringt  man  diese  Formeln  (4.),  (4a.)  auf  den  Fall  in  Anwendung,  dass 
der  sollicitirte  Punkt  (ic,  y,  z)  unendlich  fern,   mithin  r  uncmUich  yroas 

ist,   so   wird  —    gleich   Null,    mithin    die    in   den   Formeln   enthaltene 

Wurzelgrösse  gleich  Eins  werden;  so  dass  man  erhält: 

(•">•)  (F),^a=0, 

\v(j  M  =  2,\"  die  U csamnilmasse  des  gegebenen  Körpers  vorstellt.  Man 
gelangt  somit  zu  lolgendem  Satz: 

Bezeiclinel  V  das  Potential  eines  (jcgchenen  Körpers  auf  einen  vari- 
ablen Punkt,  und  r  den  Abstand  dieses  Punldes  von  irgend  einem  in  der 
Endlichlieit  gelegenen  festen  PtmJcte  0,  so  wird  V  den  Werth  Null  und 
rV  den  Werth  M  annehmen,  sobald  jener  variable  PunJd  nach  irgend 
wclclier  Seite  hin  sich  itis  Unendliche  entfernt. 
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Dabei  ist  unter  M  die  Gesammt mause  des  (jcyehenen  Körpers  ver- 
standen, und  zugleich  vorausijes'etst,  dass  alle  Masseneleviente  des  Körpers 
im  Endlichen  liegen. 

Wir  wollen  jetzt  den  festen  Punkt  0,  d.  i.  den  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystems  im  Innern  des  gegebenen  Körpers  uns  gelegen 
denken.  Gleichzeitig  mag  der  sollicitirte  Punkt  (x,  y,  s)  so  weit  ent- 
fernt gedacht  werden,  dass  sein  Abstand  r  vom  Punkte  0  sehr  gross 
ist  im  Vergleich   mit   den   Dimensionen   des   gegebenen  Körpers.     Für 

jedwedes  Massenelement  ^  wird  alsdann  der  (Quotient  —  sehr  Mein  sein, 
mithin  der  Ausdruck  (2.)  entwickelbar  sein  nach  Potenzen  von  — : 

Vernachlässigt  man  also  die  zweite  und  die  höheren  Potenzen  von  — , 
so  folgt: 

oder,  falls  man  für  cos  y  den  Werth  (3.)  einsetzt: 

E  r   ~^  r' 

8ubstituirt  man  aber  diesen  Werth  von  -^  in  (1.),  so  folgt: 

wo,  ebenso  wie  vorhin,  M  =  E^  die  Gesammtmasse  des  Körpers  vorstellt. 
Noch  einfacher  gestaltet  sich  'diese  F'ormel,   sobald  man  den  An- 
fangspunkt 0  des  Coordinatensystems  in  den  Schicerpimlit  des  gegebenen 
Körpers  hineinfallen  lässt.     Denn  alsdann  wird  bekanntlich 

sodass  man  erhält: 

(7.)  F=  ^  . 

V    '  r 

Also  der  Satz:  Bas  Potctitial  eines  Körpers  von  der  Gesammtmasse 

M 
M  auf  einen  sehr  weit  entfernten  FunJct  ist  naliezu  =       ,  tvo  r  den 

Abstand  des  PunJctes  vom  SchiverpunlUe  des  Körpers  vorstellt.  Oder 
mit  andern  Worten:  Das  in  Bede  stehende  Potential  ist  nahezu  von 
solcher  Beschaffenheit ,  als  iväre  die  ganze  Masse  des  gegebenen  Körpers 
in  seinem  SchwerptinJcte  concentrirt. 
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§  5. 
Das  Potential  einer  homogenen  Kugel. 

Das   l'uteiitial    eiucr   lio)nu(jcncu  Kiujd   uiif  eiueu  l'uukt   ni{.c,ij,z) 
besitzt  ileii  Werth  [vgl.  (17.)  pg.  G]: 

(I.)  ^=u-i^- 

Oabi'i  re])räsentirt  q  die  consiante  Dicldhjhcit ,  ferner  dv  ein  Voluin- 
elemeut  der  Kugel,  und  E  den  Abstand  dieses  Volumelementes  vom 
Punkte  m{x,  y,  z)]  endlich  ist  die  Integration  ausgedehnt  zu  denken 
über  sämmtliche  Yolumelemente  dv  der  ganzen  Kugel. 

Nimmt  man  das  Centrum  0  der  Kugel  zum  Anfangspunkte  eines 
l'olarcoordinatensystems,  ferner  die  Linie  Oni  zur  Axe  dieses  Systems 
und  bezeichnet  man  die  Linie  Om,  ihrer  Länge  nach,  mit  r,  ferner  die 
Tolarcüordinaten   des  Volumelementes  dv  mit  q,  d-,  g),  der  Art,  dass 
Q  den  Centralabstand,   #   das  Complement    der   geographischen  Breite, 
und  (p  die  geographische  Länge  repräsentirt;  —   so  ist  bekanntlich: 
dv  =  Q-dQ  sin  d-dd'dip, 
£■-  =  p^  4"  r-  —  '2Qr  cos  0-; 
sodass  die  Formel  (1.)  übergeht  in: 

^^, .  y  r  r  r        Q'uq  sm  9avdq) 

~     ,1  ,1  J    VfliH^^  —  2or  cos  9    ' 

wo  Ä  den  liadkis  der  Kugel  vorstellt.  Hieraus  folgt  durch  Ausführung 
der  Integration  nach  qp: 

1  TT 

Q'ÜQ  sin  d'dd' 


(3.)  V=27tqff 


i/o*  +  r*  —  2or  cos  & 
sodann  durch  Ausführung  der  Integration  nach  ^: 

(4.)  v=^f[yQ'  -h  r'  -  2Qr  cos  ^]         -QdQ. 

0  v*  =  0 


Nun  ist  die  Entfernung  E  ^Yq^ -\- r'^  —  2Qr  co^Q^  unter  allen 
Umständen  iKmliv  zu  rechnen  [vgl.  (5a.)  pg.  3].  Gleiches  gilt  mithin 
auch  von  denjenigen  Special werthen,  die  diese  Entfernung  für  ^  =  () 
und  i7  =^  TT  annimmt.     Demgemäss  folgt  aus  (4.): 

.1 

(5.)  v=  yf\y(7-+  Q?  -  i/(/-7?l  QdQ, 

mit  dem  Zusatz,  ilass  die  hier  auftretenden  Wurzelgrössen  beide  iwsiÜv 
zu  rechnen  sind. 
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Wir  haben  bisher  die  Frage,  ob  der  sollicitirte  Punkt  m  ausser- 
liall)   oder  innerhalb  der  Kugel  liegen  soll,   ganz  in  suspenso  gelassen. 

Liegt  in  ausserhalb  der  Kugel,  so  ist  r~>A,  mithin  auch  r>(); 
sodass  also  in  diesem  Falle  der  in  (5.)  in  der  geschweiften  Klammer 
enthaltene  Ausdruck  übergeht  in: 

{y  -\-q)-  (r  -q)  =  2q- 

wodurch   man   erhält: 


r=^/2«,^?«,, 


(Ca.)  V=T^- 

Liegt  hingegen  m  innerhalb  der  Kugel,  so  hat  man  zuvörderst 
eine  durch  m  gehende,  zur  gegebenen  Kugel  concentrische  Hülfshigcl- 
flächc  zu  construireu.  Pur  jedwedes  Massenelement  dv  (q,  ■0-,  cp)  wird 
alsdann  r  >  q  oder  r  <  9  sein,  je  nachdem  dieses  Element  dv  inner- 
halh  oder  ausserhalb  der  Hülfskugelfläche  liegt.  Demgemäss  wird  der 
in  (5.)_  in  der  geschweiften  Klammer  enthaltene  Ausdruck  für  die  Ele- 
mente innerhalb  der  Hülfskugelfläche 

=  (r  +  Q)-{r-Q)  =  2Q, 
hingegen  für  die  Elemente  ausserhalb  der  Hülfskugelfläche 

=  (r  +  9)  -{q-  r)  ==  2r 
sein.     Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (5.) 

A 
2Ttq 


V=^U'2Q-'dQ-\-j2rQdQJ, 
oder,  falls  man  die  Integrationen   wirklich  ausführt: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

fOi.)  V=2jirjA'-  -|^/-. 

Auf  Grund  der  Formeln  (Ga.)  und  (ßi.)  gelangen  wir  zu  folgenden 
Sätzen : 

Bezeichnet  A  den  Baditis,  q  die  Dichtit/Jceit  mid  M  die  Gesamnd- 
masse  einer  homogenen  Kugel,  so  ivird  das  Voiential  dieser  Kvgel  auf 
iiy/etul  einen  äussern  Punkt  a  den   WerÜi  haben 

n-i)  V  —  i5i  .^'  _  ^ 
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wo  r  den  Centralahsfand  des  Punltcs  vorsUllt.  Es  wird  mithin  dieses 
Potimtial  genau  von  derselben  Besshaffenheit  sein,  als  tvärc  die  ganze  Masse 
(kr  Kugel  in  ihrem  MittelpunJcfe  concentrirt. 

Andrerseits  wird  das  Potential  der  JCiigcl  auf  irgend  einen  Innern 
J'indct  i  den   Wcrfh  besitzen: 

(7i.)  V^  =  2nqÄ^--   ~l'^  r^, 

no  wiederum  r  den  Centralahstand  des  Punktes  bezeichnet. 

Die  Formeln  (7a,  i.)  zeigen,  dass  F„  und  V,  durch  ganz  veischic- 
de)te  Functionen  von  r  dargestellt  sind.  Trotzdem  nehmen  F„  und  F,-, 
s()l)ald  mau  die  Punkte  a  und  i  der  Kugeloberfläche  sich  mehr  und 
nH'lir  nilJK'rii,  und  schliesslich  auf  dieser  Fläche  zusammentreffen  iässt, 
im  Augenblicke  des  Zusammentreffens  denselben  Werth  an.     Denn   für 

r  =  A  seht  Va  in  — ^  A~,  und  F,  ebenfalls  in  ~Z     A'  über.    Solches 

mag  angedeutet  werden  durch  die  Formel: 

(7  f.)  y..  =  V,  =  ^Lä\ 

WO  durch  die  horizontalen  Striche  bemcrklicli  gemacht  worden  soll,  dass 
hier  von  denjenigen  Werthen  die  Rede  ist,  welche  F«  und  F,  an  der 
Kugclober/läche  besitzen. 

Ebenso  wie  F„  und  F,  an  der  Oberfläche  denselben  Werth  haben, 

(W^  dV. 

(■bf-nso  <;ilt  Gleiches  auch  von  -7-^  und  -^ —     Aus  (6a,  i.)  foli^t  näm- 

lieh  durch  Differentiation  nach  r: 
(8  a.) 

(8i.) 

Und  hieraus  ergicbt  sich,  falls  man  die  beiden  Punkte  a  und  /  auf  der 
Kugeioberfliichc  mit  einander  zusammentreffen  Iässt,  d.  li.  in  I)oi(lon 
i"\)rineln  r  =  A   macht: 


dr 

= 

— 

dV, 
dr 

==■ 

— 

r . 

dV,.         dV, 


\it<i 


^  dr  dr  A 

Anders    iiingegen    verhält    es    sich    niii     den    zweiten    Differential- 
'liioliontfu.      Di.'nn   aus  (8a,  i.)  folgt: 

(i»a.) 
(Di.) 


dr- 

= 

+ 

8^3 
~3^ 

A^ 

>3- 

; 

== 

— 

Anq 

:i 
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und  hieraus  ersiebt  sicli  für  r  =  Ä: 


(•^^•)  ^Z7^  =  +  -  3-  5       Inngegen:  -^  =  -  _/  . 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Bezeichnet  V  das  Potential 
einer  hotnogenen  Kugel  auf  einen  variablen  FimM,  dessen  Centralabstand 

r  ist,  so  werden  V  tind  -j-^-  Functionen  von  r  sein,  die  hei  einer  heliebigen 

Betvegmig  jenes  Punlctes,  selbst  bei  einem  Hindurchgehen  desselben  durch 
die  Kugeloberfläche,  sich  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise  ändern. 

Hingegen  ivird  -,'i  in  dem  Auge^iblicl^e,  ivo  der  PimJd  durch  die  Kugel- 
ober jläclie  hindurchgeht,  eine  sprungweise  Äenderung  erleiden. 

Dabei  mag  historisch  bemerkt  sein,  dass  dieser  Satz  einer  weitem 
Verallgemeinerung  fähig  ist.  Henkt  man  sich  nämlich  einen  materiellen 
Körper  von  ganz  beliebiger  Gestalt  gegeben,  dessen  HichtigJceit  nach 
Belieben  eine  stetige  oder  utistetige  Function  der  Coordinaten,  jedoch 
überall  endlich  ist,  und  bezeichnet  man  das  Potential  dieses  Körpers  auf 
irgend  einen  Punkt  (x,  y,  z)  mit  V,  so  iverden 

y       cV         dV         dV 
'       ex  '       dy  ^       dz 

Functionen  von  {x,  y,  z)  sein,  welche  bei  einer  beliebigen  Beivcgung  dieses 
Punlctes,  auch  bei  einem  Hindurchgehen  desselben  durch-  die  Körperober- 
fläche, sich  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise  ändern.  Hingegen  ivird 
solches  nicht  mehr  gelten  von  den  ziveiten  Ableitungen  des  Potentials  V 
nach  {x,  y,  z). 

Man  findet  diesen  Satz  bewiesen  in  Dirichlet's  Vorlesungen,  herausgegeben 
von  Grube.     Leipzig  bei  Teubner,  1876.    pg.  12. 


§  6. 

Weiteres  über  die  Laplaeesche  Differentialgleichung. 

Vervollständigung  derselben  durch  Poisson. 

Denkt  man  sich  einen  beliebigen  Körper  gegeben,  der  z.  B.  auch  mit 
irgend  tvelchen  innern  Hohlräumen  versehen  sein  kann,  und  bezeichnet 
man  das  Potential  dieses  Körpers  auf  den  variablen  Punkt  (x,  y,  z)  mit 
V,  so  wird  die  Gleichung  stattfinden: 

(1.)  AK  =  0,     rf.i-g-  +  -|I  +  f;=0, 

(hier  genauer  ausgedrückt:  Es  wird  diese  Gleichung  stattfindest,  so  lange 
der  Punkt  (x,y,z),  mag  er  nun  ausserhalb  des  Körpers  oder  inner- 
halb   eines    im   Körper    befindlichen    Holt l räum rs  gedacht   werden., 
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von  der  Klirpermasse  selbst  durch  irgend  ivelchen  {wenn  auch  noch 
so  Meinen)  Zwischenraum  (jetrennt  bleibt. 

Dieser  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  schon  früher  bewieseneu 
Satz  pg.  9.  Es  fragt  sich  aber  nun,  ob  diese  Gleichung  (1.)  auch  dann 
noch  in  Kraft  bleibt,  wenn  der  Punkt  hart  an  die  Köriieroberfläche 
herangeht,  oder  gar  in  das  Innere  der  K(")rpermasse  hineindringt. 

Liegt  der  Punkt  (x,  y,  z)  irgendwo  im  Innern  der  Körpermasse, 
so  construire  man,  ebenfalls  innerhalb  der  Körpermasse,  eine  kleine  den 
Punkt  {x,  y,  s)  umschliessende  Kugelfliiche,  jedoch  in  solcher  Weise, 
dass  das  Centrum  (a,  {i,  y)  derselben  nicht  gerade  mit  {x,  y,  z)  zu- 
sammenfällt. Setzt  mau  nun  voraus,  die  Dichtigkeit  q  des  Körpers  sei 
eine  stetige  Function  der  Coordinaten,  so  wird  man  jene  KugelHächo 
so  klein  sich  denken  können,  dass  der  Werth  der  Dichtigkeit  iimer- 
halb  der  Kugelfliiche  als  constant  betrachtet  werden  darf.  Dieser  con- 
stante  Werth  mag  C  heissen;  so  dass  also 
(2.)  g(a,  ß,  y)  =  C    und     q(x,  y,  z)     ebenfalls  =  C 

ist,   weil   die  Punkte  («,  ß,  y)   und   [x,  y,  z)   beide  innerhalb  der  Kugel- 
fliiche liegen. 

Die  Körpermasse  M  wird  durch  diese  Kugelflüche  in  zwei  Theile 
M'  und  M"  zerlegt,  von- denen  der  erste  innerhall),  der  letztere  aussor- 
iialb  der  Kugelfliiche  liegt.  Und 
dem  entsprechend  zerfällt  das 
Potential  V  in  zwei  analoge 
Theile  V  und  V" : 

(3.)      v=r-\-v", 

woraus  z.  B.  folgt: 

(4.)     AF=Ar  +  AF". 

Der  .Vusdruck  AF"  subordinirt 
sich  aber,  weil  der  Punkt  {x,y,z) 
von  der  Masse  M"  durch  Zwi- 
schenräume getrennt  ist,  ohne 
Weiteres  dem  Satz  (1.).  Demgemäss  ist  also  AF"  =  0;  so  dass  also 
die  Formel  (4.)  sich  reducirt  auf: 
(.').)  AF=AF'. 

Nun  ist  der  'i'heil  M'  nichts  Anderes  als  eine  Meine  homogene 
Kugel,  deren  constante  Dichtigkeit  mit  (J  bezeichnet  worden  ist.  Das 
Potential  V  dieses  Theiles  M'  auf  den  Punkt  {x,y,.~)  hat  daher  [vgl. 
(7i.)  i)g.  14 1  den   Werth: 

V  =  27cCA'  -  ^^^'  r\ 


d.  i. 
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wo  Ä  den  Tladius  der  kleinen  Kugel  vorstellt.     Hieraus  folgt: 

SV  inC  f  .  j    d^V  4:nC 

-^ —  = ^     (^  —  0^) »      und  -^—r  = -„ — , 

dx  3      ^  ^ '  dx-  3     ' 

u.  s.  w.;  folglich: 

AT  =  —  4jra 

Dies  in  (5.)  substituirt,  erhält  man: 

(6.)  AV=  —  47i('. 

Beachtet  mau  nun  die  Bedeutung  von  C,  dass  nämlich  dieses  C 
den  Werth  der  Körperdichtigkeit  q  an  derjenigen  Stelle  bezeichnet,  an 
welcher  der  sollicitirte  Punkt  {x^  y,  s)  sich  befindet,  so  gelangt  man 
auf  Grund  der  Formel  (6.)  zu  folgendem  Satz: 

Denld  man  sich  iryend  einen  Körper  gegeben,  dessen  Dichtiglceit  q 
eine  stetige  Function  der  Coordinaten  ist,  und  hemchnet  man  das  Po- 
toitial  dieses  Körpers  auf  einen  variablen  Pmikt  (x,  y,  0)  mit  V,  so  ivird 
der  Laplace'sche  DifferentialausdrucJc 

(7.)  AF    oder   ^-7  +  ^-^  +  -^^, 

falls  der  Funld  {x,  y,  2)  im  Innern  der  Masse  des  Körpers  liegt,  nicht 
=  0,  sondern  =  —  4:7iq  sein,  ivo  q  den  daselbst  vorlmndmen  Werth  der 
BicldigJceit  vorstellt. 

Dieser  Beweis  wurde  in  den  F.  Neumaun  sehen  Vorlesungen  im  Jahre  1852 
oder  1853  mitgetheilt.  Im  Sommersemester  1859  hingegen  wurde  von 
F.  Neumann  für  den  in  Rede  stehenden  Satz  ein  strengerer  Beweis  gegeben. 
Dieser  letztere  ist  im  "Wesentlichen  derselbe,  den  man  auch  in  Dirichlet'B 
Vorlesungen  findet.  Vgl.  die  Grubesche  Edition  derselben,  Leipzig  bei 
Teubner  1867,  pg.  18—28. 

§    7. 

Anwendung  der  Laplace'schen  Differentialgleichung  zur  Berechnung 
des  Potentials  einer  homogenen  Kugel. 

Das  Potential  V  einer  homogenen  Kugel  auf  den  Punkt  {x,  y,  z) 
kann  offenbar  (wie  nämlich  aus  der  Symmetrie  sich  ergiebt)  nur  ab- 
hängen vom  Centralabstande  /■  dieses  Punktes.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
wie  man  diese  Function 

(8.)  v^y{^^ 

auf  Grund  der  Lajylace  scheu  Differeuficdglcichnng  (1.)  resp.  (7.)  wirklich 
zu  bestimmen  im  Stande  ist.    Dabei  wollen  wir  von  den  bereits  früher 

F.  Neumaun,  Vorl.   üb.  das  Potential.  2 
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(pg.  13,  14)   über  dieses   Potential   V  erlangten  Kenntnissen   für   den 
Augenblick  völlig  absehen. 

Nimmt  man   das   Kiigelcentrum  0  zum   Anfangspunkt  des   Coor- 
dinatensystems,  so  ist  offenbar 
(9.)  r-  =  X-  +  y-  +  s-,    mitbin  /..  B.     —  =  —  • 

Da  nun  V  Jedi(jVich  von  r  ahhnngt,  während  r  seinerseits  von  cr,y,s  de- 

pciulirt,  so  wird: 

a F         dV^  cr^  _  dF  ^ 

(  x  il  r     dx  dr     r 

Dilferen/irt   man   diese   Formel    nochmals   })artiell   nach   x,    so   ergiebt 

sich,  weil  -j-^  (ebenso  wie  V  selber)  Icdujlich  von  r  ahhämjt: 

c-V  d-V   er    X  _.     dV  11  x     cr\ 

dx^  dr-    dx   r   ~^   dr    \r  r-    dx/' 

also,  falls  man  für  ^--  seinen  Werth  (!•.)  einsetzt: 

*F  _  d^  /xV        dr  /l         x-\ 

Kt-  dr'-   \r  /  dr    \r  r' / 


Addirt    man    zu    dieser  Formel    die    analogen   Formeln    für    ,    ..    und 


i  ir 


c'-V 

-ö-Y;    so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (9.): 

A  F  =  ^ -^  4-  ^ '  ^'  4-  5Ü:  =  ^  -J-  ^  1 
(  x'^    "^  dy-         dz'^         dr-     '^  dr   r  ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(10.)  AV=l^(r^-'Pj- 

■      ^  r-   dr    \      dr  / 

Liegt  nun  der  variable  PunJct  (x,  y,  0)  ausserhalb  der  Kugel,  so  ist 
nach  (1.):  AF=0,  d.  i.  nach  (10.): 

dr\      dr)  ' 

dV 
woraus  durch  Integration  folgt:  r^  3=  Clonst.  ==  C,    d.  i. 

dF  _  a 

d  r         r* 
Hieraus  folgt  durch  nochmalige  Integration 

(11-)  7^=--^  +  i), 

wo  C  und  D  noch  unbelcannte  Constanten  vorstellen. 

Für  äusserst  tveit  entfernte  Punkte  muss  aber  das  Potential  V  von 
solcher  Beschafl'enheit  sein,  als  wäre  die  ganze  Masse  der  gegebenen 
Kugel  in  ihrem  Schwerpunkt  d.  i.  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt  [vgl. 
pg.  10, 11].  Mit  andern  Worten:  Die  Formel  (11.)  muss  für  ein  sehr  grosses 
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M 
r  die  Gestalt  aimehmeu:    F  == — ,   wo   M   tue   Masse   der  Kugel   vor- 

r   '  ° 

stellt.  Somit  sieht  man,  dass  C  =  ■ — ^  M  und  I)  =  0  sein  muss.  Sub- 
stituirt  man  diese  Werthe  von  C\  I)  in  (11.),  so  ergiebt  sich: 

(12.)  F='^; 

was  in  Einklang  ist  mit  dem  früheren  Resultate  pg.  13. 

Liegt  mm  ferne)-  der  variahle  PunM  {x,y,z)  innerhalb  der  Kugel, 
so  ist  nach  (7.):  AV  =  —  47rg,  d.  i.  nach  (10.): 
d    (  2  dV\  .        2 

wo  q  die  constante  Dichtigkeit  der  gegebenen  Kugel  vorstellt.  Hieraus 
folgt  durch  Integration: 

(Id.)  r'  —r-  =  C —  r^. 

^      ■'  dr  b 

Die  Integrationsconstante  C  bestimmt  sich  einfach  dadurch,  dass  man 
die  Formel  (13.)  auf  den  speciellen  Fall:  r  =  0  anwendet.  Denn  als- 
dann ergiebt  sich:  0  =  0—0,  d.  i.  0=0.    Dies  in  (13.)  substituirt, 

erhält  man: 

dV  iitq 

dr  3 

und  hieraus  durch  Integration: 
(14.)  V=B  — 


2«(?    ..2 


r 


8 

Die  Constante  D  bestimmt  sich  durch  Anwendung  der  Formel  (14.) 
auf  den  speciellen  Fall :  r  =  0.  Denn  alsdann  ergiebt  sich :  Fq  ==  D  -|-  0, 
wo  Fj,  das  Potential  der  Kugel  auf  ihren  Mittelpunlct  vorstellt.  Man 
erhält  also  D  =  F^.     Dies  in  (14.)  substituirt,  ergiebt  sich: 

(15.)  F=Fo-  ^^-*-rl 

Das   dem  Mittelpunkte   entsprechende  Potential  Fq  lässt  sich  nun 
leicht  durch  directe  Bechmmg  finden.     Man  erhält: 

A       7t    27t 

17             r  r  C  ^'^dr  ■  sin  &dd-  ■  dw         ^         .„ 
Vo  =  qJ  J  J ■ ^ ^   =27tqA', 

0       U       0 

wo  Ä   den  Radius   der  Kugel   vorstellt.     Somit  geht  die  Formel  (lö.) 

schliesslich  über  in: 

(16.)  F=2;t2^2_l|l,.2. 

was  in  Einklang  steht  mit  unserm  frühern  Resultate  pg.  14. 

l{«'in«!rkuiip;.  —  In  analoger  Weise  kann  man  die  Laplace'sche  Dift'ereutial- 
gleichung  z.  B.  auch  benutzen  zur  Berechnung  des  Potentials  einer  von  zwei 
concentrischen  Kngelflächen  begrenzten  homogenen  Kugelschanle. 

2* 
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§  8. 

Transformation  des  Laplace'schen  DifiFerentialausdrucks  auf 
Cylindercoordinaten. 

Zwisclien   den  rechtmnldigen  Coordinatcn  x,  y,  &  und  den  Cylindcr- 
coordinatni  x,  q,  (p  finden  die  Relationen  statt: 

X  =  X, 
(1.)  y  =  Q  cos  tp, 

z  =^  Q  sin  (p. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

dx  =  dx, 
(2.)  dy  =  cos  (p  •  dQ  —  q  sin  cp  •  dtp, 

dz  =  %\n  (p  •  dQ  -\-  Q  cos  qp  •  d(p, 
mithin: 

(3.)  dii^  =  dx-  +  dy-  +  dz-  =  dx""  +  dQ-  -\-  Q-d(p\ 

Dabei   bezeiclinet  ds  das  zwischen  den  Punkten  (x,  y,  z)  und  (x  -\-  dx, 
V  -\-  <^Vy  ■■  ~\~  '^")  Hegende  Linienclement.    Ueberdies  ergiebt  sich  durch 
Auflösung  der  beiden   letzten  der  Gleichungen   (2.)   nach  dg  und  d(p: 
dQ  =^  -\-  cos  (p  ■  dy  -j-  sin  <p  ■  dz, 
Qdq)  =  —  sin  (p  •  dy  -\-  cos  cp  -  dz, 
und  foluflich: 


(5.) 


-^  =  0,      .--  =  +  cos  (p,      -—  =  -j-  sui  (p, 

dtp  p.         ir>(p  sin  qp  rqp  .     cos  qp 

^^5     ?!^r  ""^        ^    f      '^7  "^^  ~T 


ex  ''       dy  Q     '        dz  '        Q 

Es  sei  nun  F  =  F{x,y,z)  eine  ganz  tvillkürlich  gegebene  Function. 
Wir  stellen  ims  die  Aufgabe,  in  dem  Ausdrucke 

"^    ^  ex-     '     dy-     '     (Z- 

statt  x,y,z  die  Cylindercoordinaten  x,  q,  (p  cinzufilhren.  Während  also 
X  b»'izub<^halten  ist,  sollen  y,  z  durch  q,  (p  ersetzt  werden. 
Zuvörderst  ergiebt  sich : 

oF  ^dF   dQ    ■    dF  d(p 
dy  dQ     dy    '     dcp    dy    ' 

also  mit  Rücksicht  auf  (^y.): 

,    .  dF         dF  dF   sing) 

( «. )  TT-  =  -.r~  cos  (p ..  -        ^   , 

f'y  ('q  ^  (  fp         Q       ' 

und  ebenso: 

/a\                                  (  F         (  F                .     (j F   cos  m 
IB.)  -FT-  =  -^  -  sm  (p  -\- —  • 
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Aus  der  Formel   (a.)   ergiebt  sich   durch   partielle   Ditferentiation 

nach   ij: 

c'F  ^  c[]    dg^    .    an  ^ 
dy^  dg     dy    'dtp    dy  ' 

also  nach  (5.): 

c-F        d[]  d\]  Bin  cp 

-5—5-  =  -^^^^  cos  op ^  .  _:?: 

oy^  CQ  ^  ocp       Q     ' 

wo  unter  [  ]  die  rechte  Seite  der  Formel  (a.)  zu  verstehen  ist.    Substi- 

tuirt  man  aber  für  diesen  Ausdruck  [  ]  seine  eigentliche  Bedeutung,  so 

erhält  man: 

,    ,.  c-F         d^F         .,         ,     dF    sin«  g)     ,     c^'F    sin'^  (p 

(«  .)  -    ,    =  -^-v  cos-  OD  -f-  -5 \-    .^-^  ,         — 

C^F     2  sin  qp  cos  qp      ,     oF    2  sin  qp  cos  qo 


Und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich  aus  (ß.): 

,„.  d^'F        c^F     ...        .    dF    coa- cp     ,    c^F   cos>     , 

,      C^JP     2  sin  qp  cos  qp  ?  I^    2  sin  qp  COS  qp 

"""  ap  3qp  9  ^qp  9^ 

Durch  Addition  der  beiden  Formeln  («'.)  und  (/3'.)  folgt  nun  sofort: 

c'F    .    0^  ^  a^F    i    ^  1  _L.  ^"^  J_ . 
cy'^         dz^  cg^  ~^  CQ     Q   ~^  dcp'^   Q^ 

Dies  aber  in  (6.)  substituirt,  erhält  man: 
d'-F    ■    ^    ,    J   ^ 


/-\  AF— ^J_  ^J-  i    -^ -L  J:    :^ 


oder,  was  dasselbe  ist: 

^     '  OX^      '       q     dq    \^    CQ  I      '      Q^     C  (p 

Hiermit  ist  die  Transformation  von  AF  auf  die  Cylindercoordinaten 
X,  Q,  (p  ausgeführt,  unsere  Aufgabe  also  absolvirt. 

§  9. 

Transformation  des  Laplace'schen  Differentialausdrucks  auf  die 

Polarcoordinaten. 

Zwischen    den    rechtwinkligen  Coordinatcn   x,  y,  s   und   den    Polar- 
coordinaten r,  9-,  (p  finden  die  Relationen  statt: 

X  =  r  cos  -O-, 
(1.)  ?/  =  »•  sin  ^  cos  g), 

2  =  r  sin  9-  sin  (p, 
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woraus  folgt: 

(Jx  =  cos  d^  •  dr  —  r  sin  0-  •  cid-, 

1^2.)        dy  ■=  sin  &  cos  tp  •  dr  -\-  r  cos  9  cos  q>  ■  dd-  —  r  sin  0"  sin  9)  •  dcp, 

dz  =  sin  0-  sin  g?  •  dr  -f-  >'  cos  0"  sin  g)  •  d&  -\-  r  sin  d-  cos  qp  •  f?qp. 

Demgemäss  ist: 

(^3.)       </s2  =  dx'  +  (///-  +  f/~  -  =  {drf  +  (;7/^)-  +  (;•  sin  &d(p)\ 

wo  (/6'  das  zwischen  (a;,  //,  ^)  und  (x  +  r/x,  //  -f-  dy,  s  +  '/~)  liegende 
Linienelcmcnt  vorstellt.  Ferner  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (2.) 
durch  Auflösung  nach  dr,  dd',  dcp: 

dr  =  -j-  cos  &  •  dx  -\-  sin  ■9'  cos  (p  •  dy  -\-  sin  0-  sin  g)  •  ds, 
(4.)  rdxt  =  —  sin  O-  •  dx  -\-  cos  %^  cos  q)  •  dy  -\-  cos  O'  sin  9  •  dz, 

r  sin  9d(p  =  —  sin  9  ■  rfy  -|-  cos  (p  •  dz, 

und  folglich: 


(5.) 


Ji"«  sei  «««  F=F{x,y,z)  eine  ganz  beliebig  gegebetie  Function. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  den  Ausdruck 


-^r—    =   COS   0-, 
CX                           ' 

c  r 

cy 

=^  sin  d-  COS  cp, 

T^-  =  sin  ^  sin  w 
Cz                           ^ 

cd'               sin 
rx                 r 

9 

7 

dy 

cos  %■  cos  qp 

d&         cos  d-  sin  qp 
oz                 r 

^  =  0, 
l  cx           ' 

dcp 
cy 

sin  qp 
Tsin  «•  ' 

dtp              cos  qp 

dz         r  sin  ■ö- 

(6.) 


^^  =  ax^   +   dy^   + 


32* 


;SK  transformiren  auf  die  Polarcoordinaten  r,  d-,  (p. 
Zuvörderst  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (5.): 


(«.) 


dF 

dx 


dF 

dr 


^    .     dF  (        8in#\     ,    ., 


und  hieraus  folgt  durch  abermalige  Differentiation  nach  x,  und  wiederum 
mit  Rücksicht  auf  (5.): 

^— j-  =  -o-    cos  ■9'  +  -5^^  ( )  4-  0, 

wo  unter  |  |  die  rechte  Seite  der  Formel  («,)  zu  verstehen  ist.  Lässt 
man  aber  für  diesen  Ausdruck  [  ]  seine  eigentliche  Bedeutung  wirklich 
eintreten,  so  erhält  man: 

dU'' 
drd9 


(«'•) 


r'F         d'-F        2  . 
=  .  .  cos^  d- 


dx 


dr' 


2  sin  &  cos  d-     1^  d'F  sin*  &    ^^ 
r  "■    J9^  ~r*       f" 


,     dF  sin'«-    , 


dd-^ 
dF   2  ein«' cos  d- 
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Analoge   Ausdrücke    ergeben    sich    (was   hier   nicht   weiter  ausgeführt 

werden  soll)  für  -tt-^  und  -.-»-•    Substituirt  man  alsdann  aber  all' diese 
dy^  cz- 

Ausdrücke  in  (6.),  so  ergiebt  sich: 

^  rr    \       er  .'     '     siU'O'  cv  \  r%/     '    sin^'9'  C(p^ 

Das  mittlere  Glied  der  rechten  Seite  kann  oÖ'enbar  auch  so  geschrieben 

werden; 

d_ /  .   2  dF        \ 

(— sin#)a'9'  V  (— sin^)^'^/' 

oder,  falls  man  cos  ^  =  ^,   mithin  ( —  sin  d')cd'  =  dfi  setzt,  auch  so: 

^((i-,-)S^)-, 

r  fi    \^  ^    ■'    CIL  I  ^ 

sodass  also  die  Formel  (7.)  übergeht  in: 

(8.)      ,-^Ai.'  =  '-  Ir'  -^^)  +  l-  ((1  -  ,„n  'fA  +  r---^  1^  ■ 

^    ^  er   \       er/     '     Cfi  V  '     '   ffi/     '     1  — [jl'  C(p^ 

Durch  diese  Formeln  (7.)  und  (8.)  ist  aber  die  Transformation  des  Äus- 
drucJis  AF  auf  die  Folar c oor dinaten  r,  %■,  (p  oder  r,  jt,  9?  vollendet. 
Dabei  steht  fi  für  cos  d: 

Bemerkung.  —  Die  Gleichungen 
(a.)  r  =  Const.,       d-  =  Const.,       q)  =  Const. 

repräsentiren  offenbar  drei  zu  einander  ortliO(jonale  Flächensysteme,  d.  i. 
drei  Flächeusysteme,  dui'ch  welche  der  Raum  in  lauter  unendlich  kleine 
rechtwinliir/c  Parallelepipeda  zerlegt  wird. 

Das  erste  dieser  Flächensysteme  besteht  aus  concentrischen  Kugel- 
flächen, deren  Radius  r  von  0  bis  00  variirt. 

Das  zweite  Flächensystem  besteht  aus  RotationsJcegeln,  deren  ge- 
meinschaftliche geometrische  Axe  die  x-Axe  des  Coordinatensystems  ist 
[vgl.  (1.)],  und  deren  Parameter  d'  von  O*'  bis  180°  variirt.  Man  hat 
dabei  also  zu  unterscheiden  zwischen  der  durch  ■9'  =  c  und  der  durch 
^  =  180'^  —  c  dargestellten  Kegelfläche,  von  denen  die  eine  das  Spiegel- 
bild der  andern  ist  in  Bezug  auf  die  Aequatorialebene,  d.  i.  in  Bezug 
auf  die  y^-Ebene. 

Das  dritte  Flächensystem  endlich  besteht  aus  den  durch  die  x-Axe 
gelegten  Meridianebenen,  deren  Azimuth  (p  von  0"  bis  360*^  variirt. 
Man  hat  dabei  also  jede  einzelne  Meridianebene  als  eine  Halhehcne 
aufzufassen,  die  auf  der  einen  Seite  von  der  a;-Axe  bajrenzt  ist. 

Will  man  alle  Punkte  einer  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen 
Kuyeljläche  erhalten,  so  hat  man  den  Variablen  0-  und  cp  die  Spiel- 
räume anzuweisen: 
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^  =  0" 180", 

^^•^  (p  =  if  ■  •  •  •  360". 

Zweite  Bemerkung.  —  Irgendwo  im  Kaume  mag  ein  Punkt  j) 
markirt  werden  mit  den  Coordinaten  r,  d^,  (p.  Und  in  unmittelbarer 
Nähe  dieses  Punktes 

(y.)  p{>;  ^,  ^) 

mögen  drei  andere  Punkte  jh-,  P^,  iV  mai'kirt  werden,  deren  Coordi- 
natea  folgende  sein  sollen: 

(ö.)       p,(r  -\-(h;»,(p),      i\^{r,&  -\-  i(»,(p),      i),^(r,  &,  tp  -\-  (l(p). 
Gleichzeitig  mögen  die  von  p  nach  pr,  p^,  p,p  laufenden  Linienelemente 
respective  mit  ds,-,  ds»,  ds,p  bezeichnet  sein.    Diese  drei  Linienelemente 
(f.)  d8r  =  {ppr),       ds9={ppr>),       ds,p  =  (jUKp), 

welche  oiVenbar  im  Punkte  p  gegen  einander  scnlrecld  stehen,  besitzen 
alsdann  [nach  (3.)  pg.  22]  die  Werthe: 
(i;,)  dSr  =  dr,       ds»  =  rd&,       ds,p  =  r  sin  ^dcp. 

Und  zwar  repräsentiren  diese  Ausdrücke  die  absoluten  (d.  i.  die  posi- 
tiven) Längen  dieser  drei  Linienelemente,  falls  man  nur  voraussetzt, 
dass  dr,  dd-  und  dcp  positiv  sind.  Denn  r  und  /•  sin  -O-  sind  co  ipso 
unter  allen  Umständen  positiv,  v^reil  ^  zwischen  0"  und  180"  bleibt. 
Es  sei  nun  V  das  Potential  eines  helicbig  gegebenen  Massensystems 
in  Bezug  auf  den  Punkt  p{j\  ■9',  cp).  Bezeichnet  man  alsdann  die  von 
diesem  Massensysteme  auf  den  Punkt  p{r,  ■9-,  (p)  ausgeübte  beschleunigende 
Kraft*)  mit  II,  so  sind  die  den  Richtungen  dSr,  ds»,  ds,p  entsprechen- 
den Componenten  dieser  Kraft  li  sofort  angebbar  auf  Grund  der  all- 
gemeinen Formel  (15.)  pg.  5.     Man  erhält  nämlich: 

K  cos  {E,  ds,)  =  —  /"^  , 

dV 
(t}.)  R  cos  (/;,  ds»)  =  -  f-j—  , 

R  cos  {R,  ds,,)  =  -  f  ^ij    • 

Die  in  diesen  Formeln  enthaltenen  drei  Zähler  d  V  haben  offenbar 
verschiedene  Bedeutungen.  Das  d  V  in  der  ersten  Formel  (^r/.)  repräsen- 
tirt  z.  B.  (\cn  dem  Ijinienelement  ds,.  entsprechenden  Zuwachs,  d.  i.  die 
Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  V  in  p  und  p,-  besitzt,  und  hat 
also  [nach  (y.j,  (d.)|  den  Werth: 

*)  Unter  der  auf  eimii  l'uiikt  ;>  ausgeübten  beschleunigetulcn  Kraft  ist  be- 
kanntlich diejenige  zu  verHtelien,  wolche  auf  denselben  ausgeübt  wird,  falls  man 
ihn  auffasat  als  einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  £htis. 
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dV=  }\r  +  dr,  0-,  (p)  —  V{r,  ^,  cp)  =   "^  dr. 

Ferner  repräseutirt  das  dV  in  der  siveiten  Formel  (i^.)  den  dem  Liuieu- 
elemente  ds»  entsprechenden  Zuwachs,  und  hat  daher  den  Werth: 

dV  =  V[^r,  9-  +  dd-,  (p)  —  ¥{;)■,  ^,  <p)  =  1^  dd-. 

Endlich   findet  man  für   das  in  der  dritten  Formel  (rj.)  enthaltene  dV 
den  Werth: 

dV=  Vir,  »,cp  +  dcp)  -  F(>-  ^,  g^)  =  -^  dcp. 

Substituirt  man  aber  diese  Werthe  der  dV's  in  den  drei  Formeln  (ji-), 

und  substituirt  man  daselbst  gleichzeitig  für  dSr,  ds»,  dS(p  die  Werthe 

(t),  so  erhält  man: 

dV 
E  cos  (B,  dSr)  ==  —  f-^  > 

(&.)  R  cos  (R,  ds<,)  =  -  f^  ^, 

R  cos  iß,  ds^)  =  -  fy^  j^  • 

Setzt  man   schliesslich  [ebenso  wie  beim  üebergange  von  (7.)  zu 
(8.),   pg.  23]   cos  ^  =  (u,    so    kann    man    diese   Componenten   auch   so 

schreiben : 

dV 
R  cos  (R,  dSr)  =  —  f-^  , 


U)  R  cos  {R,  ds,)  =  +  /■  ^^"^  1^  , 

1  cV 

R  cos  (R,  ds,p)  =  —  /'  — ,-  "5 —  • 

^       '  P^  .,.   Yl   _   ^2      dtp 

Von    diesen   Formeln    soll    später   Gebrauch    gemacht    werden    in  der 
Theorie  des  Erdmagnetismus  (d.  i.  im  sechsten  Capitel  dieses  Werkes). 

Dritte  Bemerkung.  —  Die  drei  in  (^,)  genannten  Linienelemente 
dSr,  ds,9,  ds(p  gehen  vom  Punkte  (r,  ■9-,  tp)  aus,  und  stehen  daselbst 
(wie  schon  bemerkt  wurde)  auf  einander  senkrecht.  Und  zwar  reprä- 
seutirt dsr  die  Nonnale  der  durch  den  Punkt  (r,  d',  (p)  gehenden  Kugel- 
fläche, während  ds&  und  fZ.s,^  auf  dieser  Kugelfläche  liegen.  Das  durch 
ds»  und  ds^  bestimmte  unendlich  kleine  Rechteck  kann  daher  angesehen 
werden  als  ein  Element  der  Kngel/läcJie.  Bezeichnet  man  dieses  Flächen- 
element mit  do,  so  ergiebt  sich  [vgl.  (^.)]: 
(q.)  do  =  ds^ds,p  =  r^  sin  d-dO'dq). 

Versteht  man  also  unter  F=F{Q;(p)  eine  beliebig  gegebene 
Function,  und  soll  das  über  alle  Elemente  do  der  Kugelfläche  aus- 
gedehnte Integral 
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berechnet  werden,  so  kann  mau  für  do  den  Werth  ((>.)  einsetzen,  und 
erhält  in  solcher  Weise: 

n  2« 

(ö,.)  J  =  rf  f  Fsm»d&d(p. 

0     0 

Hieraus  folgt,  falls  man  cos  0-  =  ^  setzt: 
(a,.)  J=r-JfFd^d(p. 

—  l    0 

Man  kann  somit  das  Fliichenelement  do  der  Kugelfläche,  wie  aus  (a.), 

(<y,.),  (öj.)  ersichtlich  ist,  nach  Belieben 

(r.)  =  r^  s,\\i  &d&d(p ,       oder  auch     =  r^d^d(p 

setzen.    Im  erstem  Fall  ist  alsdann  von  &  =  0  bis  &  =  ti,  im  letztem 

von  fi  =  —  1    bis  ft  =  -(-  1   2u  integriren,   während  die  Grenzen  für 

(p  beständig  durch  0  und  2x  dargestellt  sein  werden. 


( 
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Heber  diejenigen  speciellen  Kngelfnnctiouen ,  welche  nnr  von 
einem  Argument  abhängen. 

Das  Potential  eiues  homogenen  Körpers  auf  einen  variabeln  Punkt 
{Xj  y,  z)  hat  den  Werth: 

V=a  f-^  ,     [vgl.  Pg-  6]- 

Die  wirkliche  Berechnung  dieses  Integrals  ist  in  vielen  Fällen  dadurch 
ausführbar,  dafs  man  den  unter  dem  Integralzeichen  befindlichen  Aus- 
druck -^  in  eine  geeignete  Reihe  entwickelt. 

Wenn  wir  nun  auf  die  für  diesen  Zweck  geeigneten  Reihen- 
entwicklungen näher  eingehen  wollen,  so  werden  wir  dabei  namentlich 
die  Lainlace  sehe  Entivicldimg  und  die  mit  dieser  zusammenhängende 
Theorie  der  Kutjelfunctionen  in  Betracht  zu  ziehen  haben. 

§  1. 
Einführung  der  Kugelfunction  Pn{^)- 
Es  seien  zwei  Punkte  gegeben: 


x  ==  r  cos  & , 
(1.)  \y  =  '*'  sin  d-  cos  cp , 


L  ^  =  r  sin  %•  sin  (p  , 

also  zwei  Punkte,  von  denen  der  erste  {x,  y,  z)  variabel  sein  soll, 
während  der  zweite  (x^,  y^,  Zj)  auf  der  x-Axe  im  Abstand  1  vom 
Anfangspunkte    eine    völlig   feste   Lage    besitzt.     Wir    bezeichnen    die 


*)  Dieses  Capitel  ist  vom  Herausgeber  eingeschaltet  wordeu,  theils  um  dem 
Anfänger  den  Eingang  in  die  Theorie  der  Kugelfunctionen  ein  wenig  zu  erleich- 
tern, theils  aber  auch,  um  im  Verlauf  der  folgenden  Capitel  störenden  Unter- 
brechuogen  vorzubeugen. 


28  Zweites  Capitel. 

gegenseitige   Eiitferuuiig    der   beidcu    Paukte    mit  E,    und    stellen    uns 
die  Aufgabe,  den  Quotient m  -g-  /w  eine  eonvergente  Reihe  zu  entwickeln. 
OtJenbar  ist:  E'-  =  1  —  2r  cos  •O'  -f-  r,  mithin: 

r>)  '    = ^L_    .^ 

oder,  was  dasselbe: 

(3.)  -„-  =    ,  —  ,  wo  i  =  V—  1  . 

Setzt    man    nun    voraus,    dass  >•  <  1   sei,   so    ergeben   sich  mittelst  des 
Binomischen  Satzes  die  convergenteu  Entwickelungen: 

(4.)  1 

Kl  —  /p-'* 
wo  die  A's  folgende  Zahlen  vorstellen: 

(5.)       Ä-^  =  1 ,     /.-,  =  2- ,    Je,  =  -^-j  ,     l:,  =  -r^j^Q  ,    et^^-  etc., 

und  wo  also  allgemein  l\  die  Bedeutung  hat*): 

Substituirt  man  aber  diese  Entwicklungen  (4.)  in  der  Formel  (3.),  so 
erhält  man  für  -p-  eine  eonvergente  Reihe  von  folgender  Gestalt: 

(6.)  4.  =  P„  +  rl\  +  rU\,  +  rU',  •  •  •  +  ."  P,.  +  •  •  • , 

wo  die  P's  die  Bedeutungen  haben: 

1\  =2h\,k,  cos^, 

(7J  P,  =  2/^o'.-2  cos  2^  + /•,% 

P3  =  2/.o/.-3  cos  3-^  +  2/.i/.a  cos  a-, 
P,  =  2 /.•„/.•,  cos  41^  -h  2/.-i/.-,  cos  2-^  +  /./, 
etc.  etc.  etc. 

Um  das  Gesetz  dieser  Ausdrücke  (7.)  noch  deutlicher  hervortreten  zu 


*)  In  (5a.)  bezeichnet  TT(h)  die  Gauss'schc  Function,  also  diejenige  Function, 
welche  definirt  ist  durch  die  Formeln: 

n(())  =  1  ,     n(l)  =  l,     n(2)  =  1.2,     n(3)=  1.2.3,    etc.  etc., 

allgemein:  T7(»()  ^-  1 .2.;i.4.  . .«. 
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lassen,    sei    bemerkt,    dass    der   Wertli    von   Pj    auch    so    geschrieben 
werden  kann: 

(8.)     P^  =  Ä-o/.-4 COS  4^  + 1\ /-s  cos  2d-  -f-  Iqh  +  l-A  cos  2#  +  Icjc^  cos  4^, 
und  dass  demgemäss  der  Werth  von  P„  folgendermassen  lauten  wird: 

(9.)       P„  =  Ji^Jin  COS  «■0'  -f-  ^'i^'n-l  cos  (w  —  2) ■9'  +  \%i  —  i  COS  (n  —  4)  O' 

•  •  •  -j-  IJcq  cos  nO'. 

D/ese  P's  sind  die  von  Legendre  und  Laplace  eingeführten  Func- 
tionen. Sie  repräsentiren  die  einfachste  Gattung  der  Kugrlfunctionen, 
zugleich  aber  auch  diejenige  Gattung,  aus  welcher  alle  übrigen  Kugel- 
functionen sich  in  einfacher  Art  ableiten  lassen;  wie  solches  im  wei- 
teren Verlauf  dieser  Vorlesungen  sich  deutlich  herausstellen  wird. 

Als  Argument  der  Function  P„  kann  man  nach  Belieben  entweder 
d^  selber,  oder  auch  cos  &  ansehen.  Gewöhnlich  thut  man  letst&rcs, 
uud  bezeichnet  demgemäfs  diese  Function  mit 
P„  (cos  %)  oder  P„  (/it) , 
wo  f4  als  Abbreviatur  dienen  soll  für  cos  ^,  [ebenso  wie  schon  früher 
pg.  23].  Führt  mau  nun  in  (7.)  statt  Q^  überall  dieses  ^  =  cos  xt  ein, 
so  ei'hält  man: 

P.  =  PM  =  2Ä-,Ä:,(2^^  -  1)  +  l\\ 
Ps  =  PM  =  ^Khi^i^'  -  3/*)  +  2A-,/ü,^, 
etc.  etc.  etc., 

oder,  falls  man  gleichzeitig  für  die  h's  ihre  Werthe  (5.)  substituirt: 
Po  =  Poii^)  =  1  , 

(10.)  P,  =  P,(^)  =  |^^-|, 

Pi  =  PM  =  y  ^*  —  /  f*'  +  y 

etc.  etc.  etc. 

Das  Gesetz  der  hier  auftretenden  Zahlencoefficienten  ist  einstweilen 
schwer  zu  übersehen.  Wir  werden  dasselbe  später  durch  Betrach- 
tungen anderer  Art  mit  ziemlicher  Leichtigkeit  linden.  Doch  erkennt 
man  bereits,  dass  die  allgemeine  Function  P« (ft)  die  Gestalt  besitzen 
wird: 
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(11.)       Tn  =  Pn(/i)  =  ^«i""  +  n.^"-'  +  Cn^"-*  +  Dn^^-'  "  '  '  +  L„(l\ 

WO  der  Exponent  A  =  0  oder  =  1  ist,  je  nachdem  n  gerade  oder  un  - 
gerade,  und  wo  A„,  B„,  C„,  D„,  ...  L,,  constante  Coefficienten  vor- 
stellen. 

Uebrigens  ist  von  diesen  Coefficienten  wenigstens  der  erst^  — 
nämlich  A„  —  seinem  allgemeinen  Gesetz  nach  leicht  angebbar.  Be- 
achtet man  nämlich,  dass  cos  wO-,  cos{n  —  2)d-,  cos  (w  —  4)^,  etc.  nach 
Potenzen  von  fi  =  cos 'd'  in  folgender  Weise  entwickelbar  sind: 

2  cos  nd-  =  2>"  +  ^I^"  --  +  lö  .u"-'  +  (£  ^"-•^  H , 

(f.)     2  cos  (»  ~  2)6-  =  2''->'--  +  3l>"-^  -f  «'  /i"-''  H , 

2cos(w-4)a-=  2''-V«-'  ^-stv-«-^ , 

etc.  etc.  etc., 

wo  91,  33,  6,  etc.,  91',  «',  ß',  etc.,  91",  $8",  ß",  etc.  Constanten  vor- 
stellen, auf  deren  Werthe  es  nicht  weiter  ankommt,  und  substituirt 
man  diese  Ausdrücke  (f)  in  (9.),  so  erhält  man: 

(g.)         P„  =  h,K  2" itt"  +  61  ^"-^  +  ßft—  1  -f  S)?^"-«  +  •  .  . , 

wo  ^,  S,  9J?,  etc.  Constanten  vorstellen.  Vergleicht  man  aber  diese 
Formel  (g.)  mit  (11.),  so  folgt  sofort: 

oder,  falls  man  für  Jcq,  l-„  ihre  Werthe  aus  (5.),  (5a.)  substituirt: 
(12.)  ^.=     "('") 


Hieraus  ergiebt  sich  z.  B.  [vgl.  die  Note  pg.  28]: 

(12a.)     A^  =  \,      A,=  [,       A.,  =  ^,       A,  =  jl^-,etc.; 

was  in  Einklang  ist  mit  den  Formeln  (10.). 

Die  Formel  (11.)  enthält  den  Satz,  dass  die  Function  P,,  (/it)  eine 
ganze  rationale  Function  von  (i  vom  w*''"  Grade  ist,  und  dass  diese 
Function  gerade  oder  ungerade  sein  wird,  je  nacMeni  der  Index  n 
eine  gerade  oder  tmgerade  Zahl  vorstellt.    Für  ein  gerades  n  ist  daher 

und  für  oin  ungerades  w: 

(fi)  P„(-;^)  =  -P„(^). 

Diese  beiden  Formeln  (a.)  und  (/l)  können  aber  sofort  zusammen- 
gefasst  werden  in   folgende  allgemein  gültige  Formel: 

(13.)  P„(-^)==(-l)''P„(/.); 
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woraus  z.  B.  durch  j"  malige  Differentiation  nach  fi  sich  ergiebt: 
(13a.)  P„0'(-  ^)  =  (-  ly+^Pn^Hl^). 

Dabei  ist  unter  P,/''^(^)  der  j*°  Differentialquotient  von  Pn{^)  nach  ^ 
zu  verstehen. 

Um  schliesslich  die  Function  Pn(^)  in  einfacher  Weise  definiren 
zu  können,  haben  wir  zurückzublicken  auf  ihre  Entstehungsweise, 
namentlicli  auf  die  Formeln  (2.)  und  (G.).  Durch  Combination  dieser 
beiden  Formeln  ergibt  sich  nämlich,  falls  man  cos  &  =  ^  setzt: 

(^^•)        ^  =  ,/,         '     _^=f  =  :^r^Pn  =  :ir^Pn{li),  (r<l); 
■i^         yi  —  2rfi  +  r*        „=ü  n  =  o 

sodass  man  sich  also  folgendermassen  ausdrücken  kann: 

Dei'  Quotient 

(15.)  ^        — 

?,s/,  /aZ/s  7>i««  *•  positiv  und  <  1  voraussetzt,  entivickelbar  nach  steigenden 
Potenzen  von  r.  Bezeichnet  man  in  dieser  Enticickluny  den  Coefftcienten 
von  r"  mit  Pii^i),  die  Entivicklung  selber  also  mit: 

(16.)  .         '     ^^  =  2r-Pn(^),     (r<l), 

60  sind  in  solcher  Weise  die  Functionen  Pn{^)  vollJcommen  definirt.  Diese 
Pn{^)  ober  sind  nichts  Anderes  als  die  von  Legendre  und  Laplace  ein- 
geführten Kugelfunctionen. 

§  2. 
Sich  anschliessende  Bemerkungen. 
Erste  Bemerkung.   —  Für  sehr  Ideine  Werthe  von  r  ist  der  Aus- 
druck (15.)  ohne  Zweifel  nach  dem  Binomischen  Satze  entwickelbar: 

("■^  y. -.!.,  +  ..  =  1  +  y  (2'>  -  '■=)  +  H  (2.>  -  rj  +  . . . . 
Andrerseits  aber  ist  nach  (16.j: 

yi  —  2rft  -|-  ?- 
Demgemäss    müssen    in    den    beiden   Entwicklungen   (a.)   und    (/3.)   die 
Coefficienten   von  r",  r\  r^,  r^,  etc.   einzeln   einander  gleich  sein.     Und 
man  findet  daher: 

^or/i)  =  l, 

Pi  {^)  =  Y  ^'  ~  Y  ' 
etc.     etc. 
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Kurz,  man  gelangt  in  solcher  Weise  zu  doy\sclhen  Formeln,  die  be- 
reits früher,  in  (10.),  auf  anderem  (und  mülisamerem)  Wege  ge- 
funden sind. 

Zweite  Bemerkung.  —    Für  r  <  1   ergiebt  sich  mittelst  des  Bino- 
mischen Satzes: 

(d.)  -^--  =  1  4-  ,•  -f  ,-^  +  r  -f  .'  +  .  ■ .,   (r  <  n. 

Gleichzeitig  aber  folgt  aus  (16.)  für  ;*  =  1 : 

{,.)  ^l^_=  r«P,(l)  +  r^l\{\)  +  r-'P,(l)  +  r'F,i\)  +  ••• 

In  diesen  beiden  Entwicklungen  {8.)  und  (f.)  müssen  die  Coeffieienten 
von  ;•",  r\  r-,  .  .  .  einzeln  einander  gleich  sein.     Somit  folgt: 

P„(l)  =  l,     P,(l)=l,     P,(l)=l,     etc.; 
allgemein: 

ao  p„(i)  =  i. 

Unil  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Formel  (13.)  sofort: 
('/•)  P„(-l)  =  (-l)«. 

Dritte  Bemerkung.  —  Nach  (7.)  ist: 
(x.)  P4  (cos  %)  =  2\l'^  cos  4^  +  2A:, /.^  cos  2^^  +  Ay. 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  wird  aber,  weil  alle  /.'s  positiv  sind 
[vgl.  (5.)],  vergrüsfiert  werden,  falls  man  sämmtliche  Cosinus  durch  1 
ersetzt,  und  verldcJnert  werden,  falls  mau  alle  Cosinus  durch  —  1  er- 
setzt.    Demgemäss  gilt  für  jedwedes  ^  die  Formel: 

-  2h^h,  —  21;, \  -f  /./  <  P^  (cos  ^)  ^  2]cjc,  +  21- Je,  +  LI 

Die   Ungleichheit    Unl:^    wird   nunmehr   noch   weiter   verstärkt   werden, 

wenn  man  daselbst  Z.^"  durch  —  JcJ  ersetzt.     Mau  erhält  also: 

(X.)     -  (2/.,/.-,  +  2kJ:,  +  k/)  <  P,(cos  ^)  <  +  {2Jc,l;  +  2k,l-,  +  /.•/). 

Setzt  man  aber  in  (jc.)  das  Argument  -9-  =  0,   so  erhält  man   mit 
Rücksicht  auf  (^.): 

1  =  2KQk^  -j-  2h\fc^  -f-  «2  ; 

wodurch  die  Formel  (A.j  die  Gestalt  gewinnt: 
(M  -  l<P4(cos^)<+  1. 

In   analoger  Weise   wird   sich    offenbar  die  allgemeine  Formel  er-    | 
geben:  " 

(v.)  _l<p„(coS'9)<-f  1; 

SO  dass  mau  also  zu  folgendem  Satz  gelangt: 
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Der  Werth  der  Function  P»  (cos  -9-)  liegt  stets  zivischen  —  1  und 
-j-  1,  tcelclien  reellen  Werth  man  dem  WinJcel  ^  auch  beilegen  mag.  Oder 
cficas  anders  ausgedrückt:  Der  Werth  der  Function  Pniji)  liegt  stets 
zivischen  —  1  nnd  -\-  1,  .so  lange  das  Argument  ji  reell  ist,  und  zivischeit 
den  Grenzen  —  1  nnd  -f-  l  eingeschlossen  bleibt. 


%  3. 
Die  Differentialgleichung  der  Function  Pn(^i). 

Betrachtet  man  wieder  die  beiden  Punkte  (pg.  27): 
x  =  r  cos  ■O' ,  {Xi  =  1 , 


(!•) 


y  =  r  sin  d-  cos  q) , 
\z  =  r 


sin  d"  sin  (p,  l^i  =  0, 

und  denkt  man  sich  überdies  im  Punkte  {x^,  y^,  z^)  eine  gegebene 
Masse  w^i  concentrirt,  so  wird  das  Potential  dieser  Masse  auf  deu 
Punkt  {x,y,z)  den  Werth  haben: 

(2.)  y="w^ 

wo  E  den  gegenseitigen  Abstand  der  beiden  Punkte  bezeichnet.  Dieses 
Potential  entspricht  der  La i^lace' sehen  Di/ferentialgleickung  [pg.  9J: 

A  K  =  0,     oder  -^",  +  -^-^ ^  +  ^^-^  =  0, 

d.  i.  der  Gleichung  (vgl.  pg.  23): 

V  ^;  +  ?^  1(1  -  /* )  g  J  +  i^r^  d^^  =  0- 
Hieraus  folgt,  falls  man  für  V  den  Werth  (2.)  einsetzt: 


dr 


ö 
er 


E 
er 


+  ^l(i-.»)'^ 


dfi 


dfi 
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oder,  falls  man  für  -^  den  Werth  (14.)  pg.  31 


^,    =^r»Pn(^) 


sub.stituirt: 


i,"[«(»+i)p,w+,^((i-.^)^^f)]=o. 


Bei  iiir  unsern  Betrachtungen  ist  über  die  Variablen  r  und  ^t  keinerlei 
Voraussetzung  gemacht,  ausser  der,  dass  r  <  1  sein  soll.  Dcmgemäss 
wird   also   z.  B.   auch   die  Formel  (3.)  gültig  sein   für  jedivedes  r,   falls 

F.  Neiiniaiin,  Vorl.  Ob.  das  Potential.  3 


;i4 
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nur  dasselbe  <  1  ist.  Hieraus  folgt,  dass  in  dieser  Formel  die  Coef- 
Hciouten  der  einzelnen  Potenzen  von  r  einzeln  =0  sein  müssen;  sodass 
man   also  erliillt: 

r      (  dP   (ß)\ 

(4.)  n(n  +  1)  P„C«)  +  ,;  ((l  -  r)  -^-)  =  ^'. 

Dies  ist  die  Diß'erenfiahfleichnnf/  der  Kwjclftmction  Pn{fi),  oder  genauer 
ausffedrüeli :  diejmige  Diß'ercntialgleichung  zweifer  Ordnung,  dei'  die  Func- 
tion P„(^)  (iniiige  leistet. 

Mittelst   dieser  Diö'erentialgleicliung    (4.)    wollen    wir  jetzt   die   in 
«Irr   i-'ormel  (11.)  pg.  i)() 

(5.)  7^.  (^)-^A  „  .a«  +  V„  ft»  -  '  +  C„  /it"  -  '^ . .  •  +  /.„  /i^ 

enthaltenen  Constanten  A,,,  B„,  C„,  •  -  ■  Ln  zu  berechnen  versuchen. 
Hiibstitiiiren  wir  den  Werth  (5.)  in  jener  Gleichung  (4.),  so  er- 
halten wir: 

A„[0  +  w(n  —  1),«"--^] 

+  7;j2(2n  -  l)/t''-2  +  {n  -  2)(«  -  8)ji("-'J 
+  (!„\4i2n  -  3)^"-»  +  (n  —  4)(w  —  5)^»-«] 
-f  7A|G(2n  -  r))ft"-'^  +  (n  -  (3)(n  —  7)^"-«] 

1+ 

Da  diese  Gleichung  stattfinden  soll  für  hcliehige  Werthe  der  Variablen 
ft,  so  müssen  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  ^  einzeln 
=  0  sein.     Demgemäss  ergiebt  sich: 


=  0. 
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(6.) 


2(2«  —  1) 

in  —  2)(n  -  3) 

4(2«  —  3) 
(«  —  4)  («  —  6)   ^, 

6(2«  — 5)        ^"^ 


5n, 


etc.  etc.  etc. 
Da  nun  An  bereits  bekannt  ist  (pg.  30): 


An  = 


n(2«) 


2"n-(«)  ' 

so  l<i»jiiion  wir  aus  den  Formeln  (G.)  successive  B„,  C„,  7)„ , . . .  berechnen. 
Substituiren  wir  sodann  diese  Werthe  der  Constanten  A„,  B„,  C„,  7)„,  . . . 
in  die  Formel  (5.),  so  erhalten  wir  schliesslich: 


(V.)  J ',.{(') 


TT  (2 II) 
2   TT'i») 


n()i 


1) 


2(2«—  1) 


;t"--'  + 


11(11 


l)(n-2)(n-3)^^„      , 


2-4(2n— 1)(2m  — 3)    ' 


„  („  _  1 ) („  _  2)  («  -  3)  («  -  4)  (n  -  6)       _  ,  _| -j 


2-4-6(2n—  1)(2«  — 3)(2«  — 6) 
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Das  ScJdussglicd  dieser  Reihe  anzugeben,  ist  tiicht  erforderlich.  Denn 
wir  erkennen  sofort,  dass  die  Reihe  von  seiher  abbricht,  und  dass  ihr 
letztes  Glied  mit  /t°  oder  ^^  behaftet  sein  wird,  je  nachdem  die  Zahl 
n  gerade  oder  ungerade  ist. 

§  4. 

Weitere  Betrachtungen  über  die  Differentialgleichung  der 
Function  Pn{^). 

Bezeichnet  man  zur  Abkürzung  die  Function  P„(ft)  mit  f^  und  die 
Ableitungen  dieser  Function  mittelst  beigefügter  Accente: 

(8.)  /  =  p„(/t),  r  =  p:i^),  r=iV'(^),  .../•<>' =^p«<>>w, ..., 

so  gilt  nach  (4.)  für  f  folgende  Differentialgleichung: 

eine  Gleichung,  die  man  auch  so  schreiben  kann: 
(9a.)                    n{n  +  l)f  -  2(if'  +  (1  -  (i')f"  =  0. 
Hieraus  folgt  durch  wiederholte  Differentiation  nach  ft: 
(9b.)              {n  -  \){n  +  2)f'  -  A^f"  +  (1  -  i^^'"  -  0, 
(9c.)  («  -  2)(n  +  3)/"'-  G^r+  (1  -  ^'"')/ =  0, 

etc.  etc.  etc., 
mithin  allgemein : 

(9j.)    («  -  i)(w  +  i  +  l)/-^^»  -  (2j  +  2)ft/o+i)  -f-  (1  _  ^;^)/-o+2)  _  0. 

Ojffenbar  ist  nun  die  Function 

ebenso   wie  PnifJ'')   selber,  eine  ganze  rationale  Function  von   ^i.     Mit 
Bezug  auf  (9j,)  gelangt  man  daher  zu  folgendem  Satz: 

Erster  Satz.  —  Die  Function  F  =  P„'^J'(fi)  ist  eine  ganze  ratio- 
nale Function  von  fi,  und  hat  zugleich  die  Eigenschaft,  der  Differential- 
gleichung: 

(10.)     (n  -  j)0,  +  .y  +  1)F  _  (2i  +  2)^  ;^ J  +  (1  -  f^^)  0  =  0 

Genüge  zu  leisten. 

Wir  wollen  gegenwärtig  untersuchen,  ob  ausser  dieser  Function 
F^=  P„<-'>(jn)  noch  irgend  eine  andere  ganze  rationale  Function  0  =  <^{[i) 
existiren  kann,  die  der  Gleichung  (10.)  ebenfalls  Genüge  leistet. 

Existirte  eine  derartige  Function,  so  würde  also 

(11.)     (,^  -j){n  +  j  +  IjO  -  (2j  +  2)^  '^^  +  (1  -  ^^  "^^  =0 

3* 
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sein.     Mnlti|>liiirt   man  nun  die  ( Jlt'ifliungen  (lÜ.)   und  (11.)  respective 
mit  0  lind  —  2*',  und  addirt,  so  er<jfi('l»t  sich: 

-  ^--i  +  -^."  (^  ,/,  -  ^'  .i,  )  +  (l  -  r )  ,,  (^  ,7^-  -  ^'  T,  )  =  ^' 

odiT,   liills    man 

(12.)  0  ',      —  F  -,  -      Itir  den  Augenblick  =  Q 

setzt: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

Hieraus  folgt  durch   Integration 

log  ^  =  -  (./  +  1)  log  (1  -  ^i')  +  log  C, 
oder,  was  dasselbe  ist: 


wo    C   eine   Jnfrf/rationsconstanfe    vorstellt.     Die  letzte   Formel   nimmt, 
falls  man   tiir  Q  seine  eigentliche  Bedeutung  (12.)  substituirt,  die  Ge- 
stalt an: 
,..,  ,  ^  dF        ^  J0  C 

d^L  du.         (1  _  ,tty+^ 

Nun  sollte  aber  0,  ebenso  wie  F,  eine  r'aw^f  rationale  Function  von 
fi  sein,  während  j  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellt.  Die  Glei- 
ehung  (13.)  führt  daher  mit  Nothwendigkeit  zu  dem  Resultat,  dass  die 
Constaute  C  =  0  ist.  Solches  erkainit,  nimmt  jene  Gleichung  die  Ge- 
stalt an: 

^  dF        m d0        ^ 

<^ i^         =  0 , 

o  ft  dfi  ' 

d.  i.  die  Gestalt: 

1    d(t>  1    dF 

0    du  F   dfL 

Hieraus  l'ui^t   dm(li    Integration 

log  O  =  log  F  +  log  D , 

(I.  i. 

(14.)  0  =  Z)F, 

wo  D  eine  neue  Intcgrationsconstantc  repräsentirt. 

Unsere   Annahme,    es    existire  ausser  F  noch  eine  andere  ganze     ^ 
rationale  Function  0,    welche   ebenfalls  der  Ditl'ereutialgleichnng  (10.)    ] 
(Jenüge  leistet,    t'iilirt,  also  mit  Nothwendigkeit  zur  Formel  (14.),   d.  i.    ] 
zu  dem  Resultate,  dass  diese  neue  Function  0  von  der  ursprünglichen 
F  nur  durch  einen  constanten  Factor  verschieden  sein  kaini.  —  Dom 
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gemäss    köuueu    wir    eleu   vorhergehendeu   Satz   (10.)  l'olgendermassen 
vervoUstiimligeu : 

Zweiter  Satz.  —  Soll  byend  eine  ganze  rationale  Function  von 
[i  der  Differentialgleichung 
(15.)     in  -j){n  +j  +  l)F  -  {2j  +  2V  ^f  +  (1  -  ft^)  |^  =0 

Geniige   leisten,   so   Icann  dieselbe  von  der  Function  PJJ'>(fi)  nur  durch 
einen  constanten  Factor  verschieden  sein'*). 

Bemerkung.  —  Die  soeben  iu  (9a.,  b.,  c,  ..)  erhalteiieu  Gleicliuugeu 
lauten: 

n(n  +  !)/■  -  !>/'  +  (l  -  fi'y"  =0, 

(16.)  [u  -  1)(«  +  2)/'  -  4^/"  +  (1  -  ^)r  =  0, 

(«  -  ^){n  +  3)/"-  6ft/-"+  (1  -  ii^)f =  0, 

etc.  etc. 
Substituirt  man   hier  für  /',  f",  f",  .  .  .  ihre  eigentlichen  Bedeutungen 
(8.),  und  setzt  mau  gleichzeitig  |u.  =  1,  so  erhält  man: 

n{n-\-  1)P„(1)  -2P„'(1)   =0, 
(17.)  {n  -  \){n  +  2)K{\)  ~  4P:(1)  =  0, 

(,^  _  2)(u  +  3)P:(1)  -  61^(1)  =  0, 
etc.  etc. 
Nun  ist  aber  P«(l)  =  1    [vgl.  pg.  32].     Somit   ergiebt   sieh  aus  (17.) 

P»(l)  -1, 

P;(i)=^±J), 

J^nK^)  —  2-4  ' 

P"Vn  _  (H  -  2)(n  -  l)n(n  +  l)(n  +  2)(n  +  3) 
■^^  VV  —  2 -4- 6  ' 

etc.  etc., 
mithin  allgemein: 

M <)  ^         p  ovn  —  (^^  —J  + 1)0^ —J  +  2)(H  —  j  +  ^)  ■  -  •  (^  +  j) 

(^1..;  x-,,     (,i;  —  2-4- 6  •.•2J  ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

^20.)  P„0'(l)=--,^-^ÖL±il, 

2-'no)  n(n  — j) 

wo  TT   die  Gauss'sche  Function  vorstellt.     Hieraus  ergiebt  sich,   durch 

Anwendung  der  Formel  (13  a.)  pg.  31: 

(20a.)  P„<^>(-  1)  =  (-  1)"+^-  -.-^  "^-'  "^  "^^  • 

*)  Dieser  vom  Herausgeber  aufgestellte  Satz,  welcher  au  und  für  sich  keine  be- 
sondere Bedeutung  in  AnspriTch  nimmt,  wird  später  im  vierten  Capitel,  bei  der  Knt- 
wickluDg  von  P„  (cos  y),  wesentlich  beitragen  zur  Vereinfachung  und  Abkürzung. 
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§  5. 
Darstellung  der  Function  J'„{n)  durch  bestimmte  Integrale. 
BezeiclMict   man   bei  einer  gegebenen  Ellipse 

i  =  -  +  f 

a-     '     o" 
den  dem  l'unkte   {x,  y)   entsprechemleu  Itacliusvector   mit   r,   und  sein 
Azimuth    gegen    die   a;-Axe    mit   (p,    so   ist  ofi'enbar  x  =  r  cos  cp   und 
y  =  r  sin  q).     Hubstituirt  man  aber  diese  Werthe  von  x,  y  in  die  vor- 
stehende Gleichuoig,  so  ergiebt  sich: 

Denkt  man  sich  nun  den  Flilcheninlialt  F  der  Ellipse  durch  die  von 
ihrem  Mittelpunkte  auslaufenden  Kadiivectores  in  lauter  unemllich 
schmale  ISertorcn   zerlogt,  so   ist  der  Flächeninhalt  eines  solchen  Sec- 

tors  =  -  ',  -  •     Demgemäss   erhält  man    für  den   Flächeninhalt  F  der 

ganzen  Ellipse  die  Formel: 

F  /*  r'^d(p  1        /* dcp 

4  /  2  "      /        ^^^^  f    j_   ^^^^  f 

0  " 

Bekanntlich  ist  aber  F  =  abii.  Dies  in  die  letzte  Formel  substituirt, 
giebt: 

n 
T 

dff 


2        /* 
ah  =          /  ^- 

TT        f         COS"  qp 


sin*  (jp    ' 


oder,  falls  man      „  =  A  und  -r-w  =  B  setzt: 
'  a-  b- 


_ dtp 

(1.)  i/^^~~^''     ^  cos"  qp  +  JB  sin*  9 


\ 2     /* 

A  7?  n  ,' 


iSetzt  man   nun  hier: 

yl  =  1  —  r&'^      und     i>'  =  1  —  re-"*^, 
so  erhält  man: 

n 

1  2      /^  d(p 

V 1  —  2r  cos  ^  -f-  )•■■'  ^  .'     (l  —  rc' '')  cos'^  (]p  -j-  (l  -    rt;"'" 


;  snr  <f 
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oder,  was  dasselbe  ist: 


(2)  '  =  ^-  r  ^_ 

1/1  —  2/-  cos  9  +  r-  'T  J     1  —  rf  ' 


1  .      2    ^      dcp 

yi  —  2/-  cos  &  +  r- 

wo  /'  die  Bedeutung  hat: 

(3.)         /"=  e^^  cos^'  qp  4"  ^'~'^  sin"  (p  =  cos  ■9'  +  ^  *^i"  ^  c*^-''  2qD. 

Deniijemäss  ist  z.  B.: 


(4.)       mod  /■=  |/eos-  ^  +  sin^  ^  cos^  2(p  =  ]/l  —  (sin  0-  sin  2^^, 

und  folglich 

(5.)  mod  /"      stets      <  1 . 

Setzt  man  nun  wie  früher  voraus,  dass  r  <  1  ist,  so  kann  [mit 
Rücksicht  auf  (5.)j  der  in  (2.)  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Ausdruck  in  eine  convergente,  nach  Potenzen  von  r  fortschreitende 
Ueihe  entwickelt  werden: 

wodurch  die  Formel  (2.)  übergeht  in: 

(6.)  , ^ =^ = -  J'  j  >•''  r  /■"  '/^^  I  • 

^    ^  l/'l-2,-cos^+r^  ".-^u    W  ( 

Diese  Reihenentwicklung  der  reciproken  Wurzelgrösse  schreitet, 
ebenso  wie  die  in  (10.)  pg.  31  angegebene,  fort  nach  den  Poteir/en  der 
Variablen  /•.  Demgemäss  müssen  in  beiden  Entwicklungen  die  Coef- 
ficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  r  einzeln  einander  gleich  sein. 
Man  erhält  also: 

n 
(7.)  P„  {^)  =  Pn  (cos  ^)-=   l  J  /■"  dq, , 

0 

oder,   falls  man  für  /  seine  eigentliche  Bedeutung  (3.)  eintreten  lässt: 


2      /«*' 
P„  (cos  ^)  =  —  j  (cos  'S-  -f-  i  sin  ^  cos  2(p)"d(p, 


2 

0 

oder,  falls  man  für  qp  eine  neue  lutegrations variable  ip  =  2(p  einführt: 


(8.)  1\  (^cos  d^)  =  ^   f  (cos  #  +  i  sin  #  cos  i')"dil> . 

0 

Dies  ist  eine  schon  von   Laplacc  gegebene  Formel*). 

*)  Laplace:  Mcc.  cel.  Tome  6,  Livre  11,  Cluip.  2,  Nro.  li,  l'orm.  (f). 
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Ünin-rkiin;;.   —  Aus  (7.)  folgt  sofort: 

n 

1110(1  i'   (.OS  V)  <     -    /   imodffdw, 
also  uiit  Ivückbiclit  auf  (5.): 


d  i',,  (C08  !&)  <    "-    f  d(r'=-  1 


Nun    ist    (da    wir    •9'   stets    als    reell   voraussetzen)    P^^{cos  9-)    eine    reelle 
Grösse,    mithin    der    Modul    dieser  Grösse    identisch    mit    ihrem    absoluten 
\\  crthc.     Die  letzte  Formel  kann  daher  so  geschrieben  werden: 
abs  P^  (cos  'S-)  <  1 ; 

was  in  Einklang  steht  mit  unsern  frühem  Ergebnissen  [vgl.  \>g.  33j. 
Mail  kaun  die  in  diesem  Paragraph  angestellte  Untersuchung  ein 
wenig  verallgemeinern,  indem  man  in  der  Formel  (1.): 


2 
2      /^ 


(0.)  '       =  A    /     _         ,     "/L  __^^_ 

^    ^  v'jiß  Tt  j      A  cos-  (jp  -|-  B  sin-  qp 


\  AB 


für  A  und  J5  folgende  Werthe  substituirt: 

A  =  e'''(l  —  re'^)      und      7?  =  e-'^(l  —  re-'»), 

wo   k   eine  nexi  hinzutretende,   <janz  ivülhärUche  (Jrösse  vorstellen  soll. 
Die  Formel  (9.)  geht  alsdann  über  in: 


dtp 


9 

^  ^''  r 

\/l  —  2rcos»  +  r\        ^J      e'^(l  —  rc'*)  cos«  qj  +  c"''- (l  —  re-*^)  sin*  9.    ' 
wofür  man  uucli  schreiben  kann: 

7t 

(10.)  ^ =  1  r.  ^"ip  - 

]/l  —  2r  cos  «•  +  »•*  'r.'    g  —  rf' 

wo  /',  7  alsdann  die  Bedeutungen  haben: 

/■  =  e'(*+^)  cos-  (f  +  c-'(^''+^>  shi-  q, 

(j  =  e'^coü'  (p         -\- c'^-         sin- 9) 
d    i.  die   Bedeutungen: 
.  .  X  •         /■  =  cos  (-»■  -j-  A)    +  <  «hl  (^i)-  -f  A)  cos  2 9) , 

//  =  cos  A  -j-  /  sin  A  cos  2^7 . 

Kntwickcll    man  jotzt  die  rechte  Seite  von  {{().)  nach   Potenzen   von   /, 
so  ergiebt  sich: 

-'  -'^    V   (,..  /•/"•'<p|. 


/l  —  2r  008  «■  4-  r*  ^  „r",,    (      . ' 


J 
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und  hieraus  durch  Vergleicbuug  mit  der  Formel  (H).)  pg.  31 : 

jt 

-   '  rdtp 


P„(^)  =  P„(cos.^)  =  -^/-V+T, 


.  1       -:ie.)s(#  +  A)  +  isin(^  +  Z)  C08  1/ 

^  ^  jr  ./  Fcos  i  4-  z  sin  ;i  cos  m  ^ 


0         » 

oder,  falls  man  für  /',  f/.  ihre  Bedeutungen  (11.)  eintreten  lässt,  und 
gleichzeitig  2(p  =  il>  setzt: 

[cos  (■9-  +  ^)  +  *  sin  {%■  4-  >l)  cos  ■i^]"di/> 
[cos  X  -\-  i  sin  ^  cos  i/)J" 

0 

Setzt  man  hier  das  willkürlich  zu  wählende  A  =  0,  so  gelangt 
man  zurück  zur  Laplacc sehen  Formel  (8.).  Setzt  man  hingegen  dieses 
A  ==  —  •9-,  so  erhält  man  folgende  neue  Formel: 

(13.)  P„  (cos  ^)  =  l  f  /"^^  — -^ . 

^  «/    (cos  &  —  »  sin  "ö-  008  tp)  ^ 

Vertauscht  man  endlich  in  dieser  &  mit  —  -i)',  so  ergiebt  sich: 

(14.)  P„(eos  &)  =  ^-  f ^ ^, . 

^  ^  '         ^J    (cos-9- +  i  sin^  008^/;)"+^ 

Setzt  man  die  beiden  in  (S.)  und  (14.)  für  P,j(cos  ■O')  gefundenen  Aus- 
drücke einander  gleich,  so  erhält  man  eine  im  Wesentlichen  schon  von 
Euler  gegebene  Formel*). 

Die  Expositionen  dieses  Paragraphs  entbehren  in  mancher  Hinsicht  der 
hinreichenden  Strenge.  So  z.  B.  ist  auf  pg.  38  beim  Uebergange  von  (1.) 
zu  (2.)  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  für  zwei  positive  reelle  Con- 
stanteu  A,  B  bewiesene  Formel  (1.)  auch  dann  noch  gültig  bleibe,  wenn 
mau  daselbst  für  Ä  und  B  complexe  Constanten  substituirt.  Diesen  Mängeln, 
mit  denen  die  Expositionen  des  Paragraphs  behaftet  sind,  kann  aber  leicht 
abgeholfen  werden  durch  Anwendung  eines  gewissen  Satzes  der  allgemeinen 
Fuuctionentheorie  [vgl.  C.  Neumann's  Vorlesungen  über  die  Riemann'sche 
Theorie.    Leipzig.    1884,  pg.  35]. 

§  6- 
Darstellung   der  Function  P„(x)   durch  emen  Diflferehtialquotienten. 

Versteht  man  unter  f(x)  die  Function: 
(1.)  f(x)  =  {x"  -  1)='  =  x'^  -  Sa,--^  +  '6x'  —  1 , 
so  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Differentiation  nach  x: 
f  (^.)  =  6x5  -  3.4a;=^  +  2  .'dx, 
f-  (x)  =  b.  Qx'  —  3  .  3  .  4a;-  +  2  .  3 , 
l""{x)  ==  4  .  5  .  (5a;^  —  2  .  3  .  3  .  4a; , 

*)  Vgl.  JJeiuc's  Handbuch  der  Kugelfunctionen,  zweiti"  Auflage,  l'>d.  1,  !Scite  36. 
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mithin: 

also  nach  (10.)  ]..  20 


oder,  falls  man  für  f{x)  seine  eis^ejitliclie  Bedeutung  (1.)  substituirt: 

Ebenso  ergiebt  .sicli  alhjcmcin  (was  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
soll)  die  Formel: 

^  ^^  ^"^^^       2"n(.)        .zo,-" 

Diese  Formel  wird  gewöhnlich  als  die  Ivon/sche  bezeichnet.     In  Wirk- 
lichkeit aber  rührt  sie  her  von  lxodri(jucs  (1815).*) 

§  7. 
Ueber  die  Wurzeln  der  Gleichung  P„(a;)  =  0. 
Man  denke  sich  die  Function 

/'  =  /'(^')  =  (^'  —  «0  0^'  —  «:;)  {x  —  «3)  (^'  —  «4)  (^  —  «.0  (*  —  «r.)  , 
in  welcher  «j  <  arg  <  «3  <  «j  <  «,,  <  «,.  beliebig  gegebene  ra7/c  Con- 
stanten sind,  durch  eine  Ciirvc  dargestellt.  Beachtet  man,  dass  diese 
Curve  die  Abscissenachse  im  Ganzen  nur  Gmal,  nämlich  in  «j,  «^,  «3, 
«,,  «r,,  «,;  durchschneiden  kann,  und  dass  ihre  Ordinateu  sowohl  für 
x  =  —  00  wie  auch  für  a;=  -f-oo  positiv  sind,  so  erkennt  man  sofort 
dass  diese  Curve  von  folgender  Gestalt  sein  muss: 


«5\        fCs  ^^  ^t  ^>  /  So- 


dass sie  also  in  «,,  «.,,  «r,  siniccn,  und  in  a.,,  a^,  a^  steigen  wird. 

Hieraus    folgt,    dass   die   abgeleitete   Function  f  =  f"{x)    in   den 
Funkten   «,,  «3,  «r,  negativ,  und  in  den  Funkten  «o;  "n  ^e  positiv  isK 

♦)  Vgl.  y/«»c'.<!  Ilundlnii:h  der  Kiigclfuiictioiicn,  zweite  Auflage,  Bd.  1,  Seite  20 
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Denkt  man  sich  also  eine  neue  Curve  construirt  zur  Darstellung  der 
Function  f"  =  f'{x),  so  wird  dieselbe  z.  B.  in  «j  eine  negative,  und  in 
«y  eine  positive  Ordinate  besitzen.  Folglich  wird  sie  die  Abscissenaxe 
irgendwo  mcisclien  a^  und  cc.y  durchschneiden.  Im  Ganzen  ergeben  sich 
in  solcher  Weise  fünf  Schnittpunkte  dieser  neuen  Curve,  von  denen  der 
erste  ß^  zwischen  a^  und  a^^  der  zweite  ß^  zwischen  a.,  und  a^^,  der 
dritte  ^.j  zwischen  «^  und  a^,  der  vierte  ß^  zwischen  a^  und  a^,  end- 
lich der  fünfte  ß^  zwischen  a^  und  «^  liegt.  Demgemäss  besitzt  also 
die  Gleichung 

fix)  =  0 

fünf  reelle  Wurzeln  ß^,  ß.^,  ß.,  /?,,  ß^,  die  sämmtlich  zwischen  «j  und 
a,,  liegen. 

In  derselben  Weise  weitergehend,  erkennt  man,  dass  die  Gleichung 

f"(x)  =  0 

vier  reelle  Wurzeln  y^,  y,^,  y^,  y^  hat,  die  sämmtlich  zwischen  ß^  und 
ßr,,  juithiu  auch  sämmtlich  zwischen  a^  und  a^.  gelegen  sind.  Sodann 
erkennt  mau  Aveiter,  dass  die  Gleichung 

f"'ix)  =  0 

drei  reelle  Wurzeln  d^,  82,  d^  besitzen  muss,  die  sämmtlich  zwischen 
yi   und  7i,  mithin  auch  sämmtlich  zwischen  a^  und  cc^  liegen. 

Diese  letzte  Gleichung  kann  aber,  weil  f(x)  vom  6**^",  mithin 
f^"'{x)  vom  3**^"  Grade  ist,  überhaupt  nicht  mehr  als  drei  Wurzeln  be- 
sitzen. Und  wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultate,  dass  sümmtliche 
Wurzeln  der  Gleichung  f"'{x)  =  0  reell,  und  zivischen  a^  und  «,;  ge- 
legen sind. 

Specialisiren  wir  jetzt  unsere  Betrachtungen,  indem   wir 

«,  =  a.^  :=  «3  =  —  1     und     «j  =  «r,  =  cc^.  =^  -{-  1 , 
[nithin 

4.)  f(x)  =  {x-\-  \f  (x  -  \f  =  (x'  —  \y 

machen,  so  gelangen  wir  zu  dem  Satz,  dass  die  zugehörige  Gleichung 
^"' (x)  =  0,  d.  i.  die  Gleichung 

;5.)  ^^-^  =  0 

'.aulcr  reelle  Wurzeln  hat,  und  dass  diese  Wurzeln  sämintUeli  zwischen 
—  1   und  -f-  1  liegen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (5.)  ist  aber  [vgl.  (2.)],  abgesehen 
von  einem  constanten  Factor,  identisch  mit  der  Function  P;,(j').    Dem- 
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•Jemals  sind  wir  ulsu  zu  dem  Resultate  gelaugt,  (lass  sämmtlidie  Wurzeln 

der  Gleich  toii/ 

(<i.)  F,{x)  =  0 

reell,  und  zwischen  —  1    und  -{-  1  (jclegen  sind. 

In  analoger  Weise  wird  sich  offenbar,  auf  Grund  der  Formel  (3.), 
darthun  lassen,  das«  allgemein  sämmtliche  Wurzeln  der  Glcichuiuj 

(7.)  P,.(x-)  =  0 

reell,  uiul  zwischen  —  1  und  -}-  1  gelegen  sind.  Und  dies  ist  iler  Satz, 
der  hier  bewiesen  werden  sollte,  und  von  welchem  später  Gebrauch 
zu  macheu  ist. 
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lieber  die  allgemeinen  Kngelfunctionen  mit  zwei  Argumenten. 

Ebenso  wie  im  vorhergehenden  Capitel,  ebenso  werden  wir  auch 
im  gegenwärtigen  Capitel  die  reciproke  Entfernung  zweier  Punkte 
(r,  d-,  <p)  und  (i\,  ■O'i,  cpi)  in  eine  convergente  Reihe  zu  entwickeln 
suchen,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  gegenwärtig  die  Polar- 
coordinaten  der  beiden  Punkte  in  ganz  heliebiger  Weise  uns  gegeben 
denken,  —  was  damals  nicht  der  Fall  war. 

In  solcher  Weise  werden  wir  zum  Begriff  der  allrjemeinen  von  zwei 
Arc/wnenten  ahhänyenäcn  Kngclfimcüonen  gelangen.  Sodann  aber  werden 
wir,  um  in  die  eigentliche  Theorie  dieser  Functionen  einzudringen, 
Gebrauch  machen  von  dem  La  place' sehen  Spliäroid.  Unter  diesem  Sphä- 
roid  ist,  wie  sogleich  bemerkt  sein  mag,  ein  Körper  zu  verstehen,  der 
nahezu  kugelförmig  ist.  Die  Abweichungen  von  der  Kugelform  können 
einen  beliebig  complicirten  Charakter  darbieten.  Nur  wird  voraus- 
gesetzt, dass  diese  Abweichungen  ausserordentlich  klein  sind. 

§  1- 
Die  reciproke  Entfernung  zweier  Punkte. 
Betrachtet  man  irsiMid  zwei   Punkte: 


Xy  =  r^  cos  -i)-, , 

Vi  =  *'i  si'i  '^1  cos  qpj , 

0j  =  Tj  sin  -i^j  sin  g), ; 


' X  =  r  cos  ^, 
(1.)  !?/  =  *■  sin  ^  cos  q), 

=  r  sin  %•  sin  cp, 

bezeichnet  man  ferner  den  Winkel  zwischen  r  und  }\  mit  y,  und  den 
gegenseitigen  Abstand  der  beiden  Punkte  mit  E,   so  ist  offenbar*): 
(2.)  cos  y  =  cos  'O'  cos  -S-^  -f-  sin  %■  sin  Q'^  cos  {(p  —  (p^) 


*)  Bezeichnet  man  nämlich  die  Punkte,  in  denen  eine  um  den  Anfangspunkt 
des  Cooidinatensystems  mit  dem  Hadiiis  1  beschriebene  Kuoreltliiche  von  den  Strahlen 
r,  r,  und  der  a;Axe  getrott'en  wird,  respectivo  mit  ii',  l\^  und  A',  so  werden  in 
dem  sphärischen  Dreieck  RK^X  die  drei  Seiten  gleich  %^,  '^■^,y  sein,  während 
der  zu  y  gegenüberliegende  Winkel  gleich  qp  —  qp, ,  resp.  gleich  qp,  —  tp  ist. 
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und 

(11) 

K-  = 

/■-  +  r,-  -  2)}- 

1  ^^i^  r ; 

wonius  z 

;.  H.  iol^rt: 

(4.) 

1 

1 

/              /r.  \ 

/r.  \* 

Entwickelt  man  aber  diesen  Ausdruck  (4.)  nach  Maassgabe  der  früher 
geluiident'ii  allgemeinen  Formel  (10.)  pg.  31: 

so  erhält  man  sofort: 

1  1      °^    /  r    X" 

(5.)  -E  ^  r  ^\r)  ^'"(^^^  y)  '     (vorausgesetzt  r^  <  r). 

Und  in   analoger  Weise  wird   man  offenbar,  falls  r,  >  r  sein  sollte,  die 
analoge  Formel  erhalten: 

(Ha.)  -^  =  y^iir)   ^'»(ct»«  J')'     (vorausgesetzt  r,  >  r). 


ji=ü 


Die  hier  auftretenden  Functionen  P„  (cos  y)  sind  uns  bereits  bekannt. 
Es  ist  nämlich  [nach  (10.)  pg.  29]: 

p^(cos  y)=\, 
1\  (cos  y)  =  cos  y , 

(6.)  y-'.fcos  y)  =  2  ^"^~  ^  ~    2  ' 

5  3 

^3  (cos  y)  =  ,^  cos-'  y  —    -   cos  y , 

etc.  etc., 

und  allgemein  [nach  (11.)  pg.  30  und  (7.)  pg.  34]: 

(7.)     P„(cos  y)  =  An  co.s"  y  +  /;„  cos"-"  y  +  6',,  cos"""  y  ■  ■  ■  -\-  L„  cosV , 

wo  A  =  0,  resp.  =  1  ist,  und  An,  B„,  C„,  .  .  .  L„  bestimmte  Zahlen- 
coefficicnten  vorstellen.  Das  in  diesen  Functionen  P„(cos  y)  enthaltene 
Argument  cos  y  hat  nach  (2.)  den  Werth 


(8.)  cosy  =  ^7i,  +  |/l  -|u-]/l  -|a,2cos(9)-<3P,), 

d.  i.  den  Werth: 

(9.)  cos  y  =  ftju,  4-  (|/1  —  fi^  coH  «jp)  (j/l  —  /a,''^  cos  (jp,) 

+  (]/l  -  ^'  sin  <p)  (|/l  —  ^Z''  sin  9,) ; 


Die  allgemeinen  KugeH'nnctionen  mit  zwei  Argnmenten.  47 

hier  liaben  ^i  uud  ^,,  iihnlich  wie  früher,  die  Bedeutungen: 

(10.)  fi  =  cos  d-     und     u^  =  cos  d^i . 

Der  in  (7.)  angegebene  Ausdruck 

P„(cos  y)  =  An  cos"  y  -f-  -B«  cos""^  y  +  •  •  • 

verwandelt  sich,  falls  man  für  cos  y  den  Werth  (9.)  substituirt,  in  eine 
Function  von  |it,  cp,  fi^,  gPj.  Und  zwar  erkennt  man  in  solcher  Weise, 
ihiss  P„(cos  y)  bezeichnet  iverden  Jcann  als  eine  ganze  rationale  Func- 
tion n*"  Dimension  der  drei  Grössen: 

(11.)  ^,       ]/l— ^^cosg),       ]/l — ft^sing), 

und  dass  P„  (cos  y)  andererseits  auch  lezeichnef  ivcrden  kann  als  eine 
ganze  rationale  Function  w**"  Dimension  der  drei  Grössen: 

(12.)  fi^,       yi  —  iij^cos(p^,       yi  —  (ij^sm(p^. 

Gleichzeitig  bemerkt  man,  dass  P„(cosy),  ebenso  wie  cos  y  selber,  sym- 
metrisch ist  in  Bezug  auf  (i,  tp  und  ^i,  (p^. 

Eine  weitere  Eigenschaft  der  Function  P„  (cos  y)  besteht  darin, 
dass  sie  einer  gewissen  Differentialgleichung  Genüge  leistet.  Denkt 
man  sich  nämlich  im  Punkte  (iCj ,  ji/i ,  Zi)  eine  Masse  Wi  concentrirt, 
und  das  Potential  dieser  Masse  auf  den  Punkt  {x,  y,  z)  mit  V  be- 
zeichnet, so  ist 


'^         E 


Dieses  V  genügt  aber  der  Laplace'' sehen  Differentialgleichung  (pg.  9): 

AF=0     oder     ^  +  -^+-—=0, 
d.  i.  der  Gleichung  (vgl.  pg.  23): 

Hieraus  folgt,  falls  man  für  V  den  Werth  (f.)  substituirt: 


dr 


E 


E 


fi^)  +  iA^'-i^'')w)  +  .'^, 


E 


=  0, 


oder,  falls  man  r^  <  r  voraussetzt,  und  denigemäss  für  „  den  Werth  (5.) 
substituirt: 


^C:)" 


V 

N=0 


7i     /  dP„  (C08y)\' 


1     (^^-Pn  (cQ«  y) 

"^  1  —  (!*■■'  gqp- 
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Di»'    hier    auf   der   Hukrii    Seite   hteheude,    nach   Potenzen    von     ' 

fortschreitende  Reihe  ist  also  stets  =  0,  falls  nur  i\  <  /■,  d.  li.    [  <  1 

tredacht  wird.    Und  aus  diesem  Nullseiii  iler  Ifeilie  folgt  nach  bekaunteni 

Satz,   dass  in  ihr  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen   von     ]   eiii- 

zeln  ■=  0  sind.     Somit  ergiebt  sich: 

■A    /  aP„(co8y)\ 

(13.)  n(«+l)Pn(cOSjO  +  /^((l-F)  ,^        ■) 

-r  i_ys       g^-2    -  —  "• 

Die  Function  P„(cosy)  ist  aber,  wie  schon  bemerkt  wurde,  in 
Bezug  auf  j»,  fp  und  /u, ,  fp^  Mjmmctriscli.  Und  sie  wird  daher,  weil  sie 
in  Hücksicht  auf  /n,  9  der  Differentialgleichung  (13.)  genügt,  mit  Bezug 
auf  (n,,  9),   folgender  analogen  Differentialgleichung  Genüge  leisten: 

;^    /  oP„  (cos  y)\ 

(14.)  n{n  +  l)P„(cos  y)  +  .'^-  ((1  -  ^,^)  -^^) 

1         a''P„(co8y)    _ 

Diese  Differentialgleichungen  (13.),  (14.)  repräsentiren  zwei  Eigen- 
schaften des  Ausdrucks  J*„(cosj^),  welche  nicht  minder  wichtig  sind, 
als  die  in  (11.),  (12.)  angegebenen  Eigenschaften. 

§  2. 

Definition  der  allgemeinen  Kugelfunctionen ,  d.  i.  der  Laplace'schen 

Ypsilons. 

Man  pflegt  den  Ausdruck  P„(cosy),  auf  Grund  der  so  eben  cou- 
statirten  Eigenschaften,  eine  Kugelfunction  zu  nennen.  Die  betreffende 
Definition  lautet  nämlich  folgendermassen : 

Definition.  —  FAn  von  den  drei  Grössen 


(IT).)  ju, ,       ]/l  —  ju,2  cos  (p ,        y\  —  ^^  sin  qp 

ahliö'nfinidcr  Ausdruck  F,  ivclchcr  in  Bezmi  auf  diese  drei  Grössen  eine 
(/fn>.7r  raiionale  Function  höchstens  w*"  Dinirvsiop  ist,  und  uchhn- 
idxrdics  der  DifJ'erentialgleichunff 

(Ul)  n(„  +  l)F+l  (0  -  ,=)'/;)  +  ,  ^^,  L^'  =  0 

Geniuje  leiste/,  --  uird  Iteseiclinei  als  eine  Kugel funefion,  und  cirar  als 
eine  Kugelfunction  «**'  Ordnung  der  Argumente  ^,  (p. 
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Auf  Grund  dieser  Definition  wird  z.  B.  der  Ausdruck 

(17.)  P.if^) 

eine  Kugelfunction  w*®'  Ordnung  zu  nennen  sein.  Nur  tritt  bei  diesem 
Ausdrucke  Pn(^)  der  specielle  Umstand  ein,  dass  derselbe  von  den 
drei  Grössen  (15.)  nur  die  erste  enthält,  und  dass  in  Folge  dessen  die 
linke  Seite  der  von  ihm  zu  erfüllenden  Differentialgleichung  (16.)  sich 
auf  ihre  beiden  ersten  Glieder  reducirt.  Dass  dieser  reducirten  Glei- 
chung durch  Pn(ft)  wirklich  genügt  wird,  unterliegt  keinem  Zweifel. 
[Vgl.  (4)  pg.  34.] 

Ebenso  wird,  auf  Grund  der  gegebeneu  Definition,  der  Ausdruck 

(18.)  P«(cosy) 

eine  Kugelfunction  n*"  Ordnung  zu  nennen  sein,  und  zwar  in  doppeltem 
Sinne,  nämlich  einerseits  mit  Bezug  auf  [i,  cp,  und  andererseits  auch  mit 
Bezug  auf  ftj,  q)^]  wie  sich  solches  aus  (IL), (12.),  13.), (14.)  sofort  ergiebt. 
Multiplicirt  man  ferner  P«  (cos  y)  mit  einer  beliebig  gegebeneu 
Function  f([iy ,  q)^),  und  integrirt  man  dieses  Product  nach  fi^  und  qpj 
zwischen  festen  Grenzen,  z.  B.  nach  fi^  zwischen  —  1  und  -j-  1 ,  und 
nach  9Pi  zwischen  0  und  2ä,  so  wird  der  so  entstehende  Ausdruck: 

4-1  2« 

(19.)  J  fPn(cosy)f{iii,(pi)dfi^d(pi, 

—  1     0 

ebenso  wie  P„(cosj/)  selber,  eine  ganze  rationale  Function  höclisfens 
j^ter  J)i^ißnsion  der  drei  Grössen  (15.)  sein,  und  zugleich  auch  eine 
Function  sein,  die,  ebenso  wie  P„(cosy)  selber,  der  Differentialgleichung 
(16.)  Genüge  leistet.  Folglich  wird  dieser  Ausdruck  (19.)  zu  bezeichnen 
sein  als  eine  von  fi,  cp  abhängende  Kugelfunction  n^^^  Ordnung. 

Erste  Bemerkung.  —  Eine  ganze  rationale  Function  irgend  dreier 
Argumente  u,  v,  iv,  die  in  Bezug  auf  u,  v,  w  höchstens  von  der 
0'^*^  Dimension  ist,  wird  offenbar  eine  Constante  (d.  h.  von  u,  v,  iv  un- 
abhängig) sein.  Somit  folgt  aus  (15.),  dass  eine  Kugelfunction  0'®'  Ord- 
nung nothwendiger  Weise  eine  Constante  sein  muss.  Und  umgekehrt 
ergiebt  sich,  dass  eine  iviUkUrlicli  gegebene  Constante  stets  als  eine 
Kugelfunction  0**^"^  Ordnung  angesehen  werden  kann.  Denn  welchen 
Werth  die  Constante  auch  haben  mag,  stets  wird  sie  den  Bedingungen 
(15.),  (16.)  für  n  =  0  Genüge  leisten. 

Zweite  Bemerkuiig.  —  Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  die  Constante 
Ntdl  ganz  nach  Belieben  als  eine  Kugelfunction  0*®'  oder  1*'-'^  oder  2"^"' 
u.  s.  w.  Ordnung  angesehen  werden  kann.  Denn  die  Null  wird  den 
Bedingungen  (15.),  (16.)  unter  allen  Umständen  Genüge  leisten,  welchen 
Werth  man  daselbst  der  Zahl  n  auch  zuertheilen  mag. 

F.  Neumann,  Vorl.  üb.  das  Potential.  4 
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/c 


§  :i- 

Der  Laplace'sche  Satz  über  das  homogene  Sphäroid. 

Sind  B,  &,  (p  oder  7i,  ju,  cp  (/u^  =  cos  &)  die  Polarcoordinaten  efties 
variablen  Punktes,  so  wird  jede  Gleichung  von  der  Form 

eine  gewisse  Flüche  darstellen.     Setzt  man  insbesondere: 
(1.)  i?  =  .l[l+a/Xft,9')], 

wo  A  eine  iwsitivc  Constantc,  femer  a  eine  unendlich  Ideine  positive 
Constante,  und  [{^i,  (p)  eine  iviWiürlich  gegebene,  jedoch  stets  endlich 
bleibende  Function  vorstellen  soll,  so  wird  durch  diese  Gleichung  (1.) 
ein  Fläche  dargestellt  sein,  deren  Radius vector  li  von  der  gegebenen 
Constanteu  Ä  stets  nur  unendlich  wenig  differirt,  also  eine  Fläche,  die 
von  der  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  A  beschriebenen  Kugel- 
fläche nur  unendlich  wenig  abweicht.  Diese  Fläche  (1.)  mag  nun 
angesehen  werden  als  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  von  der 
Constanten  Dichtigkeit  q\  und  dieser  Körper  mag  kurzweg  ein  homo- 
genes Spliüroid  genannt  werden. 

Es  sei  0  das  Centrum  dos  Sphä- 
roids,  d.  h.  der  Anfangspunld  des 
zu  Grunde  'gelegten  Polarcoordinaten- 
systems.  Ferner  sei  OQ  irgend  eine 
von  0  ausgehende  feste  Linie,  und  s 
der  Punkt,  in  welchem  die  Sphäroid- 
oberfläche  von  dieser  Linie  OQ  ge- 
troä"en  wird.  Wir  stellen  uns  die  Auf- 
gabe, das  Potential  des  Sphürnids  auf 
einen  Punkt  p  zu  untersuchen,  der  längs 
der  festen  Linie  OQ  verschiebbar  ist. 
'  Zu  diesem  Zweck  construiren  wir, 
ausser  der  um  den  Punkt  0  mit  dem 
Radius  A  beschriebenen  Kugelfläche, 
noch  eine  ziveite  Kugelfläche  von  deni- 
selbeti  Radius,  welche  durch  den  Punkt  s 
geht,  und  deren  Centrum  Q  auf  der 
Linie  OQ  liegen  soll.  In  der  beistehen- 
den Figur  ist  diese  um  Q  beschriebene 
Kugel  fläche  —  sie  mag  die  HHI/'skugcl  heissen  —  nur  punldirt  an- 
gegeben; während  die  um  0  beschriebene  Kugelfläche  —  sie  mag  die 
llaupthugel  heissen  —  durch   eine  contimärUche   Linie  angedeutet   ist. 


Ip 


o* 
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Beide  Kugeln  haben  denselben  Radius  Ä,  und  die  eine  kann  also  als 
eine  unendlich  kleine  Verschiebung  der  andern  angesehen  werden. 

Das  gegebene  Sphäroid  weicht  von  der  Hauptlmyd  nur  unendlich 
wenig  ab,  und  wird  daher,  weil  die  Hauptkugel  durch  eine  unendlich 
kleine  Verschiebung  in  die  Hülfskugel  übergeht,  auch  von  dieser 
Hülfskugel  nur  unendlich  wenig  abweichen.  Betrachtet  man  nun  den 
längs  der  Linie  OQ  verschiebbaren  Punkt  p,  so  wird  das  Potential 
V  des  Sphäroids  auf  diesen  Punkt  p  darstellbar  sein  durch: 

M  ^^dm^  ^  .  dm. 

(2.)  7=f  +  ^V-^V- 

Dabei  soll  —  das  Potential  der  Hülfskugel  sein,  dieselbe  erfüllt  ge- 
dacht  mit  homogener  Materie  von  der  Dichtigkeit  q.     Es  soll  mithin 

(2  a.)  3I=^Ä\     und     q  =  (Qp) 

sein.  Ueberdies  sollen  dnia  und  dnii  diejenigen  unendlich  kleinen 
Massenelemente  seiu,  welche  zur  Hülfskugel  mzufügen,  resp.  von  der- 
selben foiizunehmen  sind,  um  dieselbe  in  das  Sphäroid  zu  verwandeln. 
Endlich  sollen  die  ^'s  die  Abstände  der  Elemente  (hua  und  dnii  vom 
Punkte  2?  vorstellen. 

Benutzt  man  dm  (ohne  Index)  als  Collectivbezeichnung  für  -|-  dnia 
und  —  dnii,  so  kann  man  die  Formel  (2.)  auch  so  schreiben: 

(3.)  F=f  +  ^^, 

oder  auch  so: 

(4.)  V=^  +  ^ ^"' 


wo  ^  den  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem  die  Linien  (Q,  dm)  =  Ä 
und  (Qj^)  =  Q  gßg^n  einander  geneigt  sind.  Aus  (4.)  folgt  durch 
Differentiation  nach  q; 

cV  M         <v^        (e  —  -4  cos  1/»)  dm  ,f^  , 

^^  ^  (A-^  +  p-  -  ^Aq  cosi/;)^ 

oder,  was  dasselbe  ist*): 
/e  s     ^  F  M  ^^        (q  —  A  cos  ip)  dm  /n   \ 

^^  ^  {A^  -^  Q^  —  2  Aq  cos  ipf- 

*)  In  der  That  ist: 

dV  ^dv  ^ 

dg  dr 

Denn  die  beiden  Variablen  q  =  {Qp)  und  r  =  {Op)  ropräsentiren  die  Abstände 
des  längs  OQ  verschiebbaren  Punktes  p  von  den  beiden  festen  Punkten  Q  und  0. 
Und  es  unterscheiden  sich  also  q  und  r  von  einander  nur  durch  eine  cotisiante 
Diöerenz. 

4* 
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Verschiebt  man  jetzt  den  Punkt  2^  längs  der  festen  Linie  OQ 
nach  s,  lässt  man  also  q  in  Ä  übergehen,  so  nehmen  die  beiden  For- 
meln (4.),  (5.)  folgende  Gestalt  an: 

y   1       -^^        1         L     %?  t^Wt 

.p.                                                 wl          ^  -"-^    |/2  —  2  cos  1/» 
^   "^  äT  _  _  M 1_  ^  rfw 


dr  A*         lA'-^   >/2  —  2  C08 1/>  ' 

wo  die  horizontalen  Ueberstreichungen  andeuten  sollen,  dass  diese 
\Wrthp  der  OhcrjJäche  des  Sphäroids,  d.  i.  dem  Punkte  s  entsprechen. 
Multiplicirt  man  schliesslich  die  Formeln  (6.)  mit  1  und  2A,  und 
addirt,  so  erhält  man: 

(7.)         F  +  2^|^  =  -f,     woJf=i|^^^    [vgl.  (2  a.)]. 

Diese  Formel  (7.)  repräsentirt  den  hier  abzuleitenden  Laplace' sehen 
Satz.  Derselbe  ist  gültig,  welche  Richtung  man  der  festen  Linie  OQ  auch 
zuertheileu  mag,  und,  unter  Fortlassung  der  angewendeten  Hülfskugel, 
folgendermassen  ausdrückbar: 

Laplace'scher  Satz  über  das  Sphäroid.  —  Es  sei  gegeben  ein  von 
de7'  Fläche 

(8.)  B  =  Ä[1  +  afiii,  9)] 

hcgrenztcs  homogenes  Sphäroid  von  der  consfanten  DiehfigTceif  q. 

Bezeichnet  man  alsdann  das  Potential  dieses  Sphäroids  auf  irgend 
einen  Punkt  pi^r,  (i,  (p)  mit  V,  so  gilt  die  Formel: 

(9.)  _     r+24|?  =  -*^', 

wo  unter  V  und  -tt^  diejenigen  Werthe  zu  verstehen  sind,  ivelclie  V  und 

d  V 

-^   annehmen  j  sobald  man  jenen   Punkt  p(r,  ^,  qo)   nach  irgend  eine)- 

Oberflüchenstelle  des  Sphäroids  hinrücken  lässt. 

Mau  flndet  diesen  Satz,  oder  vielmehr  einen  Satz  von  noch  grösserer 
ÄJhjcmeinluit  in  der  Mecanique  Celeste,  Tome  2,  Livre  3,  CJiaj).  2,  Ko.  10. 
Bei  den  dortigen  Betrachtungen  wird  nämlich  von  Laplace  angenommen, 
die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Massentheilchen  aufeinander  sei  propor- 
tional einer  beliebigen  Potenz  der  Entfernung. 

§  4. 
Die   von   Laplace   für   eine   willkürliehe   Function  f(i.i,  q))   gegebene 

Entwicklving. 

Zu  wichtigen  Resultaten  werden  wir  jetzt  dadurch  gelangen,  dass 
wir  die  im  vorhergehenden  Paragraph  angestellten  Betrachtungen  von 
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Neuem,  aber  in  etwa«  anderer  Art  durchführen,  indem  wir,  statt  der 
um  Q  beschriebenen  Hülfskugel,  gegenwärtig  die  um  0  beschriebene 
HmiptJcugel  anwenden. 

Das  Potential  des  Sphäroids  auf  einen  variablen  äussern  Punkt 
2J{r,  ^,  (p)  ist  alsdann,  ähnlich  wie  in  (2.),  (3.),  durch  die  Formeln 
darstellbar: 


(10.) 

ai.) 


r      '    -^ 
M 


E  ^    E 

dm  -nr         45rr/     ,.. 


Dabei  soll  gegenwärtig  —  das  Potential  der  um  den  Anfangspunkt  O 
beschriebenen  Haupthugel  vorstellen.     Demgeraäss  sollen  dma  und  dnii 


(l>it  (Af>^  fp^ 


diejenigen  Massenelemente  sein,  welche  zu  dieser  Haupthigel  zuzufügen 
respective  von  derselben  fortzunehmen  sind,  um  sie  in  das  Sphäroid 
zu  verwandeln.  Ferner  sollen  die  E's  die  Entfernungen  der  Elemente 
dtUa  und  dryii  vom  Punkte  p{r,  fi,  cp)  vorstellen;  und  endlich  soll  wieder 
dm  (ohne  Index)  als  Collectivbezeichnung  für  (+  dm,,)  und  ( —  dm,) 
dienen. 

Denkt  man  sich  auf  der  um  0  mit  dem  Radius  Ä  beschriebenen 
Hauptkugelfläche  an  der  Stelle  {(ii,  (pi)  ein  unendlich  kleines  Flächen- 
element A^dyi^dcp^  construirt,  und  von  0  aus  einen  Kegelmantel  nach 
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der  Peripherie  dieses  Elementes  hingelegt,  so  wird  innerhalb  dieses 
Mantels  ein  Massenelemeut  dma  oder  ein  Massenelement  chui  anzutreffen 
sein.  In  beiden  Fällen  wird  A-dfiidtpi  als  Basis  dieses  Massenelementes 
anzusehen  sein,  während  seine  HöJie  [zufolge  (8.)],  ihrem  absoluten 
Betrage  nach,  im  erstem  Fall  =  +  Aaf{n^,  tp^),  im  letztern  hingegen 
=  —  Aaf{^^,(pi)  ist.     Man  erhält  daher  im  erstem  Falle: 

dnta  =  q  •  Ählfi^dcpi  ■  Aaf\^^,  cp^), 

und  im  letztem  Falle: 

dnti  =  q  '  Ähl^^dcpi  ■  [—  Äaf{^i,  ^,)]; 

SU  dass  also  das  als  Collectivbezeichnung  für  (+  dnia)  und  ( —  dmi) 
fungirende  dm  ganz  allgemein  den  Werth  hat: 

d7n  =  q  •  Ä^dfiidq)^^  •  Aafiji^,  (p^)  . 

Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (11.)^ 

(12.)  F=  -f  +  cjaA'ffßi^ii^fM^. 

—  1    0 

Dabei  bezeichnet  E  den  Abstand  des  Punktes  ^(/•,  u,  (p)  vom  Massen- 
element dm{A,  ^j_,  q)j).     Zufolge  (5.)  pg.  46  ist  somit: 


(12a.)  ^=:S-^l\(cosy), 

wo    y    den  Winkel    zwischen   {Op)  =  r  und   (0,  dm)  =  A   bezeichnet. 

1 
1^ 


Substituirt  man  diesen  Werth  von  -^  in  (12.),  so  ergiebt  sich: 


(13.)  K=  ^  +  «¥^  U„, 

und  tbltjlich: 


n=a> 


(14.)  -TT- = i a^     „'^    U„, 

wo  \\n  die  Bedeutung  hat: 

+  1    27t 

(15.)  U„  =  qA"+'  f  J  F„  (cos  y)f{^, ,  fp,)diL,d^>, . 

—  10 

Lässt  man  jetzt  in  (13.),  (14.)  den  variablen  Punkt  j)(r,  ^,  qp)  auf 
die  Oberfläche  des  Sphäroids,  etwa  nach  s  fallen,  mithin  /•  übergehen  in 

^[l+a/V,9)j, 

so    erhält   man,    unter   Vernachlässigung    des    Quadrats  der  unendlich 
kleinen  Grösse  a,  folgende  Formeln: 
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31  [1  -  a/(ft,  qp)J 


n  =  0   A 


a_F  ^  _    Mjl  -  2ccf{^,  tp)] 


Multiplicirt  man  diese  Formeln  respective  mit  1  und  2A,  und  addirt, 
so  ergiebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  den  Laplace  scheu  Satz  (9.): 

_    inqA^  _   -^^     I      ^"^fi^h  qp)    _       "^  2«+  1    ,. 

oder,  falls  mau  für  31  seinen  eigentlichen  Werth  — ^ —  [vgl.  (11.)] 
einsetzt: 

(16-)  ffe9)  =  ^¥^u;. 

Diese  Formel  (16.)  wollen  wir  nun  vereinfachen,  nämlich  folgender- 
massen  schreiben: 

(17.)  /■(^g')  =  l'^r„(^a,9.). 

Das  allgemeine  Glied  F,j(^,  (p)  dieser  Reihe  hat  alsdann  die  Bedeutung: 

und  kann  daher,  falls  man  für  U„  seinen  Werth  (15.)  substituirt,  auch 
so  dargestellt  werden: 

+  1  2« 

(18.)  Yn{^,(p)  =  ^'\^  ^  ff  P„(cos  y)f{^„  (p,)d^,d(p,. 

—  1     0 

Nun  war  /"(/x-,  q))  eine  stets  endlich  bleibende,  sonst  aber  wülldirlich 
gegebene  Function  [vgl.  pg.  50J.  Demgemäss  gelangt  man  durch  die 
Formeln  (17.),  (18.)  zu  folgendem  Satze: 

Die  Laplace'sche  Entwicklung.  —  Versteht  man  unter  f((i,  tp)  eine 
auf  der  KugelfläcJie  [d.  i.  für  ft  =  —  1  •••-{-  1  und  gp  =  0  •  •  •  23t]  überall 
endlich  bleibende,  sonst  aber  wiWcürlich  gegebene  Function,  so  wird  die- 
selbe entiviclielbar  sein  in  eine  unendliche  Reihe: 

71  =  CO 
K  =  0 

deren  einzelne  Glieder  die  Werthe  besitzen: 

(20.)  Yn {^,  cp)  =  ''^'  f  f  Pn  (cos  y)  f\^, ,  fp^)d^, dcf,  . 

—  1     0 

Dabei  bezeichnet  y  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Eichtungen  {^,  cp) 
und  (}ii,  (pi). 
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Det-  Ausdruck  (20.)  repräsentirt  [vgl.  (19.)  pg.  49]  eine  Kuyel- 
function  «**"'  Ordnung;  so  dass  man  also  deti  soeben  ausgesprociwnen 
Satz  auch  so  ausdrücken  kann: 

Versteht  man  unter  f{j^,  cp)  eine  auf  der  Kugelfläche  überall  endlich 
bleibende,  sonst  aber  ivillkürlich  gegebene  Function,  so  ivird  f{^,  (p)  für 
alle  Punkte  der  Kugelßüche  darstellbar  sein  durch  eine  nach  Kugel- 
functionen  fortschreitende  Beihe. 

§  5. 
Die  Integraleigenschaften  der  Kugelfunctionen. 

Es  sei  Y,i  =  Yn  {fi,  cp)  irgend  eine  Kugelfunction  n^^  Ordnung,  d.  i. 
irgend  eine  der  Definition  pg.  48  entsprechende  Function;  desgleichen 
sei  Yn,  =  Yn, {(i,  9?)  irgend  eine  Kugelfunction  n^"  Ordnung.  Und  zur 
augenblicklichen  Abkürzung  mögen  diese  Functionen  respective  mit  F 
und  Fl  bezeichnet  sein: 
,..^  F=Y.^Y„i^,<p), 

^     ^^  F,==Y„,=  YnMq>). 

Alsdann  ist  zufolge  jener  Definition  pg.  48: 

ni,i  +  1)F  _  2.a  -^  +  (1  -  ^^)  -.^,  +  -^~^,  ^^  =  0, 

nM+  1)^1  -  2^  TT  +  (1  -  ^)  -dW  +  i-^T^  J^-^- 
Multiplicirt   man    diese   Gleichungen    respective   mit   -f"  -^i   und    —  F, 
und  addirt,  so  ergiebt  sich: 
(„  _  „,)(„  +  „^  +  l)FF,  -  2^  (f,  ^  -  F^gf) 

+  ,,-,^){f,^-f^)  +  ^,{fJ;^-f^)^o, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(n  -  n,)(n  +  »,  +  l)FF,  +  ^  {^i  _  ^.•)  (p,  f  -  F ^)} 

*^  1  —  (i^  d(p  \    ^  dcp  d(p  / 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dfidcp,  und  integrirt,  so  folgt: 

{n  —  w,)(n  +  w,  +  1)   f  f  FFid^d(p 

—  1    0 

^1  'C  =  'in 


=  0. 
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Die  hier  durch  die  eckigen  Klammern  angedeuteten  Differenzen  sind 
aber  =  0.  Die  Differenz  in  der  ohern  Zeile  verschwindet  nämlich,  weil 
(1  —  (i^)  für  ft  =  +  1  zu  Null  wird*).  Und  die  Differenz  in  der  untern 
Zeile  verschwindet  ebenfalls,  wie  sich  leicht  ergiebt,  falls  man  nur  be- 
achtet, dass  F  und  F^  [vgl.  (15.)  pg.  48]  ganze  rationale  Functionen 
von  cos  cp  und  sin  cp  sind.  —  Somit  folgt  also: 

-f  1    271 

{n  —  Mi)(w  -\- n, -\- 1)  f  f  FF^dfidq)  =  0. 

—  1   0 

Ist  nun  n^n^,  so  kann  der  Zahlenfactor  (n  —  ni){n  +  ^i  +  1)  nie- 
mals verschwinden;  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Formel  übergeht  in 

+  1   2ä 

ff  FFydiLd(p  =  0. 

—  1   0 

Substituirt  man  schliesslich  für  F  und  F^  ihre  eigentlichen  Bedeutungen 
(21.),  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

Erste  Integraleigenscliaft.  —  Versteht  man  unirr  Yn{^,(p)  und 
Yn,  (ft,  (p)  irgend  ztvei  Kugel functionen  respective  von  der  Ordnung  n  und 
^1,  so  lüird  stets  die  Formel  gelten: 

(22.)  ffY,i^>  ^)  YnXl^>  9>Wd9>  =  0, 

—  1  0 

falls  nur  n  =J=  w^  ist. 

Demgemäss  wird  z.  B. 

+  1  2ä 

/   I   Yn(ii,  (p)YQ(fij(p)d^d(p     stets     =0 

—  1  0 

sein,  falls  nur  «  =|=  0  ist.  Die  Function  Y^^fi,  q))  repräsentirt  aber  eine 
Kugelfunction  0*®'  Ordnung.  Sie  ist  also  [vgl.  die  erste  Bemerkung 
pg.  49]  eine  Constante,  und  kann  daher  als  solche  vor  das  Integral  ge- 
setzt werden.     Man  gelangt  somit  zu  dem  Satze,  dass  das  Integral 

+  1  2n 

(22a.)  f  f  Yn{^,cp)d^d(p     stets     =0 

—  1  0 

sein  ivird,  falls  nur  w  =j=  0  ist. 

Um  weiter  zu  gehen,  stellen  wir  uns  folgende  Aufgabe.  Es  sei 
Z^(fi,  (p)  irgend  eine  speciell  gegebene  Kugelfunction  3**''  Ordnung,  also 
eine  Function,  die  den  Bedingungen  auf  pg.  48  für  w  =  3  entspricht, 
also  (wie  hieraus  folgt)  eine  Function,  die  auf  der  Kugelfläche  überall 
endlich  ist.  Es  soll  diese  specielle  Function  Z^{j^,  (p)  nach  Maassgabe 
des  Theorems  (19.),  (20.)  in  eine  Reihe  entwickelt  werden: 

(23.)  Z,((i,g>)=^^^Y.{^,cp). 


*)  Vgl.  die  Erläuterungen  am  Schlüsse  dieses  Werkes. 
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Das  allgemeine  Glied  Y„{fi,  q))  ist,  wie  aus  jeuem  Theorem  folgt, 
zu  berechnen  mittelst  der  Formel: 

(24.)         r„ (.a,  (p)  =  —^^      J  f  1\  (cos  y)  Z.^{^^ ,  (p,)dii^d(p^ . 

Dieses  Integral  wird  aber,  weil  P„  (cos  y)  in  Bezug  auf  fij,  ^j  eine 
Kugelfunction  n^'^^  Ordnung  repräseutirt  [vgl.  pg.  49J,  stets  =  0  sein,  falls 
«  =1=  3  ist;  wie  solches  aus  dem  soeben  bewieseneu  Satze  (22.)  unmittel- 
bar folgt.     Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (24.),  dass 

und  ebenso 

Yi{ii,q>),      YrXii-jfp),      Y^{(i,(p),     etc.  etc.  in  inf. 
sämmtlich  =  0  sind,  und  dass  überdies   Y^(fi,  cp)  den  Werth  hat: 

+  1  27r 
2-3+1 

—  1   0 

Substituirt   man   aber  diese  Werthe   der   Y's   in  (23.),   so  erhält  man: 

+  1  2« 
•2-3+1 

—  10 


Yaii^^  <P)  =  ^V^  /  /  -^3  (cos  r)  Z.,((ii,  9)1) (//i,  d(p, 


(25.)       Z.,(^,  (p)  =  "'^^    ^  /  /  ^3  (cos  y)  ifgCui,  (pi)d^^dcp^ . 


Da  nun  bei  der  ganzen  Betrachtung  über  die  speciell  gegebene 
Kugelfunction  3*"  Ordnung  Z.^(^(i,  q))  keinerlei  besondere  Voraussetzung 
gemacht  ist,  so  wird  die  soeben  gefundene  Formel  (25.)  auch  gültig 
sein  für  jedwede  andere  Kugelfunction  S^"'  Ordnung  Y.^(^,  cp)]  so  dass 
man  also  erhält: 

{26.)       Y,(^;  (p)  =  ^^^  f  J  P,  (cos  y)  YJ^i, ,  cp,)d^i,d<p, . 

—  10 

Auch    ist    die   Zahl  3    offenbar  nur   beispielsweise   gewählt.     Man   ge- 
langt daher  zu  folgendem  Satz: 

Zweite  Integraleigenschaft.  —  Bezeichnet  F„  (ft,  qp)  irgend  eine  Kugel- 
function n^"""  Ordnung,  so  ivird  stets  die  Formel  stattfinden: 

4-1    27f 

—  1  '() 

tvo  y  die  Neigung  der  lliehtung  (ft, ,  cp^)  gegen  irgend  eine  feste  Richtung 
(fi,  (p)  vorstellt.     Diese  Formel   kann  man  offenbar  auch  so  schreiben:  ^ 

-f  1   2ä 

(^"^•)         J  fPn(cos  y)  Yn(fi,  <p)diid(p  =   ^^"^  ^  y„(fi,,9)J. 
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Denn  die  Function  P„(cos  y)  ist  [vgl.  pg.  47J  in  Bezug  auf  die  beiden 
Argumenten  paare  fi,  cp  und  (ii,g)i  symmetrisch.  Und  es  entsteht  daher 
die  Formel  (28.)  aus  (27.)  unmittelbar  dadurch,  dass  man  die  Buch- 
staben (i,  <p  und  fti,  9?!  mit  einander  vertauscht. 

Für  den  Specialfall  u  =  0  wird  die  Formel  (28.),  weil  2^^(008  y)  =  1 
ist  [vgl.  pg.  46],  die  Gestalt  annehmen: 

+  1   2ä 

(28  a.)  ff  Yq(^,  (p)d^d(p  =  AtzYJ^,,  cp,) . 

Und  die  Richtigkeit  dieser  Formel  ist  ea  ipsa  klar,  falls  man  nur  be- 
achtet, dass  Y^^(}l,cp)  eine  Constante  ist  [vgl.  die  erste  Bemerkung  pg.  49J. 
■ —  An  die  beiden  Integraleigenschaften  (22.)  und  (27.)  schliesst  sich 
nun  unmittelbar  folgender  Satz  an: 

Theorem.  —   Eine  gegebene  Function 
(29.)  f({i,  <p) 

ist  stets  mir  auf  einerlei  Art  nach  Kugelfunctionen  entivicJcelbar. 

Beweis.  —  Existirten  nämlich  zwei  solche  Entwicklungen: 

CO 

0 

GC 

0 

so  würde  aus  (ß.)  durch  Multiplication  mit  P3(cos  y)dfidg)  und  Inte- 
gration sich  ergeben: 

4-1  2rt  „^^    +1    -^n 

I    /  f(i^,  9^)  A  (cos  y)d^d(p  ==  ^    /    /  P^  (cos  y)  Y,,(ji,  (p)d^d(p , 
-1   0  »  =  o  ±1  V 

wo  y  die  Neigung  der  Richtung  (ju-,  q))  gegen  irgend  eine  feste  Rich- 
tung (f*!,  cpi)  vorstellen  soll.  Die  Integrale  rechter  Hand  aber  sind 
nach  (22.)  sämmtlich  =  0,  mit  alleiniger  Ausnahme  desjenigen,  in 
welchem  n  =  3  ist.     Und  dieses  letztere  ist,  nach  (28.), 

=   2-3+1    ^^(f^nyi)- 
Somit  folgt: 

+  1  ^jft 

(ß'.)  J  j  f{^,  (p)  P3  (cos  y)dfidcp  =   grl^TT  ^3(^1,  <Pi)' 

—  10.  ' 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich  offenbar  aus  (y.): 

+  1     '27t 

^^'•^  J  j  f^^'  ^^  ^3  (cos  y)  d^dcp  =  ^.3^  ^  Z.J^,  ,(30,). 

Aus  (ß'.)  und  (y'.)  folgt  aber  sofort: 
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Und  iü  analoger  Weise  wird  luan  oÜ'cnbar  allgemein  erhalten: 

WO  n  eine  beliebige  Ordnungszahl,  und  fij,  cp^  beliebige  Argumente  vor- 
stellen. Sind  also  mvei  Entwicklungen  (ß.)  und  (y.)  für  ein  und  die- 
selbe Function  f(^,  (p)  vorhanden,  so  werden  diese  Entwicklungen  Glied 
für  Glied  unter  einander  identisch  sein.  —   Q.  e.  d. 

Zusätze.  —  In  genau  derselben  Art,  wie  das  Theorem  (29.),  kann 
man  ofi'enbar  auch  folgenden  Satz  beweisen: 

Ist  eine  nach  den  Kugelfimctionen  von  ft,  (p  fortschreitende  Beihe 
gegeben,  und  ist  bekannt,  dass  diese  Reihe  auf  der  Kugelfläche  [d.  h.  für 
(i  =  —  1  •••-}-  1  und  für  cp  =  0  •  '  •  27c\  durchiveg  =  0  ist,  so  folgt 
hieraus,  dass  die  in  dieser  Beihe  auftretenden  Kugelfunctionen  einzeln 
=  0  sind. 

Ebenso  ergiebt  sich  auch  folgender  Satz,  von  welchem  häufig 
Gebrauch  zu  machen  ist: 

Sind  zwei  nach  den  Kugelfunctionen  von  ^,  (p  fortschreitende  Beihen 
gegeben,  und  ist  bekannt,  dass  diese  Beihen  auf  der  Kugelfläche  überall 
einander  gleich  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  in  beiden  Beihen  die  Kugel- 
functionen gleicher  Ordnung  einzeln  einander  gleich  sind. 

§  6. 
Das  Potential  eines  homogenen  Sphäroids. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  das  Potential  des  Sphäroids  nur 
als  Mittel  zum  Zweck  betrachtet.  Nachdem  aber  jetzt  dieser  Zweck 
(nämlich  die  Theorie  der  nach  Kugelfunctionen  fortschreitenden  Ent- 
wicklungen) einigermassen  erreicht  ist,  dürfte  es  der  Mühe  werth  sein, 
jenes  Potential  an  und  für  sich  näher  ins  Auge  zu  fassen. 

Es  sei  wie  früher  die  Sphäroidoberfläche  dargestellt  gedacht  durch 
die  Gleichung: 

(1.)  B  =  AVl-^af{ii,cp)-\, 

und  f{jui,  cp)  entwickelt  nach  Kugelfunctionen: 

(2.)  flii,^)-=2Yn{^,^^)- 

Denkt  man  sich  nun  ausserhalb  oder  auch  innerhalb  des  Sphäroids 
irgend  einen  Punkt  ^^(r,  ja,  9)  gegeben,  so  wird  das  Potential  des  Sphä- 
roids auf  diesen  Punkt  den  Werth  haben: 

-1-1     2  TT 
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wie  sich  solches  leicht  aus  (12.)  pg.  54  ergiebt.  Dabei  bezeichnet 
alsdann  F<^'  das  Potential  der  Hanpfkugel  auf  den  betrachteten  Punkt 
]){r,  jLi,  (p).     Und  es  wird  also  F'^^  einen  der  beiden  Werthe  haben: 


(4.) 


3        r 


F^^-)  =  2n(iA 


27tq     2 


nämlich  den  ersten  oder  zweiten,  je  nachdem  der  Punct  j)(r,  jt,  (p) 
ausserhalb  oder  innerhalb  der  Hauptkugel  liegt,  d.  i.  je  nachdem  r^A 
oder  r  <i  A  ist.     [Vgl.  (6a.,  i.)  pg.  13.] 

Was    das    ziveite  Glied   der  rechten   Seite    in   (3.)   betrifft,    so   ist 
nach  pg.  46: 


(5.) 


^  =  ^3prr^«(cosy); 


E 


n=o  r 


1  ^       >•" 

resp.  ^  =  -^^mT  ^n{(^o^  y), 


je  nachdem  der  Punkt  jo(r,  /li,  9?)  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Haupt- 
kugel liegt.  Dabei  bezeichnet  j'  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden 
Richtungen  (ft,  (p)  und  (ft^ ,  (p^. 

Die  Formel  (3.)  nimmt  nun,  falls  man  daselbst  für  f(}ii,(p^  die 
aus  (2.)  entspringende  Entwicklung  substituirt,  die  Gestalt  an: 

+  1  27r 


F 


F(^)  _^ 


—  1    0        ^1=0  / 


Substituirt  man   aber  hier  für  -^  den  Werth  (5.),  und  beachtet  man 

die  Integraleigenschaften   der  Kugelfunctionen  (pg.  57   u.  58),   so   er- 
hält mau 


(6.) 


je   nachdem   r  ^  A   oder   r  <  yl  ist.  —  Man  gelangt  somit  zu  folgen- 
dem Resultate: 

Ist  der  Radhisvector  der  Sphäroidober fläche: 

(7.)  R  =  A[i-^af{ii,<p)] 

nach  Kugelfunctionen  entivickelt: 


(8.) 


R  =  A 


l  -{-  a  ^  Y„{fi,  (p) 
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SO  wird  man,  unter  Anwendung  dieser  Y's,  das  Potential  des  Sphäroids 
auf  äussere  und  innere  Vunlde  sofort  anzugehen  im  Stande  sein.  Es  wird 
nämlich  alsdann  dieses  Fatcntial  durch  eine  der  leiden  Formeln  (6.)  dar- 
gestellt sein,  ivohei  F^*'  die  in  (4.)  angegebene  Bedeutung  hat. 


§  7. 

Anwendung   der   Theorie   der  Kugelfunetionen   zur  Berechnung   des 
Potentials  eines  homogenen  Körpers. 

Das  Potential  eines  homogenen  Körpers  in  Bezug  auf  einen  be- 
liebigen Punkt  p  hat  den  Werth: 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Massenelemente  dm^ 
des  Körpers.  Dabei  bezeichnet  E  den  Abstand  des  Elements  dm^  voui 
Punkte  p. 

Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  p  und  des  Ele- 
mentes dm^  respective  mit  (r,  fi,  9p)  und  {r^,  fi^,  tp^),  und  setzt  man  dem- 
gemäss 

(2.)  dm^  =  qr^^dridfi^dipi , 

wo  q  die  constante  Dichtigkeit  des  Körpers  vorstellt,  so  folgt  aus  (1): 

(3.)  y^^^j^f'rl^i.pd^ 

Bei  der  weiteren  Rechnung  beschränken  wir  uns  auf  zwei  möglichst 
einfache  Fälle. 

Erster  Fall:  Der  Anfangspunkt  0  des  Polarcoordinatensystems 
liegt  innerhalb  des  Körpers.  Um  diesen  Punkt  0  ist  eine  den  Körper 
umschliessende  Kugelfläche  beschrieben; 
und  der  sollicitirte  Punkt  p{r,  fi,  cp)  liegt 
ausserhalb  dieser  Kugelfläche. 

Für  jedwedes  Körperelemeut 
dm,(r„  ^^,  cp^) 

ist  alsdann  »j  <  r,  das   in  (3.)  enthaltene 
1 


E 


also  darstellbar  durch: 


=0    r 


[vgl.  (5.)  pg.  40] , 
wo  y  den  Winkel  zwischen  r  und  r^   vor- 
stellt.    Somit  folgt  aus  (3.): 
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wo  U„   die  Bedeutung  hat: 

^^n  =  <1  JJJ  Pn  (cos  y)  t\"  +  -di\d^i  dcp^ . 

Da  P„(eos  y)  nur  von  cos  y,  also  nur  von  ^i,  cp,  ^l^,  qpj,  nicht  aber  von 
r,  i\  abhängt,  so  ist  die  Integration  nach  rj  sofort  ausführbar.  Man 
erhält: 

(5.)  U„  =  ^  ffPnicos y)  B,^+^d^,d<p, , 

wo  i?i  den  der  Richtung  (fi^,  g)j)  entsprechenden  Radiusvector  der 
Körperoberfläche  vorstellt. 

El  wird,  falls  die  Körperoberfläche  in  bestimmter  Weise  gegeben 
ist,  eine  bestimmte  Function  von  fi^,  cp^  sein.  Und  demgemäss  wird 
nicht  nur  B^  selber,  sondern  z.  B.  auch  die  j*®  Potenz  von  i?j,  und 
ebenso  auch  log  i2,  nach  Kugelfunctionen  entwickelbar  sein: 

(6.)  -R/=  J'r,0>(/^n9'i), 

A  =  0 

(7.)  ^OgBi  =  ^  L/,(^^,(p^), 

wo  L/,,  ebenso  wie  Y;^^J\  eine  Kugelfunction  /i*®''  Ordnung  vor- 
stellen soll*). 

Substituirt  man  nun  die  aus  (6.)  für  j  =  n  -\-  3  sich  ergebende 
Reihe: 

/,  =  o 

in  (o.),  und  beachtet  man  die  Integraleigenschaften  der  Kugelfunctionen 
(pg.  57  u.  58),  so  erhält  man: 

und  demgemäss  erhält  man  für  das  Potential  F  (4.)  den  Werth: 

(8.)  V=47iq  ^ ^ — -  lV»+3)(u,  w). 

■'»=0  («  +  3)(2»i+  l)r"  +  ^  ^^'^^ 

*)  Bei  T/j^^  dient  das  eingeklammerte  (j)  als  oberer  Index  zur  genaueren 
Unterscheidung.  So  z.  B.  werden  die  Potenzen  i?,^  und  J?,  ^  durch  ganz  ver- 
schiedene Entwicklungen  dargestellt  sein.  Und  die  in  diesen  beiden  Entwick- 
lungen auftretenden  Kugelfunctionen  sind  alsdann  nach  unserer  Bezeichnuugsweise 
durch  i'/^\  resp.  durch    1'^*""^  angedeutet. 
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Zweiter  Fall:  Der  Coordinatenanfangspunkt  0  und  der  sollicitirte 
l'unkt  j)(r,  |u,  (p)  liegen  beide  innerhalb  des  Körpers,  und  besitzen  eine 
derartige  Lage,  dass  eine  um  0  mit  dem  Radius  Ol)  beschriebene 
Kugelfläche  <?  ebenfalls  vollständig  innerhalb  des  Körpers  liegt. 

Alsdann  zerfiillt  der  Körper  


durch  diese  Fläche  a  in  eine  Jw- 
mogene  Kugel,  und  in  einen  ausser- 
halb 6  liegenden  schaalenßrmigen  _-- -^p         ^ 

Thcil,   der  ebenfalls  hmnogen  ist. 

Das  Potential  des  ganzen  Körpers  i 

auf  den  Punkt  jj  hat  daher  den 

Werth:  1         \ 


/  \  *^^" 


''  I  \ 


?' 
0* 


die  Integration    ausgedehnt  über  '^"■- — ~zS^ 

alle  Elemente  dm,   des  schaalen- 

.    .  .  1      . 

förmigen  Theiles.     Substituirt  man  hier  für  dnii  und   -^  die  Werthe: 

dm^  =  qr^^dr^dn^dfp, ,     [vgl.  (2.)J , 
-^  =  2  -f+r  Pn{co^  y),     [vgl.  (5a).  pg.  46], 

so  erhält  man: 

(10.)  F-i^ä^+J,-«., 

WO  95„  die  Bedeutung  hat: 

/?,    +1  -in 

fll.)  5ß„  =  qj  f  f  PJeos  y)r,'  —  dr,dii,dq>,. 

r     — 1    0 

Hier  repräsentirt  R^  den  der  Richtung  (i^i,  ,9)1)  entsprechenden  Radius- 
vector  der  Körperoberfläche. 

Aus   (11.)   ergiebt  sich   z.  B,   für  n  =  0,  falls  man  nur  beachtet, 
dass  P(,(cos  y)  =  1  ist  [vgl.  (0.)  pg.  46],  die  Formel: 

Ri    -f  X  2» 

r     —  1     0 
d.    i. 

—  1  0 

Substituirt  man  hier  für  i?,^  die  aus  (6.)  für  j  =  2  entspringende  Ent- 

wickliing: 


i 


Die  allgemoiueu  Kugelfuuctiouen  mit  zwei  Argumenten. 


65 


und  beachtet  man  die  in  (22a.)  pg.  57  angegebene  Integraleigenschaft 
der  Kugelfuuctionen,  so  erhält  mau: 

^0  =  V  /  /  ^o'K^u  ^Mi^.dcp,  -  27cqr\ 
—  1  (I 

Eine  Kugelfunction  0*"  Ordnung  ist  aber  stets  eine  Constante  [vgl.  die 

erste  Bemerkung  pg.  49j.    Demgemäss  ist   y„(2)(j[tj,  qp,)  eine  Constante. 

Bezeichnet  mau  diese  Constante  kurzweg  mit   Y^p\  so  ergiebt  sich: 

(12.)  $öo  =  2%(i  IV^)  -  2nqr\ 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  aus  (11.)  für  w  =  1  uud  n  =  2, 

und  uuter  Anwendung  der  Entwicklungen  (6.)  und  (7.),  die  Formeln: 


(13.) 


^^^'-^iVH^,^)-. 


^.= 


4(^j9) 


Endlich  ergiebt  sich  aus  (11.),  falls  w^3  ist,  unter  Anwendung  von  (6.), 
die  Formel: 


(14.) 


^"  (n  — 2)(2n+  1)    ^"  V^>9'J7 

[für  n  =  3,  4,  5,  etc.] . 


Substituirt  man  nun  in  (10.)  für  3?^,  S^^,  35^,  SS3,  $84,  etc.  die 
durch  (12.),  (13.),  (14.)  dargebotenen  Werthe,  so  erhält  man  für  das 
gesuchte  Potential  V  folgende  Formel: 


(15.)      V=47iq 


1  5M2)  +  L.  iMi)(^«,  ^)  +  [r.  LJ^^,  cp)  -  ^] 


'Ma^ 


2X2^+1)  ^»^'-"^(^' 9^) 

Ist  der  gegebene  Körper  eine  um  0  beschriebene  Kugel,  mithin 
Ri  =  Const.,  so  sind  die  Werthe  der  Kugelfuuctionen  YJ'^^  und  i« 
auf  Grund  der  Formeln  (6.),  (7.),  sofort  angebbar.  Man  erkennt  nämlich 
aus  jenen  Formeln,  dass  in  diesem  Falle  Y(,W  =  Rjj^  ferner  L^^  =  log  R^ 
wird,  während  alle  übrigen  YJ-^^  und  L„  verschwinden.  Für  den  Fall 
der  Kugel  reducirt  sich  daher  die  Formel  (15.)  auf 

(16-)  V=^4:tq{^R,^-^-), 

was  in  Einklang  steht  mit  unsern  frühern  Untersuchungen  [vgl.  (Gi.) 
pg.  13]. 


P.  Neumann,  Vorl.  iib.  das  l'otiüitial. 


Viertes  CaxDitel. 

I>ie  anal} ti.sclicii  Aiisdriicke  der  alli^emeiiieii  KH.i:;elfiiii(lioiieii,  iiiul 
die  Iiiteffralei^eiiscliafteii  derselben. 

Der  reciproke  Werth  der  gegeuseitigen  Entfernung  E  zweier 
l'unkte  (»',  ft,  9?)  und  {fi,fii,g)i)  ist,  falls  ^j  <  r  gedacht  wird,  durch 
die  Reihe  (5.)  pg.  46  darstellbar: 

-^  n=0    r  ^ 

wo    y    die    gegenseitige  Neigung    der    beiden   Richtungen    (u,  9)   und 

{^i,  9i)  repräsentirt,  mithin  der  Formel  entspricht: 

(2.)  cos  y  =  ^Hi  -f-  ]/!  —  /ti^  1/1  —  iu^i^  cos  (9)  —  9),) , 

d.  i.  der  Formel: 

(3.)  cos  y  =  fl(.^^  -{-  66^  cos  0. 

Hier  haben  alsdann  6,6^  und  O  die  Bedeutungen: 

(4.)  a=j/n^,     a,  =  ]/n=-~i<,     0  =  9) -9,,. 

Um  die  Formel  (1.),  deren  Wichtigkeit  schon  früher  (pg.  27)  an- 
gedeutet wurde,  für  die  Anwendung  bequemer  zu  machen,  wird  es 
nothwendig  sein,  das  in  derselben  enthaltene  P„(cos  y)  zu  cnüvicJiclfi 
nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  0  =  9)  —  9), .  Diese  Entwicklung 
soll  im  gegenwärtigen  Capitel  ausgeführt  werden.  Solches  absolvirt, 
werden  wir  alsdann  genauer  einzugehen  im  Stande  sein  auf  die  ana- 
lytischen Ausdrüclce  der  allgemeinen  Kugclfunctioncn,  sowie  auf  die  schon 
berührten  Integrideigenschaftcn  derselben. 

§   1- 
Entwicklung  der  Kugelfunctionen  1\  (cos  y). 
Wir  haben  bereits  gefunden  [vgl.  /,.   B.  (G.)  pg.  46 1: 

Po(cosy)  =  l, 
Pi(cosy)  =  cosy, 
^'2  (cos  y)  =  f  cos^  y  —  \ , 
-PflCcos  y)  =  5  cod^  y  —  I  cos  y, 
etc.  etc. 


i 
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Hieraus  folgt,  falls  man  für  cos  y  den  Wertli  (3.)  substituirt: 

Po  (cos  y)  =  l, 

P,  (cos  y)  =  jtt/u.j  -{-  66i  cos  O, 


(G.) 


P.(cos  y)  =  „   i^^i^  +  ö(?i  cos  0)=^  - 


5  3 

P3(C0S  7^)  =    .:,    (««1  +  f?«?!  cos  Ct))'^  —    [^    (;ifA,    +  (7(7,  cos  0)  , 


etc.     etc. 

Führt  man  hier  die  Potenzerhebungen  des  Binoms  {^^ii  +  ö(?,  cos  0) 
wirklich  aus,  und  verwandelt  man  dabei  zugleich  die. Potenzen  von 
cos  0  in  die  Cosinus  der  Vielfachen  von  0,  was  zu  bewerkstelligen  ist 
mittelst  der  bekannten  Formeln: 

.,     .  1   +   C08   20 

cos-  0  =  — !-— , 


.j  ^         3  cos  (t>  -f-  cos  30 


cos'  0  = ,    etc., 

so  erhält  man: 

P,(cosy)  =  (l), 

Pi(cos  y)  =  (/i/*,)  +  (l)(?(?,  cos  0, 

A(cos  y)  =  (y  (fi^^y  +  'l  {66,y  -  y)  +  (S^iiii)  66^  cos  0 

^3 (cos  y)  =  (~  {iin.y  +   ^^-  ii^iiööj'  —^^^,^ 

+  (2^  i^^if  +   ^Q    {<^^if  —  I)  ^^1  cos  0 

+  ("IT  '^'^i)  (<^<^i)'cos20  +  (|)((?(?,)3cos  30. 

Diese  Formeln,  in  denen  die  starken  Klammern  an  mehreren  Stellen 
nur  der  bessern  Uebersichtlichkeit  willen  zugefügt  sind,  können,  falls 
man  die  in  diesen  Klammern  enthaltenen  Grössen,  unter  Beifüfunü 
passender  Indices,  mit  f,  resp.  2f  bezeichnet,  folgendermassen  geschrieben 
werden: 

-Po  (cos  y)  =  /;„,, 

]\  (cos  y)  =  /,„  +  2/n(?(7,  cos  0  , 

(S.)  P,(cos  y)  =  /,„  +  2/;,  (Jö,  cos  0  +  2f^.,{66j'  cos  20 , 

P,(cos  y)  =  f.,^  +  2/;,(?(?,  cos  0  +  2/:52 ((?(?,)' cos  20 

+  2/33((r(J,)'cos30, 
5^^ 
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wo  alsdann  die  f's,  ausser  den  /u,  u, ,  nur  noch  die  Quadrate  der  6,  ö, 
enthalten.    Diese  Quadrate  der  6,  6^   haben  aber  nach  (4.)  die  VVerthe 

ö"  =  1  —  fi-,       a^-  =  1  —  (u,-. 

Folglich  sind  die  /'s  ganze  rationale  Functionen  vou  /u,  ^Uj.  Ueberdies 
erkennt  man,  dass  jedes  /'  in  Bczmi  auf  fi  tmä  ^^  sym»iefrisch  ist. 

In  analoger  Weise  wird  sich  nun,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  für 
das  allgemeine  P„(cosj')  die  Formel  ergeben: 
(0.)     P„ (cos  y)  =  /;,u  +  '2f„  1  (?(?,  cus  0  +  2/;  ^{(yo^)-  cos  20  -|-  •  •  •  • 

••••  +  2/;,,  (()(?,)>  cos  j0  +  ••  •  +  2  f„n(6  6iY  cos  n0. 

Dabei  repräseutirt  alsdann  f„j  eine  yansc  rationale  Function  von  u,  /stj, 
und  zugleich  eine  Function,  die  in  Bezug  auf  ,a  und  /Hj  t^ymnictriscJi  ist. 
Man  kann  übrigens  die  Formel  (9.)  einfacher  so  schreiben: 

n 

(10.)  P„(cosy)  =  2  Sj  f„ j (06 JJ  cos  j(\), 

1=0 

oder  mit  Rücksicht  auf  (4.)  auch  so: 

n 

(11.)     P„  (cos  y)  =  2  sjfnj  (l/l^T^  /r^7?)'  cos  ji(p  -  cp,) , 
>=ü 

wo  alsdann  die  «'s  die  Bedeutungen  haben: 

(12.)  «0=1;     «1  =  «2  =  «3  =  «4  =  f5  =  •  •  •  •  =  2 . 

Die  Functionen  /„^  würden  sich  durch  Vergleichung  der  P'ormeln  (7.) 
und  (8.)  sofort  bestimmen  lassen.  Bequemer  zu  diesem  Zwecke  ist 
aber  die  Anwendung  der  für  P„(cos  y)  geltenden  Differentialgleichung 
(13.)  pg.  48. 

Setzt  man  zur  augenblicklichen  Abkürzung: 

(13.)  F„,=/;,(l/^^^)^ 

mithin  [nach  (11.)]: 

n 

P„(cos  y)  =  2  £jFnj{y\  —  ii/)' cos  j{(p  —  qp,) , 

so  ergiebt  sich,  falls  man  diesen  Ausdruck  in  jene  Differentialgleichung 
substituirt,  die  Formel: 

Da  nun  diese  Gleichung,  deren  linke  Seite  nach  den  Cosinus  der  Viel- 
fachen vou  {(p  —  75,)  fortschreitet,  stattfinden  soll  für  hrUehiz/e  Werthe 
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von  {q)  —  qpj),  so  müssen  die  Coefficienten  jener  Cosinus  einzeln  =  <> 
sein.     Man  erhält  also: 

(14.)     „(«  +  m,  +  ^^  ((1  -  ,«^)  ^)  -  ^;,  =  0 . 

Substituirt  mau  aber  hier  für  Fnj  seine  eigentliche  Bedeutung  (13.), 
so  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

(15.)     (n  -  j)in  +  j  +  1)/;,  -  (2i  +  2)^a  ^^  +  (1  -  f^')  ^  =  0 . 

f'nj  ist  also  eine  ganse  rationale  Function  von  ft,  die  überdies  die 
Eigenschaft  hat,  der  Differentialgleichung  (15.)  Genüge  zu  leisten. 
Hieraus  folgt  sofort  [Satz  pg.  37],  dass  fnj  von  der  Function 

nur  durch  eiuen  constantcn,  d.  i.  von  ^  imabhünyigen  Factor  sich  unter- 
scheiden kann.     Man  erhält  aIso:< 

Dieser  von  ^  unabhängige  Factor  B  kann,  weil  fnj  eine  Function  von 
fi  und  /itj  ist,  nur  noch  von  fi^  abhängen,  und  mag  demgemäss  mit 
Bnjifii)  bezeichnet  werden.     Die  so  entstehende  Formel 

f,,j  =  Bnj(^,)Pn^^K^) 
kann  sofort  noch  weiter  vervollkommnet  werden. 

Wir  wissen  nämlich  [vgl.  die  Betrachtungen  von  (8.)  bis  (10.)], 
dass  fnj  symmetrisch  ist  in  Bezug  auf  ju,  und  ju-^.  Jeue  unbekannte 
Function  Bnjijii)  muss  daher  nothwendig  =  CnjPa^^i^i)  sein,  wo  C„y 
eiue  Constante  vorstellt;  sodass  man  also  erhält: 

/;,  =  a,p„o)(u,)p,o'(^). 

Dies  in  (11.)  substituirt,  erhält  man  schliesslich: 
(16.)  P„(cosy)  = 

=i'f,a,Pn(^>Ctt)p„^>)(^i)(yr=v}/^=^^yco.sj(9.~<3PO 

Demgemäss  gelangt  man  also  zu  folgendem  Resultate: 

Entwicklung  von  I\  (cos  y).  —  Verst(M  man  unter  y  die  gegenseitige 
Neigung  der  beiden  lUcldungen  (^,  (p)  und  (fti,  qpj),  mithin  unter  cos  y 
den  Ansdrneh  : 

(1.)  cos  y  =  uu^  -\-  yi  —  ^-  yi  —  ^^-  cos  {cp  —  qp,), 

so  ist  die  Function  P„(cosy)  folgendermassen  entwicJcelbar  : 

n 
(2.)  Pn  (cos  y)=^  £j  Cnj  P„j  (^)  Pnj  (|tii)  COS  j  ((f    -   9?,)  . 
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Hier  haben  P„j(}i)  mul  P„^(fA,)  die  Bedeutungen: 

P„,(^)  =  (l/l  -  ,a--')^'  IV^'i^i)    =  {V\  -  .u-O^  ^^^^-^  , 
(3.)  ^.J 

n»(/  dtmgemäss  ist  m.  B.: 

(3a.)  7^,oCa)-P,.(")(iu)-=P„i^). 

Fernem'  sind  unter  den  £,  die  Zahlen  zu  verstehen: 

(4.)  fo  =  1 .     f  1  =  f.>  =  fu  =  ^i  =  ••••  =  -  • 

Gleichzeitig  repräscntiren  die  Cnj  gctvisse  Constanten.    Biese  Constanten 
haben  (wie  im  nächsten  §  gezeigt  werden  soll)  folgende  Werfhc: 

fr.  \  r     —  ^^ÜLJlJl 

^"^•^  ^"j—  T]{n-\-j)' 

wo  TT  die  Gauss' sehe  Function  vorstellt.     Bemgemäss  ist  z.  B.: 
(1    1 


p    1       c     — 

^10         ^  '      '-'11         1.2  ' 

'■"  '         -'         "j.a  '         -'         1  .'i 


(öa.)  1  1 

20  '  '       ^21  2.3  '  "  1.2.3.4  ' 


3.4'      ^2         2.3.4.5'         ■^'■^         1.2.3.4.5.6 
etc.  etc.  etc. 


Bemerkung.  —  Schreibt  man  die  Function  P„  (cos  y),  nach  Maass- 
gabe der  Formel  (2,),  der  Reihe  nach  hin  für  w  =  0,  1,  2,  3,  etc.,  so 
gelangt  man  mit  Rücksicht  auf  (3a.),  und  indem  man  für  die  Con- 
stanten £  und  C  die  angegebenen  Werthe  substituirt,  zu  folgender 
Tabelle: 

Po  (cos  y)  =  1 , 

1\ (CO.  ,)  =  P, M l',  (,,)  +  2  ^"""^i'i'"""'^  , 

p,(cos ,)  =  vMi'M)  +  i!  ^"""'■'.y"  +  2:^'f;|^-';°^-^  , 

P3(cos  ,)  =  PMl'Ai^,)  +  ^  '^^^'^'-^"'-^  ^  25,«i>.(.^^ 

,      .^  -^33  iC)  ^83  (ftl)  C08_3  0 

"T  1.2.3.4.5.6  ' 

etc.  etc.  etc. 

wo  0  zur  Abkürzung  steht  für  {cp  —  (p^). 
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§   '2. 
Nachträglicher  Beweis*)  der  Formel  (5.)  pg,  70. 

Zur  Füliruug  dieses  Beweises  werdeu  wir  die  gegenseitige  Ent- 
fernuug  E  zweier  Punkte  betrachten,  die  beide  auf  der  x-Axe  liegen, 
für  welche  also  ^  =  %^  =0,  mithin  ju^  =  fij  =  1  ist. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  ^  und  ftj  einander  gleich  (aber  ab- 
sichtlich noch  nicht  =  1)  setzen.  Ueberdies  setzen  wir  der  Bequem- 
lichkeit willen  r^  =  1  und  cp^  =0,  und  r  <  1;  so  dass  wir  also 
folgendes  Schema  haben: 

^-  <  1  ,  [  >-i  =  1  , 

(Ä.)  la  ,  .«1  =  ^  , 

(p,  1  qoj  =  0  . 

Alsdann   ergiebt   sich   für   die   gegenseitige   Entfernung  E  der   beiden 
Punkte  die  Formel  [vgl.  (5  a.)  pg.  46J: 

(B.)  ^  =  rr^— H— x=^  =  i'*-  ^«  (^««  y^  ; 

^  yi  —  -»■  cos  y  +  /•-       „=o 

und  gleichzeitig  ergiebt  sich  aus  (1.),  (2.)  p.  69: 

cos  y  =  ;a-  -[-  (1  —  ^-)  cos  (p, 

n 

P„  (cos  y)  =  ^SjC,  i[r„^(^)f  coH  j(p  . 
Substituirt  mau  diese  Werthe  in  (B.),  so  folgt: 

je  rt      , 

y(l-f  r*  — 2rfi.*)  — 2r  (1  — fi.*)cosqp  ,,=o  ;=o  ^  ) 

(r<  1). 

Diese  Formel  (C),  tvelehe  stets  gültig  sein  wird,  falls  nur  die  Be- 
dingung r  <  1   erfüllt  ist,  soll  nun  henidzt  tvcrden  zur  Bestimmung  der 
^  Coltstanten  Cnj,  imd  ztvar  in  der  Weise,  dass  man  in  ihr  die  Variable 
(u,  =  1  macht. 

Die  Formel  (C.)  hat  die  Gestalt: 

F{(p)  =  ^  ^  Anj  sj  cos  j(p , 


*)  Dieser  Beweis  wird  hier  bewerkstelligt  werdeu  nicht  nach  der  in  den 
F.  Neumann' sehen  Vorlesungen  benutzten  ia^jZacc'schen  Methode,  sondern  viel- 
mehr nach  einer  etwas  einfacheren  Methode,  die  der  Herausgeber  für  seine  eigenen 
Vorlesungen  sich  zurecht  gelegt  hat. 
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,1.  i.  ilic  Gestalt  [vgl.  (4.)  pg.  7<>]: 
F{(p)  =  A,^ 

+  ^„j  +  2^1,  cos  <jD 

+  .•!._„  +  ^  A'i  c<5s  (p  +  2.-122  cos  2qD 

+  A.^Q  -\-  2Ar^i  cos  qp  +  2yl;j._,  cos  2 9  +  2^433  cos  3g) 

+  etc.  etc.  etc. 
Miiltipliciit    man   aber  diese   letzte   Formel   mit  i:oaj(pdq),    wo  j  eine     J 
der  Ztihlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellen  soll,  und  integrirt  über  das  luter-     ' 
villi  (p  =  0.  .  .27r,  so  erhält  man: 

fFi(p)  QOi}j(p<I(p  =  2ji{A,j  +  4+1,,  +  Aj^.>^j  +  ■■■), 
0 

oder  einfacher  geschrieben: 

^«  /  i'\'P)^o^J'P(i<P  =  ^^nj,     (wo  j  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .). 
Dieser  Bemerlvung  entsprechend,  ergiebt  sich  aus  (C): 

^'^  ü   V(l  +  »•'  —  2»>')  -  2r  (l  -  ft'O  C08  cp  ifZj  1  '      '•'  ^'  -"    I  '     1 

(wo  j  =  0,    1,  2,  ...). 

Setzt  mau  in  dieser  Formel*)  zur  Abkürzung: 

U=  1  -I- y2  _  2rfi% 

^''^  F=2>(l-,'0, 

und  dividirt  man  überdies  die  Formel  durch  die  j^'  Potenz  von  V,  so     i 

erhält  man  [vgl.  (3.)  pg.  70]:  ^ 

Wir  A\  ollen  nun  in  dieser  Formel  die  Variable  fi  allmUhUch  zu  1 
werden  lassen,  indem  wir  zuvörderst  annehmen,  es  sei 

1^1  nahezu   =  1  ,  * 

mithin   U  nahezu  =  (1  —  rf  , 
und   F  nahezu  =0.  1 

Die   linke  Seite  der  Formel  (F.)  ist  ulsdanji  (weil    V  nahezu  =  0  ist") 

*)  Man  kann  in  (D.)  die  Variable  (i  z.  B.  =  1  setzen,  und  findet  alsdann, 
dasB  die  Con«tanteu  C^q  sämmtlich  =  1  sind;  ohne  dabei  aber  AufschluHs  zu 
orbalten  über  die  Constanten  C     (j  >  <»). 
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entwickelbar  nach  öteigeudeu  Potenzen  von  V,  also  in  die  Gestalt  ver- 
setzbar: 


0       L 


cos  Jcp  ilcp 

v^yu  ' 

wo   Ä„,  /j,,   h,  .  .  .   die    schon    früher    (pg.  28)    angewendeten    Zahlen 
vorstellen : 


IJ.) 


h  =  1 


\  = 


2  ' 


h  = 


h  = 


2T4' 
n(2i) 


^'H  =  s^rr^:  >     etc.  etc. 
•^         2.4.G' 


Nun  ist,  wie  sich  leicht  ergiebt: 

/  COS  jcp  d(p  =  0 , 


(K.) 


Tcos  j(p  cos  9?  f?9)  =  0 , 
0 

2;r 

Jcos  jqp  (cos  (pf  dcp  =  0 ,       (j  =  0,  1 ,  2,  3,  .  .  .) 


cos  jcp  dtp 

vjyu  ' 


Tcos  j'9)  (cos  9p)^~^  f?9J  =  0 , 
0 

2n 

/cos  jcp  (cos  ^y  äcp  =  -^-^ 
wodurch  das  Integral  (H.)  sich  reducirt  auf: 

i\   \         ^      r\l-   {^(^o^^V    I    7.         /Fcos9y  +  ' 

so  dass  also  die  Formel  (F.)  folgende  Gestalt  erhält: 

27r 
/'M^  ^       r  U    /coaqpy    ,     7.         T^/cosqoy+l  "I  coa  jcp  dcp 

p^-^     2^  J  L  •'  v^^r;  +  ^'^+1  ^  l-r-j     +  • '  ']'~yW~ 

Bringt  man  jetzt  endlich  die  in  (G.)  begonnene  Operation  zum  Ab- 
schluss,  indem  man  (i,  U,  V  geradezu  die  dort  angegebenen  Werthe 
1,  (1  —  rY,  0  annehmen  lässt,  so  reducirt  sich  die  Formel  (M.)  auf: 
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Die  lutegratioii  linker  Hand  ist  sofort  ausführbar  mittelst  der  letzten 
der  Formeln  (K.).  Beachtet  man  überdies,  dass  zufolge  (J.)  und 
nach  {).  37 J 

ist,  so  erhält  man: 

Andererseits  aber  erhält  man  direct  auf  Grund  des  Binomischen  Satzes: 
( 0  ^  TT  (2»      _  TT(2i)         TT(2j-fl)  n(2i4-2)    .,    , 

^  ^^        (i_,y^+»       n(0)  "1      n(i)        "^     n(2)     '   ~t-    '  • 

...  n(^+j)  ,.,._,  .... 

-t-  n(n-j)  ^ 

Die  Vergleichung  dieser  beiden  Formeln  (N.)  und  (0.)  liefert  aber 
sofort: 

%  3. 
Die  analytischen  Ausdrücke  der  allgemeinen  Kugelfunctionen. 

Nach    unserer  Definition    (pg.  48)    ist    unter    einer   Kugelfunction 
j^tcr  Ordnung  von  ^,  rp  ein  aus  den  drei  Grössen 


ft,       ]/l  —  ft^  cos  qp,       ]/l  —  /u.''  sin  9? 

zusammengesetzter  Ausdruck  zu  verstehen,  welcher  in  Bezug  auf  diese 
drei  Grössen  eine  ganze  rationale  Function  n^"  Dimension  vorstellt,  und 
welcher  überdies  der  Differentialgleichung 

«(«  +  \)F -\- ..-  in  —  ju^v.  )  +  z — ^  ^-^  =  0 

^  '    cfi  \^         '      Cjü/    '    1  —  ju.*  dcp- 

Genüge  leistet.  * 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wie  schon  damals  [(18.)  pg.  49]  bemerkt 
wurde,  dass  die  von  y,  d.  i.  von  ^,  (p,  jt, ,  cp^  abhängende  h'unction 
P„  (cos  y)  in  doppelter  Weise  eine  Kugeljunction  w**""  Ordnung  zu  nennen 
ist,  uämlicli  sowohl  in  Bezug  auf  ^i,  (p,  wie  auch  in  Bezug  iiuf  ^j,  (p^. 
Und  hieraus  folgt  weiter,  dass  z.   B.  der  Werth  des  Integrals 

/? 
J'P„(cosy)/'(9Ji)(/(3D, 


Die  aualjtisehon  Ausdrücke  der  allgcmoinen  Kiigelfuuctionen.  75 

in  Bezug  auf  fi,  q)  wiederum  eine  Kuydfunction  Ji*"'"  Ordnung  vorstellt. 
Dabei  kauu  die  Function  t  {'Pi)  ^^^^  o^"^  beliebige  sein;  und  ebenso 
können  auch  die  Constanten  A^  B  willkürlich  gewählt  sein.  Dem- 
gemäss  wird  also  z.  B.  der  Werth  des  Integrals 

in 

f  Pn  (cos  y)  cos  5(p^  dq)i 

ü 

eine  Kugclfunction  n^"''  Ordnung  sein  in  Bezug  auf  ^,  (p.  Der  Werth 
dieses  letztern  Integrales  ist  aber,  wie  sich  aus  (2.)  p.  G9  leicht 
ergiebt,  gleich 

nSöCnb  Pn5  {^)Pnb  (^)  COS  5^9, 

also  durch  Absonderung  der  constanten  (d.  i.  von  fi,  (p  unabhängigen) 
Factoren  reducirbar  auf: 

Pn6  (^)  COS  5qp. 

Mithin  ist  dieser  letztere  Ausdruck  eine  Kiigelfunction  «*"  Ordnung. 
In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  dass  sämmtliche  Ausdrücke 
Pnj{ii)  COS  j(p,       Pnjili)  sin  j(3D      (j  =  0,  1,  2,  3,  . . .) 

Kugelfunctionen  ?z*"  Ordnung  sind.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  jed- 
wedem Aggregat  dieser  Ausdrücke;  sodass  man  also  zu  folgendem 
Satz  gelangt: 

Erster  Satz.  —   Versteht  man  unter  P„j{^)  die  in  (3.)  pg.  70  dcfi- 
nirte  Function,  so  iverdmi  die  Ausdrücke: 

Ca.)         Pnj{^)  cosjcp,     Pnj(^)  sin  j(p,     (j  =  0,  1,  2,  3,  . .  .)  , 

(/.  i.  die  Ausdrücke: 

(ä'.)  Pn  (i^t)  ;       Pn  1  (^)  cos  Cp,  Pnl  {}i)  sm  (p  ] 

P„  2(^)  cos  2 g? ,      P„  2 {^)  sin  2^ ;  • 
etc.  etc.  etc..  etc. 

lauter  Kugelfunctionen  n^''^  Ordnung  sein.  Und  GleicJies  gilt  daher 
auch  von  dem  Aggregat: 

n 

(33.)  2  [A^^'Pnii^^  COS  j(p  +  B^^^P„j{(i)  sinjcp] . 

falls  man  nämlich  unter  den  A,  7>  irgend  ivelche  Constatitcn  versteht. 
Uebrigens  ist  dieses  Aggregat  auch  so  darstellbar: 

n 

0-8'.)       A^'^Pn{^)  +  2  \AU)P,j{^)  cos  j(p  +  mPnj{^)  sin  jqpj , 
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und  im  Ganzen  also  mit  {2n  +  1)  tvillkürlichen  Con^tanten  be- 
haltet *\ 

Es  fragt  sich,  ob  uiicli  der  nmtjcleJirte  Satz  gilt,  also  ob  jedwede 
Kugelfunction  ?«*'"'  Ordnung  die  hier  iu  (ß.),  ($8'.)  augegebeue  Gestalt 
besitzen  wird. 

Es  sei  r„(,u,  (p)  eine  gang  hcticbiy  gegebene  Kugelfunction  /i*"  Ord- 
nung, also  eine  Function,  von  welcher  oivr  bekannt  ist,  dass  sie  den 
zu  Anfang  dieses  Paragraph s  angegebenen  Bedingungen  Genüge  leistet. 
Alsdann  gilt  nach  (27.)  pg.  58  die  Formel: 

-f  1   2n 

r„(jtt,  (p)  =  -"^—  J  f  Pn  (cos  y)  Yn  {(ii ,  (fi)  f?.«i  dcp^ . 

—  1     0 

Substituirt  man  aber  hier  für  P„  (cos  y)  seinen  Werth  (2.)  pg.  69,  und 
denkt  mau  sich  sodann  die  Integrationen  nach  ^^  und  qpj  wirklich 
ausgeführt,  so  erhält  man  für  Yn  (jtt,  q))  einen  Ausdruck  von  der  iu 
{'&■),  iß')  angegebenen  Beschaffenheit.  Somit  ergiebt  sich  folgender 
Zweiter  Satz.  —  Jedwede  Kugelfunction  n**""  Ordnung  von  fi,  (p 
hat  die  in  ($>.),  (33'.)  angegebene  Gestalt: 

(ß.)  ^  U'^^PnM  C0SJ9P  +  B^^^Pnjiii)  sin  J9)J, 

(/.  i.  die  Gestalt: 

(S'.)  ^'0)  +  2  W'Pnj  {(^)  COS  j<p  +  L'O)  1\^ (fi)  sin  jcp] , 

ivo  die  A,  B  Constanten  vorstellen. 

Verstellt  man  also  vider  F^,  Yj,  Y^,  etc.  irgend  tvelchc  Kugrlfunc- 
tlonen  respective  von  der  (>''",  l'*"*,  2'"",  n.  s.  u\  Ordnung,  so  iverden  y„, 
y, ,   Fgj  ^^'^-  nothtvendiger  Weise  folgende  Werthe  haben: 

Fo  =  A"P,(i.), 
(^.)         Y,  =  A,'l\i(i)  +  {Ä,'  cos9>  +  B,' sin <p)l\M, 
Y,  =  A,''P.,((i)  +  (A,'  cos(p  +  B./  sin  (p)l\M  + 

+  {A/  cos2qp  +  I?2^sin  2(p)P,M, 
etc.  etc.  etc. 
i/ier  smdf  imfcr  den  A^  und  BJ   zvillJcürliche  Constanten  zu  verstclum. 


'*)  M;iu  könnte  in  (53.),  (5V.),  statt  der  oberen  Summationsgrenzc  ■»,  auch  oo 
Hetzen.  Die  dadnrch  hiuzul<oiuinenden  Glieder  würden  durchweg  =  ü  sein,  üenn 
■^'ni^)  i'it  eine  ganze  rationale  Function  n^^  Grades.     Folglich  ist 

: —  =  0  ,       für  j  j>  n  . 

Und  Gleiches  gilt  daher  auch  von  l\j{ti)-     Vgl.  (3.)  pg.  70. 
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Bemerkung.    —  Bekanntlich  ist  Poda)  =  l   [vgl.   (10.)  pg.  29];  so  dass 
also  die  erste  der  Formeln  (3).)  die  Gestalt  besitzt: 
Y^  =  ^0«  =  Const. 

Mithin   ist  jede  Kugelfunction   0*®'  Ordnung   eine   Constante.    Diesen   Satz 
haben  wir  schon  früher  constatirt  [vgl.  die  erste  Bemerkung  p.  49]. 

ZAveite  Bemerkung.  —  Beachtet  man,  dass  die  P^ .  (ft)  den  Factor  l/l  —  fi' 
enthalten  [vgl.  (3.)  pg.  70],  und  dass  dieser  Factor  für  fi  =  +  1  ver- 
schwindet, so  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (2).)  sofort,  dass 

r,,    r,,    r,,    y,,   etc. 

für  fi  =  +  1  constante  Werthe  haben,  d.  h.  Werthe,  die  nicht  nur  von  (i, 
sondern  auch  von  qp  unabhängig  sind. 

Dritte  Bemerkung.  —  Die  Function  P^(cosy)  ist  [vgl.  pg.  49]  eine  Kugel- 
function n*^"^  Ordnung  sowohl  für  fi,  cp,  als  auch  für  fi^,  cp^.  Zufolge  unseres 
letzten  Satzes  muss  sie  daher  z.  B.  mit  Bezug  auf  fi,  cp  die  in  (©.),  (©'.) 
angegebene  Gestalt  haben.  Dass  solches  aber  in  der  That  der  Fall  ist, 
zeigt  ein  Blick  auf  die  in  (2.)  pg.  69  für  P^  (cos  y)  gegebene  Darstellung. 

§4. 
Die  Integraleigenschaften  der  Kugelfunctionen. 

Wir  wollen  zuvörderst  die  Integraleigenschaften  der  allgemeinen 
Kugelfunctionen  Yi,(ft,  9p)  kurz  recapitulircD,  und  sodann  zur  Betracli- 
tung  speciellerer  Fälle  übergehen.  Die  bereits  gefundenen  Sätze  [vgl. 
pg.  57,  58]  lauten  folgendermassen: 

Erstens.  —  Shul  Yn(^,g))  und  Z„^(^,  9?)  irgend  zwei  Kugelfimc- 
ti(men  resp.  von  den  Ordnungen  n  und  n^,  so  ist: 

+  1   27t 

(}•)  f  f  Yn{fi,(p)Y„^{}i,g))dfid(p  =  0,     falls  n^n^. 

—  1  0 

Bemgeniäss  ist  z.  JB.: 

(I iL.)  f  J  Yn iu,  (p) d^d(p  =  0,    falls  >H=  0 . 

—  10 

Zweitens.  —  Ist  Yn{^,  (p)  irgend  eine  Kugelfunction  w'*"""  Ordnung, 
so  findet  die  Formel  statt: 
+1 2« 

^^^•)        /  /  ^"  (^°^  y^  ^"  (^'  ^)  '^^  '^"p  =  ¥v7^i  ^"  (^1 '  9^1)  5 

—  10  ~ 

dabei  bezeichnet  y  die  Neigung  der  variablen  Richtung  {(i,  90)  gegen  irgend 
eine  feste  liichtimg  (^i,  tpi). 

Specielle  Fälle  der  Functionen  Y„(fi,  (p),  Y„,  (^,  (p)  sind  z.  B. 
P„(ft),  P„.  (^);  [vgl.  (?l.),  (31'.)  pg.  75].  Bringt  man  aber  die  Formeln 
(L),  (la.),  (II.)  auf  diese  speciellen  Fälle  in  Anwendung,  so  erhält  man: 
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/■   /'  1\  iii)  1\  (fi)  (i^i  (I(p  =  0 ,     falls  n   \   n,  , 

-  I       o 

+  1  in 

f  f  1\ {^)  (/^ d(p  =  0,     falls  M  4-  0 , 

—  1       0 

-f  1  2n 


/•  /'  P„  (cos  y)  1\  (fO  </.»  (Iq>  =  2 ,7-q:-7  Pn  M 


In  diesen  Formeln  sind,  falls  man  in  der  letzten  für  Pn  (cos  y)  die  Ent- 
wicklung (2.)  pg.  09  siibstituirt,  die  Integrationen  nach  q)  sofort  aus- 
führbar.    Man  erhält  in  solcher  Weise: 


+  1 


/P„(^)P„,(^V//i  =  0,     falls  H'l- 

—  1 

f  P„(li) (1^1  =  0,     falls  »H=0, 

—  1 

2;r  fo  CnO  Pno{(li)  f  Pno{^)  Pn  (^)  ^f*   =  ^77^   1   ^"  0*') 


Beachtet  man  nun,  dass  [vgl.  pg.  70 J 

f,,  =    1  ;       CnO  =  1        imil       PvO  =  Pn 

ist,  so  aelanjit  mau  schliesslich  zu  folgenden  Formeln. 
Formeln  für  die  Functionen  P„. 

(i.)  J  Pn i(i)  Pu,  iu)  (1^  =  0,     falls  n   |.  «, ; 

—  1 

+  1 
(]  a.)  f  Pn  in)  (Jti  =  0 ,     falls  n  .  |-  0 ; 

—1 

Z)a/>r/  Icann  übrigens  die  Formel  (la.)  angesehen  tvcrden  als  der  aus  der 
Formel  (I.)  für  n^  =  0  resultirende  Special f all 

Man   kann   nun   ferner   in   den  zu  Anfang  dieses  Paragraphs   an- 
gegebenen   Formeln    die    Kugelfunctionen    y„(/w.,  qp),     Y„,  (jx,  9)    auch 
ersetzen  durch  die  in  (^.),  (21'.)  pg.  75  aufgeführten  speciellei'cn  Kugel-     1 
functionen    P„j(^)coHJ(p    und    P,,j(^)  cos  jq).     Alsdann    gelangt    man, 
was   hier   nicht  weiter  ausgeführt  werden  soll,   zu  folgenden  Fornudn. 
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da.) 
(II.) 


Formeln  für  die  Functionen  P„^. 

f  Pnj (»  Fnj (iü)  f/fi  =  0 ,     falls  n  :^|=  Ml ; 


J  P„j  (^)  d(i  =  0 ,     falls  w  =1=  0 ; 
-1 


Von  diesen  Formeln  sind  die  beiden  ersten  gültig  für  jedwede  Zahl 
7  =  0,  1,  2,  3,  4,  .  .  .,  ivie  gross  dieselbe  auch  gedacht  werden  mag*). 
Hingegen  ist  die  dritte  mir  dann  amvendbar,  wenn  j  <i  n  ist. 

Bemerkung.  —   Die  Formel  (II.)  pg.  77   lautet,  falls   mau  ^y,  qo^ 
für  ^,  cp  schreibt,  folgendermassen : 

f  f  Pn (cos  ^oi)  Y„  (^o>  9^0)  ^(^0  ^fPo  =  2n+  1   -^"  '^^i '  '^i)' 
—  10 

WO  alsdann  yQ^  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Richtungen  (/a„,  g)„) 

und  (ftj,  9),)  vorstellt.     Da  nun   y„(^o,qDj  ^aZe  beliebige  Kugelfunction 

j^ter  Qi-(iii^;iig  geiu  darf,  so  kann  man  für  dieselbe  z.  B.  auch  P,»  (cos  y^-,) 

nehmen,   indem  [man  dabei  unter  y^g  ^i^  Neigung  von  (^y,  qp^,)  gegen 

irgend  eine  feste  Richtung  (^0,  (p-^)   versteht;    und  gelangt  alsdann  zu 

folgender  Formel: 

(^•)  /  /  ^^  ^^°^  >'oi^  ^^  (^®^  ^'02)  ^1*0  d'Po  =  2n4-  1  ^"  ^^^^  ^'-^  • 

—  10  "^ 

Hier  repräsentirt  alsdann  y^^  die  gegenseitige  Neigung  zwischen  irgend 

zwei  festen  Richtungen  (iii,g>i)  und  (/LI2;  9^2)7  Während  y^^  und  y^^g  'ü®' 

jenigen  Winkel   vorstellen,  unter  denen  die  variable  Richtung  (ft„,  q)„) 

gegen  jene  beiden  festen  Richtungen  geneigt  ist. 

§  5. 
Beiläufige  Betrachtungen.  **) 

Die  Functionen  P„  =  Po  (in),  Pi  =  Pi(ft),  P2  =  P-J^))  ^tc.  haben 
bekanntlich  [vgl.  (10.),  (11.)  pg.  29]  Werthe  von  der  Form: 


(1-) 


P,  =  Äii'  +  B^\ 
P,  =  C(i'  -i-B(i'  +  E^\ 
etc.  etc. . 


Pi  =  l^, 

P,  =  Ä'ii'~^B'^, 

etc.  etc. 


wo  ^,  i?,  C,  D,  E,  .  .  .  und  Ä,  B',  C ,  B' ,  E', 


Constanten  sind. 


*)  Wie  man  solches  leicht  erkennt  mit  Rücksicht  auf  die  Note  1%  7G. 
'**)  Dieser  Paragraph  ist  eingeschaltet  worden  vom  Herausgober. 
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Berechnet  mau  aus  den  Formeln  linker  Hand  successive  ,u",  ,u-,  ^*,  .  .  ., 
und   aus  denen  rechter  Hand  successive  ^*,  fi^,  fi-'  .  .  .,   so  erhält  mau 


(2.) 


etc.  etc. , 


etc.  etc. , 


und  «'.   //,   /,    d',   t',  .  .  .  wiederum  Cw- 


wo    die   a,   /i,   y ,   ö,    s, 
stanteii  sind. 

Bezeichnet   also  7   eine   der  Zahlen  0,   1,  2,  3,  .  .  .,   so  wird  die 
Potenz  /ti',  je  nachdem  q  gerade  oder  nngerade  ist,  entweder  aus 

Po(ft),     P,(^),     P,(,i),     .     .     .     P,_.(/t),     PXft), 
oder  aus 

p,(/.j,  p,(^j,  p,(^),  .  .   .   p,-2(ft),  P,r^) 

zusammensetzbar  sein.    Beide  Fälle  zusammenfassend,  gelaugt  man  zu 
folgendem  Satz: 

Ist  q  irgend  eine  der  Zalden  0,   1,  2,  3,  .  .  .,   so  ivird  stets  die 
Formel  stattfinden: 
(3.)        iii  =  StP,(^j  +  237V^(i^)  +  eP,-,(^)  •  • .  +  £P,f/t) , 

wo  St,  S3,  ß,  .  .  .  Ö  geivisse  Constanten  vorstellen^  und  ivo  A  =  0  oder 
=  1  2S^,  je  nachdem  die  Zahl  q  gerade  oder  ungerade. 

Multiplicirt  man  die  Formel  (3.)  mit  Pn{ti)d(i,  und  integrirt  über 
(i  =  —  1  •  •  •  -j-  1 ,  so  erhält  man : 

+1  +1  +1 

J^'jP„(ll)dil  =  %fPMPn(tl)dil  +  ^fP,^,{il)Pn(li)dil 
—  1  —1  —1 

+  1 


+  6/P,_4(ft)P„(^)r/;t+- 


Die  Integrale    rechts  werden   aber   [nach   (I.)   pg.  *78J   sämmtlich  =  0 
sein,  falls  mau  voraussetzt,  dass  n  mit  keiner  der  Zahlen 

^J,      'I  -  ^,      {Z  —  4 ,      (/  —  0  ,     ... 

coincidirt.     Man  gelangt  somit  zu  folgendem  Satz: 

Sind  n  und  q  irgend  zivei  Zahlen  aus  der  lieihe  0,  1,  2,  3,  4,  ... , 
so  ivird  das  Integral 

(4.)  f(ji'a\((i)dti 


stets  =  0  sein,   falls  n  mit  keiner  der  Zahlen  q,  q  —  2,  7  —  4,  . 
coincidirt. 
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Oder  ein  icenig  anders  ausyedrücJd :  Das  Intcfjral  ivivd  stets  =  0 
sein,  falls  q  mit  keiner  der  Zahlen  n,  n  -\-  2,  n  -\-  A,  ...  coincidirt. 

Die  Möglichkeit  einer  solchen  Coincidenz  ist  aber  von  vornherein 
abgeschnitten,  wenn  man  weiss,  dass  q<in  ist,  oder  wenn  man  weiss, 
dass  die  Zahlen  q  und  n  umjleiciiartig  (die  eine  gerade,  die  andere 
ungerade)  sind.  Demgemäss  kann  man  z.  B.  folgenden  specielleren 
Satz  hinzufügen: 

Sind  n  und  q  irgend  zivei  Zahlen  ans  der  Beihe  0,  1,  2,  3,  4,  .  . . 
so  zvird  das  Integral 

(5.)  J  ii'iF,(ii)dii 

—1 

sfpfs  =  0  sein,  falls  q  <.n  ist. 

Will   man  alle  Integrale   der  in  Rede  stehenden  Form  haben,   so 

sind  noch   diejenigen  Fälle   zu  untersuchen,  in  denen  eine  der  in  (4.) 

genannten  Coincidenzen  stattfindet.     Mit  andern  Worten:  Es  sind  al.s- 

dann  noch  folgende  Fälle  zu  untersuchen: 

+1  +1  +1 

(6.)  J  ii"FJii)d^,      f  ^"  +  ''FJji)d^,      J  ii-+^PJ^)dii,  etc.  etc. 
—1  —1  —1 

Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  aus  von  der  Formel  (II.)  i)g.  78: 
^  V 

'       —1 

und  substituiren  hier  für  das  erste  F„{fi)  den  bekannten  Wertli  [vgl.  (11.) 
pg.30]: 

P„(fi)  =  A,,^"  +  B.ii—'  +  C„^—'  +  •  .  •  . 

Alsdann  ergiebt  sich: 

+  1  +1 

2-Ari  ^  ^afii''Pn{^)d(i  +  5„/ft"-^P„(^)r7.a 
—  1  —1 

+  1 

■^Cnfil^-'Pn{^)d^-\ 

—  1 

In  dieser  Formel  aber  sind,  zufolge  des  Satzes  (5.),  die  mit  _B„,  C„, 
I)n,  .  .  ■  multiplicirten  Integrale  sämmtlich  =0;  so  dass  wir  also 
erhalten : 

^~,     1  =  ^»J    ^^Pn(^)dH. 
—  1 

Substituiren  wir  aber  hier  für  An  seinen  l)ekannten  Werth  |vgl.  (12.) 
pg.  30|: 

^    =    TT  (2«) 
■'"Win)' 

y.  Neu  mann,  Vorl     ilb.   das  Potential.  6 
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so  erhalten  wir: 

Hiermit  ist  das  erste  der  Integrale  (G.)  berechnet.  In  analoger 
Weise  wird  man  die  Werthe  der  ührUjen  Integrale  (G.)  linden  kiumen: 
worauf  aber  hier  nicht  weiter  eingegangen  werden  soll. 

§  ^5. 
Methoden  zur  Entwicklung  einer  gegebenen  Function  nach 
Kugelfunctionen.     Erste  Methode. 
Wir   haben   bereits   früher  gesehen,  dass   eine   beliebig  gegebene 
nnd    durchweg    endliche    Function    /'(^,  fp)    stets,    und    stets    nur    auf 
einerlei  xVrt   nach   Kugelfunctionen    entwickelbar   ist.     [Vgl.   die   Sätze 
pg.  55  und  59.]     Es   handelt  sich   nun  um   die   wirkliche  Ausführung 
,     dieser  Entwicklung: 

(1.)  /"Ca,  9,)  =  r„  +  Y,  +  r,  + . . .  +  y„  + . . ., 

d.  i.  um  die  Bestimmung  der  Y's.  Substituirt  man  zuvörderst  für  die 
Y's  ihre  eigentlichen  Bedeutungen,  d.  i.  die  Ausdrücke  (2).J  pg.  7G, 
so  erhält  man: 

(2.)  f(^,  q>)  == 

+  Ä,'P,{^)  +  U/  cos 9)  +  By'  sm(p)F,,{fi) 

+  Ä^^'P^ifi)  +  (^2^  cos  (p  +  B,/  sin  (p)  P.Jii)  +  U/  cos  2g)  +  R/  sin  2(p)  P.Jfi 

-f-  etc.  etc.  etc. 

Es  handelt  sich  also  darum,  die  Constanten  A,  B  irirJdich  zu  berechnen, 

für  den  Fall,  dass  die  Function  f(ß,  g?)  gec/eheu  ist. 

Um   zuvörderst   die  Ä's   der  ersfcji  Verticalreihe  zu  finden,   multi- 

pliciren   wnr   die  Formel  (2.)  mit  Pn{(i)d^(lq),    mid   iutegrireu  sodann 

fil)er  die  ganze  Kugelfläche,  d.  i.  ül;er  ji/  =  -  -  1  •  •  •  -[-  1  "iid  (f)  =  0  ■  ••  2n-. 

In  solcher  Weise  erhalten  wir: 

+  1     2n 

J  f  f'(i^'  (p)Pn(^)diid(p  = 

—  l     0 

+  1     L';r 

=  1'  j  \a:>p,^c)  +  j,"p,(,t)  +  jv'pjfi)  +  •  •  •]j\A^i}diu/cf.. 

—  1      0 

also  mit  Rücksicht  auf  (I.),  (11.)  pg.  78: 

(«•)  j  j  n^,  ^)  ^ '.  (i^)  d^  H>  =  -in'  2FT-1  • 

—  10  ~ 
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Um  ferner  die  Ä's  irgend  welcher  andaii  Verticalreibe  zu  tinden, 
multipliciren  wir  die  Gleichung  (2.)  mit  Pnj{(ji)  cos  j<pd^dq),  und  inte- 
griren  sodann  wieder  über  die  ganze  Kugelfläche,  In  solcher  Weise 
erhalten  wir,  mit  Rücksicht  auf  (L),  (II.)  pg.  79: 

+  1  2n 

iß.)  f f  fi^, cp)p„j{^) COS j<pdfidcp= Äj ,^;;i^^ n(«-ii'  O'>^0- 

Diese  beiden  Formeln  (k.)  und  (/3.)  sind,  unter  Anwendung  der  f's 
[(4.)  pg.  70J,  zusammenfassbar  in  eine  Formel^  nämlich  darstellbar  durch 
die  erste  Gleichung  des  folgenden  Formelpaares: 

(2«  +  l)f     n(n  -  j)    -]-^'i." 

^'«•'  = 1^ TfT^TT'f)  J  J  ^^^'  'P)Pnj{^)  cos  jcpdiidtp, 

(3.)  ^    -^   ^-x  u 

(2w  +  i)f.  n(»i  —  j)  +^ ']:' 

^  —1    u 

Die  ziveite  Gleichung  dieses  Formelpaares  ergiebt  sich  in  analoger 
AVeise. 

Diese  Methode  zur  Bestimmung  der  AJ ,  JBJ  hat  die  Unbequem- 
lichkeit, dass  man  dabei  die  Integration  nach  (p  für  jedes  einzelne 
A,J'  oder  B,J  immer  wieder  von  Neuem  auszuführen  hat.  Dies  ver- 
meidet man  bei  Anwendung  der  jetzt  zu  expouirenden  zweiten  Methode. 

§  7. 
Zweite  Methode. 
Man    entwickelt    die   gegebene  Function  /"(/u,,  tp)  zuvörderst  nach 
den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  (p: 
(4.)     f{^,  cp)  =  C'o  -}-  C\  cos  (p  -{-  0-2  cos  2 (p  •••  -\-  Cj  cos  jq)  -[-••• 

+  Si  sin  q)  -{-  S.2  sin  2  q)  •■•-{-  Sj  sin  jcp  -\- 

Alsdann  sind  die  C,  S  Functionen  von  ^,  und  bestimmbar  mittelst  der 
Formeln: 

s.     '^'^ 
^>  ^   2n  f  ^^^'  ^)  COSJ/^f/^), 

0 

wo  die  BS  ihre  gewöhnliche  Bedeutung  haben  [vgl.  (4.)  pg.  70]. 

Vergleicht  man  nun  die  Formel  (4.)  mit  der  früheren  Formel  (2.), 
so  ergiebt  sich  sofort,  und  zwar  üir  jedivedes  j  (inclusive  J  ==  0) : 
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Miiltiplicirt   mau  diese  Gleichungen  mit  P„j(fi)dfi,   und  integrirt  über 
|tt  =  —  1  •••  +  1,   so   erhält   nuin    mit  Rücksieht  auf  (I.),  (II.)  pg.  79: 

—  1 
+  1 

so  dass  uiaii  also  liir  die  yl,/,  Z^,/  folgende  Werthe  erhält: 
.    .  2/i  -f  1  TT(y/  — ./)      r  /i   li     /         I 

^»^  =  -  - 2--  ffk+7)  J,  ^^  ^  "^  ^^^  '^'" ' 

(7.) 


— 1 


Bei  Anwendung  dieser  zweiten  Methode  wird  man  also  zuvörderst 
die  von  ^  abhängenden  Functionen  (7y,  Sj  mittelst  der  Formeln  (5.), 
sodann  aber  die  Constanten  A,J ,  BJ  mittelst  der  Formeln  (7.)  zu  be- 
rechnen haben. 

Bemerkung.  —  Häutig  handelt  es  sich  darum,  eine  unbekannte 
Function  /(/li,  (p)  nicht  durch  theoretische  Betrachtungen,  sondern  viel- 
mehr auf  Grund  irgend  welcher  Bcohacktmujcn  zu  l)estimmen.  Versteht 
man  z,  B.  unter  /"(jtt,  cp)  die  Temperatur  an  der  Erdoberfläche,  so  werden 
die  Constauten  An^,  B„'  zu  bestimmen  sein  auf  Grund  einzelner,  etwa 
an  den  Stellen 

angestellten  Beobachtungen.  Es  handelt  sich  alsdann  darum,  jene 
Constanten  AJ,  BJ  mittelst  derjenigen  G  Gleichungen  zu  finden,  die 
aus  der  Formel  (2.)  für  jene  G  Beobachtungsstellen  sich  ergeben.  Zu 
diesem  Zwecke  wird  man  die  genannten  G  Gleichungen,  durch  Ver- 
nachlässigung der  höheren  Terme,  so  weit  zu  reducireu  haben,  dass 
die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Constanten  AJ ,  BJ  gerade  =  G 
ist,  und  sodann  dieselben  nach  diesen  G  Constanten  aufzulösen  haben. 
Dieses  im  Allgemeinen  sehr  mühsame  Geschäft  der  Auflösnng  der 
Gleichungen  kann  wesentlich  erleichtert  werden  (hxYth  ^m^  zwcclcmüssüjc 
Aliswahl  der  Beohaddimysstellen;  wie  solches  später  (im  siebt'uten 
Capitel)  näher  dargelegt  werden  soll. 
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§  H. 

Betrachtung  des  besonderen  Falles,  dass  die  nach  Kugelfunctionen  zu 
entwickelnde  Function   nur   von  einem  einzigen  Argument  abhängt. 

Die  augegebeiieu  Entwicklimgsmethoden  sind  anwendbar  auf  eine 
beliebig  gegebene  Function  /'(,tt,  q)),  falls  nur  dieselbe  auf  der  Kugelfläche 
überall  endlich  ist,  also  z.  B.  anwendbar  auf  das  Product: 
/■(>,  cp)  =  F(^)  .  cos  D(p, 

falls  nur  F((jl)  endlich  ist  im  Intervall  ft  =  —  1  •  •  ■  +  1-  In  diesem 
speciellen  Falle  ist  offenbar  die  in  (4.)  enthaltene  Function  C^  identisch 
mit  F{fi),  während  alle  übrigen  C  und  S  gleich  Null  sind.  Demgemäss 
ergiebt  sich  in  diesem  Falle  aus  (6.): 

F{^)  =  C,  =  Ä,'P,,(fi)  +  A,'P,,((i)  +  Ai^P.M  +  •  .  . 
Und  diese  Formel  zeigt  also,  dass  die  Function  -F(,ii)  entwickelbar  ist 
nach  den  Functionen: 

PrJ^),     -Pesd^*).     Pi'M,    etc.  etc. 

Die  Zahl  5  war  hier  offenbar  ad  libitum  gewählt.  Nimmt  mau 
statt  der  5  irgend  welche  andere  Zahl  0,  1,  2,  3,  etc.  oder  allgemein  j, 
so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Eine  im  Intervall  iti  =  —  1  •  •  •  +  1  endliche,  sonst  aier  beliebig 
gegebene   Function  F{^)    ist   stets   entzvickelbar   nach   den  Functionen: 
Ff^iß),  Piq(^),  P.^q{{i),  etc.  etc.,  d.  e.*)  nach  den  Functionen: 
(8.)  PM,     PM,     P,{(i),   etc.  etc. 

Desgleichen  ist  eine  solche  Function  F(ji)  stets  entwiclcelbar  nach  den 
Functionen: 

(9.)  P,,{ii),     P,M,     P,,(ß) ,    etc.  etc. 

Allgemein:  Sie  ist  stets  eniivicJcelbar  nach  den  Functionen 
(10.)  Pjj((^),     Pj+ijii^),     Pj+2,ji^),    etc.  etc.. 

wobei  j  eine  ad  libitum  zu  tvählende  Zahl  vorstellt. 

*)  Vgl.  (3  a.)  pg.  70. 
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lieber  die  (jileieli;:;ewielitsli,:;iir  einer  rotireudeu  iiieümpreüsibleii 

Flüssigkeit. 

Wir  wollen  die  Theorie  der  Kugelfunctioneu  jetzt  anÜ  2)hysiJi(di sehe 
Fragen  in  Auwendniig  briiii^en,  nämlicli  die  Gleichgewichtsfigur  einer 
rotirenilcn  incomiiressihlcu  FlüssKjlcc'd  zu  bestimmen  suchen.  Diese  Be- 
trachtung wird  zugleich  von  Wichtigkeit  sein  für  die  Frage  nach  der 
Fujiir  der  Erde. 

§   1. 
üebcr    die    zum   Gleichgewicht    erforderliche   Oberflächenbedingung. 

Soll  eine  gegebene  incompressible  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht 
sein,  so  muss  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  die  daselbst  einwirkende 
Kraft  ue^en  die  Oberfläche  senkrecht  sein.  Bezeichnet  man  also  die  auf 
einen  OherfUiclienpunld  ui{x,  ?/,  ß)  einwirkende  Kraft  mit  {mX,  m  Y,  niZ), 
und  irgend  eine  bcuacJiharte  Oberflächenstelle  mit  (x  -\-  dx,  y  -\-  dy, 
z  -\-  dz),  so  muss  die  Gleichung  stattfinden: 
(1.)  mXdx  +  m  Ydy  +  m  Zdz  =  0 . 

Wirken  auf  die  Flüssigkeit  keine  äussern  Kräfte  ein,  kommen  also 
nur  diejenigen  Kräfte  in  Betracht,  welche  die' einzelnen  Flüssigkeits- 
theilchen  (jiyenscdig  aufeinander  ausüben,  so  ist 


(«.) 


wu  V  das  Potential  der  ganzen  Flüssigkeit  auf  den  Punkt  (.t\  y,  z) 
vorstellt,  und  wo  Ic  eine  positive  Constante  bezeichnet.  Es  ergeben 
sich    diese    Formeln    (a.)    aus    (10.)    pg.  4,    falls    man    nur    beachtet, 


mX  =  mh 

cV 

dx 

in  Y  =  111  k 

dv 

ry 

III Z  =  mk 

dz 
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diiss  die  dortige  Coustante  f  im  gegenwärtigen  Falle  =  —  h  ist  [vgl. 
(4.)  pg.  3],  und  ferner  beachtet,  dass  die  dort  mit  X,  Y,  Z  benannten 
Kräfte  gegenwärtig  mit  mX,  m  Y,  mZ  bezeichnet  sind. 

Doch  gelten  die  Formeln  (a.)  nur  für  den  Fall  der  Ridte.  Befindet 
sich  die  Flüssigkeit  in  Hotation  um  eine  bestimmte  Axe,  z.  B.  um  die 
x-Äxe  des  Coordinatcnsy.ifcms ,  so  sind  die  Wirkungen  der  Centrifugal- 
kraft  mit  in  Keclmung  zu  bringen;  so  dass  man  alsdann  an  Stelle  der 
Formeln  («.)  folgende  erhält: 

mX  =  mk  -^ —  =  ni  —, —  , 

ox  ex    ' 

...  dv   .  dw 

iß.)  m  1  =  niJc  -^  -{-mey  =  ni^, 

y  j    dV     .  cW 

dz     '  dz    ' 

wo  s  das  Quadrat  der  WiidielgeschtvhidigkcU  bezeichnet,  und  l'F  die  Be- 
deutung hat: 

(y.)  w=kv+  '(y'  +  '\. 

Die  (Jherflikhenbediiigtmg  (1.)  gewinnt  alsdann,  durch  Substitution 
der   Wertlie  (/3.),  folgende  Gestalt: 

ex  '       OIJ        '^     '       oz  ' 

woraus  folgt,  dass  W  längs  der  Überfläche  constant  sein  niuss.  Dem- 
gemäss  gewinnt  also  jene  Ohcrfläehcuhedinymig  die  Gestalt: 

W  =  Const. , 
oder,    falls    man    für    W  seine    eigentliche   Bedeutung   (7)   substituirt, 
folgende  Gestalt: 
(2.)  l  V  +.  '^y"^'"^  =  Const. 

Es  handelt  sich  also  darum,  diejenige  Figur  der  Flüssigkeit  zu 
finden,  welche  dieser  Obcr/lüchcuhedingwKj  (2.)  wirklich  entspricht.  Die 
allgemeine  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  sehr  schwierig,  und  bis  jetzt  uns 
völlig  verborgen.  Wir  wissen  nicht  einmal,  tvie  viel  Gleichgewichts- 
fignren  möglich  sind.  Zu  den  als  möglich  erkannten  gehören  cllipsoi- 
dische  und  ringförmige  Figuren,  deren  Ft>rm  Laplacc  bestimmt  hat.  Ja 
es  sind  als  Gleichgewichtsfiguren  sogar  mehrere  EUipsoide,  und  selbst 
ein  dreiaxiges  zu  nennen,  wie  Jacobi  entdeckte.  Wir  sind  also  durchaus 
nicht  zu  der  Vorstellung  berechtigt,  dass  die  in  Rede  stehende  Gleicli- 
gewichtsfigur  unter  allen   Umständen  eine  liotationsfigur  sein  müsse. 

Wir  werden  im  Folgenden  zeigen,  wie  man  auf  Grund  der  Be- 
dingung (2.)  den  Gleichgewichtszustand  wirklich  zu  bestimmen  vermag, 
—  vorausgesetzt,  dass  die  gegebene  Rotationsgeschwindigkeii.«7trÄ;/^mist. 
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§  2. 

Weitere  Betrachtungen.     Voraussetzung  einer  sehr  geringen 

Rotationsgeschwiudigkeit. 

Es  handelt  sieh  um  den  Gleiclojcivichtszustaml  einer  sich  selbst  ühcr- 
Jasseuen*)  rotirenden  Flüssigkeit,  also  um  einen  Rotationszustand,  der 
in  infmihim  fortdauert,  —  falls  mau  nur  voraussetzt,  dass  die  Flüssig- 
keit auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Zeit  beständig  sich  selbst  überlassen 
Ideibt.  Dieser  Zustand  würde  aber  oöeubar  auch  dann  noch  in  uu- 
geänderter  Weise  fortbestehen,  wenn  man  in  irgend  einem  Augenblicke 
die  einzelnen  Flüssigkeitstheiichen  zu  je  zweien  durch  starre  Linien 
verbinden,  und  so  die  Flüssigkeit  in  einen  starreu  Körper  verwandeln 
wollte.  Hieraus  folgt  sofort**),  dcnfs  der  Schwerpunlit  der  rotirendeji 
Flüssigleit  auf  der  liotationsaxc  Vmjen  miiss. 

Dieser  ScInverpimH  der  Flüssigkeit  mag  dem  bereits  eingeführten 
Coordinatensystem  (x,  y,  £)  zum  Anfanyspunht  dienen.  Es  soll  also  die 
a;-Axe  identisch  sein  mit  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Rota- 
tionsaxe.  Und  gleichzeitig  sollen  die  beiden  andern  vom  Schwerpunkt 
ausgehenden  Axen,  nämlich  die  y-Axe  und  die  ^-Axe  theilnehmen  an  der 
Ilotation  der  FlüssUjlceit  Ferner  sei  M  die  Masse  der  Flüssigkeit;  um! 
diese  Masse  sei  so  gross,  dass  sie  im  Zustande  der  Ruhe  eine  Kugel 
vom  Radius  A  erfüllen  würde.     Also: 


47t2 


(3.)  M=  -'7  A\ 

wo  q  die  constante  Dichiiylieit  der  Flüssigkeit  vorstellt. 

Setzt  man  nun  voraus,  die  gegebene  Rotationsgeschwindigkeit  sei 
sehr  Idein,  so  wird  die  Gleichgewichtsfigur  der  rotirenden  Flüssigkeit 
ein  nur  sehr  wenig  von  der  Kugelform  abweichendes  Sphäroid  sein, 
mithin  die  Oberfläche  dieses  Sphäroids  darstellbar  sein  durch  eine 
Gleichung  von  folgender  Gestalt: 
(4.)  R  =  A\\  +  ar{^,cp)\,    , 

wo  A  die  in  (3.)  geuaiuite  Constante,  und  «  eine  noch  unbekannte 
sehr  Ideinc  Constante  vorstellen.  Dabei  n-präsentiren  Ji,  jtt,  cp  die  Polar- 
coordinaten  irgend   eines  Punktes  jener  OberÜäche,   und   /"(ji.,  (p)   eine 

*)  Wir  nennon  die  Flüssigkeit  eine  sich  selbst  nbcrlassene,  weil  auf  ilieselbr 
keine  äuaseni  Kräfte  einwirken  sollen. 

**)  Wir  stützen  uns  hier  auf  einen  bekannten  Satz  der  Mechanik,  der 
fblgendermassen  lautet:  Soll  ein  sich  selbst  überlassencr  starrer  Körper  beständiij 
um  ein  und  dieselbe  Äxe  rotircn,  so  muss  diese  Axe  durch  den  Schioerjiunlt 
gehen,  unti  identisch  sein  mit  einer  der  dem  Schwerpunkt  entsprechenden  llaupt- 
axen  des  Körpers,  Auch  der  let,:te  Tlieil  dieses  Satzes  licsse  sich  für  unsere  Unter 
Ruchunf?  verwertheu.     Doch  werden  wir  von  demselben  keinen  Gebrauch  machen. 
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noch  uubekaunte  Function.  Ob  das  Sphäroid  in  Bezug  auf  die  Rota- 
tionsaxe  sj^mmetriscli  ist  oder  nicht,  —  darüber  können  wir,  angesichts 
der  Jacobi'schen  Entdeckung  pg.  87,  a  priori  kein  Urtheil  abgeben. 
Möglicherweise  könnte  ja  dasselbe  die  Gestalt  eines  nur  wenig  von  der 
Kugelform  diüerirenden  dreiaxigcn  Ellipsoids  haben. 

Denkt  man  sich  nun  die  unbekannte  Function  f{^,  cp)  nach  Kugel- 
funötioneu  entwickelt: 

/l.t*;  9)  =  ^0  +   ^\  (.tt,  9^)  +   ^2{[h  ff)  +   i^aC«;  <P)  +  '  '  '  , 
d.  i.    /'(u,  cp)  =  ^   Yn  (u;  g^) , 

so  handelt  es  sich  darum,  die  in  dieser  Entwicklung  enthaltenen  Ys,  sowie 
auch  die  Coustante  a,  wirklich  zu  bestimmen  auf  Gruud  der  Oberflächen- 
hedingung  (2.).  Dabei  sind  A  und  a  als  gegebene  Constanten  anzusehen. 
Da  nun  s,  und  ebenso  auch  a  sehr  klein  ist,  so  werden  hei  Behandlung 
dieser  Aufgabe  die  Grössen  a^,  a^  mid  sa  zu  vernachlässigen  sein. 

Bevor  wir  die  Aufgabe  selber  in  Angriff  nehmen,  sei  noch  Folgen- 
des bemerkt:  Erhebt  man  die  Formel  (4.)  zur  /i**^"  Potenz,  wo  h  irgend 
eine  positive  oder  negative  Zahl  sein  soll,  so  erhält  man  (weil  «^  zu 
vernachlässigen  ist): 

(6.)                                   ll'^  =  A''\l+hat\ii,^^)-\. 
Substituirt  man  hier  für  /(fi,  cp)  den  Werth  (6.),  so  ergiebt  sich: 
W'  =  A''[(\  +  hc(  r;,)  +  ha  Y,{^L,  cp)  -]-  ha  Y,{^,  cp)  -\ ]  . 

Dies  aber  ist  offenbar  eine  nach  Kugelfunetionen  fortschreitende  Ent- 
wicklung, die  man  auch  so  schreiben  kann: 

(7.)  11"  ==  ^  Y,/'H^,  cp) , 

wo  alsdann  die  aufeinanderfolgenden  Kugelfunetionen  F„^''^(/u,  qp)  fol- 
gende Werthe*)  besitzen: 

V'  ^A"{l-\-haY,), 

( 7  a.)  r/'')  {11,  cp)  =  A'^  h  a  Y,  (.a,  cp) , 

Y,^'^){li,cp)=^A^haY,{ii,cp), 

etc.    etc. 

Bildet    man    die   Formel  (6.)    successive    für  irgend   zwei  Stellen 

{li,  }i,  cp)  und  (^i'i,  ,tti ,  9^1)   der  Sphäroidoberfläche,  und  subtrahirt  mau 

die  so  entstellenden  beiden  Gleichungen  von  einander,  so  erhält  man: 


*)  Eine  Kugelfunction  O**^""  Ordnung  i.st  bekanntlich  [vgl.  die  erste  13emer- 
kiing  pg.  49]  stets  eine  Coustante.  Aus  diesem  Grunde  sind  z.  B.  in  den  Formeln 
(5.)  und  (7a.)  bei  Y^,  und  Y^}''^  die  Argumente  (fi,  cp)  fortgelassen. 
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Multiplicirt  uiaii  diese  Formel  endlich  mit  der  aus  (G.)  entspringenden    | 
<ileichung: 

]l^J  =  AJ{1  +j«/Lu,,(3D,)l,  I 

und  beachtet   mau   dabei,    dass   er   vernachlässigt   werden   soll,   so   er-     I 
giebt  sich: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(8.)  ^-^^li,J  =  A''+JccF, 

wo  alsdann  F  die  Bedeutung  hat: 
(S a.)  F  =  f\n,  (p)  —  /(.u , ,  <p, ) . 

In  (8.)  bezeichnet  J,  ebenso  wie  h,  eine  ganz  bdiehl(je  positive  oder  ne- 
gative Zahl. 

Discussion  der  Oberflächenbedingung. 

Um  die  Obertiächenbedingung  (2.)  unsern  Zwecken  dienstbar  zu 
machen,  müssen  wir  die  linke  Seite  derselben  nach  Kugel functionen 
zu  entwickeln  suchen. 

Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  irgend  eines  Flüssigkeits- 
theilchens  m{x,y,z)  mit  (q,  ^,  cp),  setzt  man  also: 

X  =  Qfl, 

(9.)  y  =  Qy\  —  fiUos<p, 

2  =  qYI  —  (i^  sin  (p, 
so  wird  if  -\-  z^  =  Q^{\  —  ^^),  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt''-): 

!f  +  2^  =  ^^([P,^{^)-F,C^)]- 

Ist  nun   insbesondere   der   betrachtete  Punkt  (x,  y,  z)   ein   über/lächcn- 
'punJd    des   öphäroids,    so   sind   seine   Polarcoordinaten   nicht  (q,  fi,  (p),   i 
sondern   {li,  fi,  (p)  [vgl.  (4.)J;  so  dass  man  in  diesem  Falle  erhält: 

f  +  z-^  =  ^[PM-PM]- 

Demgemäss   gewinnt  jene  für   alle  Oher/läcltenpunltc  des  Sphäroids  zu 
erfüllende  Gleichung  (2.)  folgende  Gestalt: 

*)    Denn  C8  ist  P^ifi)  =  1  und  J\{fi)  =    ^""  ~  ^   •     Vgl.  (10.)  pg.  29. 
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JcV-\-^  [iU.",)  -  ^.(i^)]  =  Const. 

Und  diese  Glcicliuiig  ist,  falls  mau  für  R^  seinen  aus  (6.)  cutspri)igoii- 
deu  Wertli: 

substituirt,  und  beachtet,   dass  ea  zu  vernachlässigen  ist,   auch  so  dar 
stellbar: 

(10.)  Ä:  V  +  ^'  [PM  -  p,c«)]  =  Coust. 

Wir  werdeu  also  die  linke  Seite  dieser  Oberflächenbediugung  nach  Kugel- 
tuuctioueu  entwickelt 'haben,  sobald  es  uns  nur  gelingt,  das  Poteutial 
V  einer  solchen  Entwicklung  zu  unterwerfen. 

Wir  markiren  auf  der  Oherflüche  des  Sphäroids  irgend  einen  Punkt 
(7?i,  ([*!,  qpj)  und  bezeichnen  den  Werth  des  Potentials  V  speciell  für 
diesen  Punkt  mit  V^.  Um  dieses  V^  näher  zu  bestimmen,  legen  wir 
durch  den  Punkt  (ii^ ,  jii ,  qo^)  eine  Hülfshigelf lache,  deren  Centrum  im 
Schwerpunkte  des  Sphäroids  d.  i.  im  Anfangspunkte  des  Coordinaten- 
systems  sich  befinden  soll,  und  deren  Radius  also  =  i?i  ist.  Diese 
Kugelfläche  wird  die  Sphäroidoberfläche  in  irgend  welchen  Curven 
schneiden,  der  Art,  dass  die  Sphäroidoberfläche  theils  ausserhalb,  theils 
inncrltalb  der  Kugelfläche  liegt.  Demgemäss  ist,  was  die  Volumina 
betriö^t: 

(Sphäroid)  =  (Kugel)  +  5t  —  S. 

D.  h.:  das  Sphäroid  entsteht  aus  der  Kugel  durch  Hinzufügimg  gewisser 
Stücke,  deren  Gesammtheit  5(  heissen  mag,  und  durch  Fortnahme  ge- 
wisser anderer  Stücke,  deren  Gesammtheit  mit  ^  bezeichnet  werdeu 
soll.  Dabei  sind  all'  diese  Stücke  von  sehr  geringer  Diche,  weil  die 
Sphäroidoberfläche  von  der  Hülfskugelfläche  nur  sehr  wenig  abweicht. 

Uebrigens  mögen  unter  21  und  S,  je  nach  Umständen,  bald  die 
Volumina  der  eben  genannten  Stücke,  bald  aber  auch  die  denselben 
entsprechenden  Thcile  der  Ilülfshigelfläche  verstanden  werden.  Im  letztern 
Falle  wird  alsdann  31  denjenigen  Theil  dieser  Fläche  repräsentiren, 
welcher  von  den  Stücken  2t  bedeckt  ist,  und  S  denjenigen  Tlu'il  der- 
selben, welcher  von  den  Stücken  S  bedeckt  ist;  der  Art,  dass  die 
Flächentheile  2t  und  S  zu  einander  complementar  sind,  nämlich  zu- 
sammengenommen die  ganze  Hülfskugelfläche  repräsentiren. 

Das  Potential  Fj  des  Sphäroids  auf  den  Punkt  (Ji\,  ft, ,  tp^)  kann 
dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zunächst  das  Potential  der  KngcL 
auf  diesen  l'unkt  bildet,  sodann  das  Potential  der  Stücke  2t  liin/u- 
addirt,  und  endlich  noch  das  Poteutial  der  Stücke  S  subtrahirt.  Be- 
zeichnet  man   also   irgend   ein   zu   2t   oder  ^   gehöriges  Volumelement 
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mit    Q'"dQd(id(p ,    uiul    den    Abstand    dieses    Elementes    vom    Piniktu 
(Ri,  Hl,  cpi)  mit  E,  so  erhält  man: 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  von  ?l,  resj). 


von   :iS-     Hieraus   folgt,    falls   man   für   ^   die   bekannte   Entwicklung 


1 


[pg.  46]  substituirt,  und  überdies  durcli  q  dividirt: 

3 

-P„(co8  Y)Q"'^^dQdiLd(p 


+Mi:fL 


P^(cos  y)  Bj^dgdfidcp 


-fjy. 


wo  y  die  Neigung  der  variablen  Richtung  {ji,  q))  gegen  die  feste  Rich- 
tung ((u,,  (pi)  bezeichnet.  Die  Integrationen  nach  q  sind  sofort  aus- 
führbar. Bezeichnet  man  den  der  Richtung  (}i,  (p)  entsprechenden 
Radiusvector  der  Sphäroidoberfläche,  wie  gewöhnlich,  mit  Ix,  so  ist  bei 
?t  zu  integriren  von  q  =  R^  bis  q  =  R,  hingegen  bei  S  umgekehrt 
von  Q  =  R  bis  q  ==  R^.     Demgemäss  erhält  man: 

(h.)  ü  =  i-'f-.!  + 


+  ^ 


JJ  %  \_  —  n  -\-  2 

3  ' 


n+2 


+fL 


7?  n 


P„(cos  y)d(idcp 
P„(cos  y)dfid(fj 


n  +  3 

wo  das  eine  Integral  über  den  mit  %  bezeichneten  Theil  der  Hülfs- 
kugelfläche,  das  andere  über  den  mit  S  bezeichneten  Theil  dieser 
Fläche  ausgedehnt  zu  denken  ist. 

In  der  Formel  (h.)  ist  nun  das  erste  Glied  rechter  Hand 

[vgl.  (C.)J;  während  andererseits  die  in  (h.)  in  den  eckigen  Klammern 
enthaltenen  Ausdrücke  beide  =  Ä^aF  sind  [vgl.  (8.)].     Somit  folgt: 

+  aA'^Jff^^^FP„{cosy)dHdcp-\-ff^FP„{cosy)d(id(p]  ■ 

Die  hier  auftretenden  Integrale  erstrecken  sich  über  zwei  Tlieilc  der 
IIülfskugelHäche,  die  zu  einander  complcmentar  sind,  und  repräsentiren 
daher  zusammengenommen  ein  einziges  über  die  ganze  Kugel  fläche  sich 
ausdehnendes  Integral;  so  dass  man  also  erhlilt: 
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(k.)  ^'   ='lA'[\+2af{i,,,<p,)]  + 

^  +1    -'TT 


Das  hier  stehende  Integral  ist,  falls  man  für  F  seinen  Wertli  (8  a.)  eiu- 
setzt,  auch  so  darstellbar: 

+  1  -in  +1   2n 

J  J  tX^h  (p)Fn{cos  y)  d^d(p  —  f{ny,  (p^)  f  J  P„(cos  y)  d^idcp , 

—1    0  —1     0 

oder,  falls  man  für  /"(/*,  (p)  die  Entwicklung  (5.)  substituirt,  und  die 
Integraleigenschat^en  der  Kugelfunctiouen  [(I.),  (la.),  (II.)  pg.  77 J  zur 
Anwendung  bringt,  auch  so  darstellbar: 

An       ^  .           .  _   (47r/(/i,,  ^'i)^     falls  11  =  0, 
2n+l  -^»l^.'9'ij        I      Q ^     ^^jj^  ^^^1^^ 

Somit  folgt  aus  (k.): 

(„.)   i  =  i^  ^^  -  4..X^  {  «^^  -.1^^  ^»(''.'  ^.)}  ' 

oder,  falls  mau  für  f{^i,g)i)  die  aus  (5.)  sich  ergebende  Entwicklung 
substituirt: 

(11,         r,=ifi^^'{i^„i^^r„(,.,^,)}. 

Dies  ist  der  Werth  des  Potentials  in  dem  zu  Anfang  ad  libitum  mar- 
kirten  Oberflächenpunkte  {R^,  ^^,  (p^).  Und  der  Werth  des  Potentials 
in  irgend  einem  andern  Oberflächenpunkte  {R,  fi,  (p)  wird  daher  in  ana- 
loger  Weise  lauten: 

(12.)         r=i|i^^{i-«ii<^r,(,,^)). 

Nachdem  in  solcher  Weise  die  Entwicldimg  von  V  nach  KiujcJ- 
fimctionen  ivirldicli  hewerhstdligt  ist,  substituiren  wir  jetzt  diese  Ent- 
wicklung in  unsere  Oherllächcnhedinyimg  (10.),  und  dividiren  dabei  zu- 
gleich durch   - — ^ —  Ä^.     Alsdann  gewinnt  jene  Bedingung  die  Gestalt: 

(13.)  1  -a  J  '>-^^-  YAi^,  <p)  =  iConst.)  -  ~^.  |P,(^)  -  K(^)]. 

Diese  Bedingung  soll  erfüllt  sein  für  sämmtliche  Oberflächenpunkte, 
also  für  beliebige  Werthe  der  Variablen  a,  <p.  Sollen  aber  zwei  nach 
Kugelfunctionen  fortschreitende  Entwicklungen  für  beliebige  ^Verthe 
der  Variablen  ^,  (p  untereinander  gleich  sein,  so  folgt  hieraus,  dass  in 
beiden    Entwicklungen    die  Kugelfunctionen    gleicher  Ordnung  einzeln 
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einander    gleich    sind   [vgl.  die  Zusätze  pg.  GOJ,     Dcmgemäss   ergeben 

sich  aus  (13.)  folgende  Gleichungen: 

(A.)  l-f2«i;  =  (Const.)-^. 

(B.)  0  =  0, 

(E.)  Y,{(i,<p)  =  0, 

etc.  etc.  etc. 
Man  erhält  also: 

^■Ä^>  (p)  =  ^\i^>  ^)  =  Yr,i^,  y)  =  .  ■ .  =  0 ; 
während   l\y  und   1\  {^,  (p)  noch  unhekannt  bleiben. 

§  4. 
Ergänzung. 

Um  Y^)  und  Yj(a,q))  /u  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die  Masse 
des  Sphäroids  =  31  ist,  und  dass  sein  Schwerpunkt  im  Anfangspunkte 
liegt,  dass  mithin  die  Gleichungen  stattfinden: 

die  Summation  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Theilchen  '))i(x,y,s)  der 
ganzen  Flüssigkeit.  Unter  Anwendung  der  Polarcoordinaten  (9.)  nehmen 
diese  Gleichungen  («.)  folgende  Gestalt  an: 

qJjJQ^dQd^dq)  =  M, 

jJJ  Q^fidQdfid^  =  0, 

///  Q^V^  —  i^^  cos  9?  d^dfidcp  =  0, 

JJJ  ^^y^  —  ^'  ^^°  9^  dgdfidg)  =  0, 
wo  q  die  constante  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  vorstellt,  uud  wo  die 
Integration  nach  q  hinzuerstrecken  ist  von  q  =  0  his  q  =  li  [vgl.  (4.)]. 
Führt  man  diese  Integration  nach  q  in  der  ersten  Formel  (ß.)  wirklich 
aus,  und  substituirt  man  dabei  zugleich  für  ««ilf  seinen  Werth  (.'>.),  so 
erhält  man: 
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in  auiiloger  Weise  ergiebt  sich  aus  den  ührigen  Gleichungen  iß.): 


Jjri'fidiid(p  =  0, 


^1 


]/l  —  (lii^  cos  g)i 
yi  —  ^i'  sin  g)^ , 


{ö.)  ff  R^  yi  —  ft^  cos  (p  äiidcp  =  D  , 

/'/■  7i'  1^1—7^^  sin  (p  diid(p  =  0. 

Versteht   man   nun   unter   y   die  Neigung   der   variablen  Richtung 
(fi,  cp)  gegen  irgend  eine  feste  Richtung  (fti,  <Pi),  so  ist: 


cos  y  =  fifi^^  +  y'l  —  ^^  V^  —  i"i^  co^  (.^  ~  ^i)  • 
Multiplicirt  mau  also  die  Formeln  (d.)  mit  den  beigesetzten  Factoreu, 
und  addirt,  so  ergiebt  sich: 

(f.)  ff  R^  cos  y  d^dcp  =  0 . 

Die  Formeln  (y.)   und  (f.)   siud,  weil  Rq{x)  =  1    und   F^{x)  =  x 
ist,  auch  so  darstellbar: 

fjR^Po  (cos  y)  d^idcp  =  4.7tA\ 

fjR^Pi  (cos  y)  dfid(p  =  0, 

und  kininen  daher,  indem  man  für  R}'  und  ii"*  die  aus  (7.)  entspringen- 
den Entwicklungen: 

i2^=J'r,/3>(fi,<p), 

n  =  0 

R'=2Yn''K^><P) 
n  =  0 

substituirt,  auch  so  geschrieben  werden: 

//  (  2  Y>SHi^,  <P))  Po  (cos  y)  d^idcp  ^  47iÄ\ 

—  1    0  \n  =  0  / 

//  ( ^  i^./'Hft,  <p))  P,  (cos  y)  rfftfZ^,  =  0 . 


Hieraus  aber  folgt,  auf  Grund  der  bekannten  Integraleigenschaften  der 
Kugelfunctionen  [vgl.  (I.),  (II.)  pg.  77J: 

Y  (3)  =  A^ 

oder,  falls  man  für   Y„<-"  und   }Y'*)(|u^j,  (p^)  ihre  aus  (7  a.)  ersichtlichen 
Werthe  substituirt: 

A\l-i-'daY,)  =  Ä\ 
ÄHal\{^„(p,)  =  0, 
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oder  eiufacher  geschrieben: 

Y,  =  0     und     Y,(u„cp,)  =  0. 

Die  letzte  Formel  gilt,  weil  die  Richtung  (/tt, ,  9^1)  ad  libitum  gewählt 
war,    für  jede    hcUcbige  Richtung,    also    z.   B.    aiicli   für  die   Richtung 
(/[*,  9);  so  dass  man  also  sclireiben  kann: 
(15.)  l'o  =  ^      ""^^      ^\(f^,  ^)  =  <>- 

Hiermit   sind   diejenigen    Y's  bestimmt,    wclclie   vorhin,    in   (14.), 
noch  unbekannt  geblieben  waren. 

§  5. 
Bestimmung  der  Gleichgewichtsfigur.     Ueber  die  Figur  der  Erde. 

Substituirt  man  die  in  (14.),  (15.)  erhaltenen  Werthe  der   Y's  in 
die  Formeln  (5.),  (4.),  d.  i.  in  die  Formeln: 

so  erhält  mau: 


(IG.) 


(17.) 


I\V',^)  =  ^\{ih^) 


Snqka 


^  ^.« 


Setzt  man  also  zur  Abkürzung 

(18.) 


d  = 


15s 


und   beachtet  man,   dass  Pgdix)  =  -^  (ft'^ g)   ist  [vgl.  (10.)  pg.  29J, 

so  folgt: 

fi(^>  <P)  =  Y.S(^,  (p)=  —    -  (^'  —  J  , 


(19.) 


B  =  A 


*(r-:)] 


Das  Ö  repräscntirt  [vgl.  (18.)[,  ebenso  wie  t  selber,  eine  sehr  Jdcine 
Grösse,  deren  zweite  Potenz  zu  vernachlässigen  ist.  Mit  Rücksicht 
hierauf  folgt  aus  (19.): 

^  =  ..;,[i  +  .*(.--j)]  =  i,[(.--)  +  2v 

oder,  weil  fi  =  cos  ■O-  ist: 


1 


1 


(1  —  ^,^)  (cos'*^  d-  +  sin-  d-)  -\-2d  cos- 


& 
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oder,  besser  geordnet: 

1  C08-fl-  /,     ,     4(n  sin-  &   (  25\ 

R-   =      Ä^      V  +  ~]C)  +      A^      V'  -  ITJ  ' 

oder,  falls  in;ni  von  Neuem  die  zweite   Potenz  von  Ö  vernachlässigt: 

1  cos-  &  j_  sin'-  •9' 

(20.)  'B^  ^    ""     '      ~7TTt^  + 


H-i)l  [-■(•+:) 


Diese  Formel  scujt  in  deutlicher  Weise,  dass  das  s^.n  nntersuchende 
Sphäroid  ein  liotationsellipsoid  ist,  und  dass  die  lialhen  Axen  dieses  Ellip-, 
soids  die  Werthe  haben: 

(21.)  R,  =  ä{i-  '/) ,      IIa  =  vi  (l  +  I)  . 

Dabei  hezdclmet  Rp  diejenige  Halhaxe,  wclclic  nach  einem  der  beiden  Pole 

des  EUipsoids  hinläuft;  ivülirend  Ra  den  Radius  desÄequators  reprüsenfirf. 

Für  die  sogenannte  Abplattung  des  Ellip)Soids,  d.  h.  für  den  Bruch 


K 

I'p 

^P 

> 

er  Werth 

^a-^p 

= 

s 

\ 

also,  falls  man  das  Quadrat  von  d  von  Neuem  vernachlässigt,  und 
gleichzeitig  für  d  seine  eigentliche  Bedeutung  (18.)  substituirt: 

(99  \  ^^'^  ~  ^p  =  r^  =      — —  =  ^  /     3     \ 

^^"'^  Bp  lÜTtqk  4    \iTtq1c) 

Diese  Formel  involvirt  einen  ziemlich  einfachen  physikalischen 
Satz.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  denke  man  sich  ausserhalb  des 
rotirenden  Flüssigkeitsellipsoids  und  zwar  a,uf  der  Verlängerung  seiner 
Axe  einen  materiellen  Punkt  m.  Alsdann  wird  die  von  der  Flüssigkeit 
auf  diesen  Punkt  m  ausgeübte  Wirkung  mg  nach  dem  Centriim  des 
Ellipsoids  gerichtet  sein,  und  den  Werth  haben: 

(2.0.)  mq  =  —  m/c  - —  , 

wo  Q  den  Abstand  des  Punktes  m  vom  Centrum  vorstellt,  während  V 
das  von  der  Flüssigkeitsmasse  auf  den  Punkt  m  ausgeübte  Potential 
bezeichnet.  Zerlegt  man  nun  die  Flüssigkeitsmasse  durch  eine  um  das 
Centrum  mit  dem  Radius  R^j  beschriebene,  also  durch  die  beidcu  Pole 
gehende  Hülfskugelfläche  in  zwei  Theile,  so  hat  T'  den  Werth: 

4jtflüJ5     1 


F.  Neumann,  Vorl.  flb.  das  Potcutial. 
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wo  «  dieselbe  sehr  Ideine  Constante,  wie  z.  B.  in  (4.),  vorstellt,  und 
«0  denjenigen  Theil  des  Potentials  repräsentirt,  welcher  von  der 
ausserhalb  der  Kng(ilHäche  belindlichen  sclir  illinnni  Schaale  herrührt. 
iJemgemäss  folgt  aus  (23.): 

.'/  = ^ 1 ha  -^—  ■ 

Hieraus  folgt,  falls  man  q  =  Rj,  werden  liisst.  und  für  diesen  Fall  das 
r/  mit  (jj,  bezeichnet: 

^^^=1     :.n'v> -/■•«(, ^A_^^- 

Löst  man  diese  Gleichung  auf  nach  der  Grosse  (-  ./—  ) ,  oder  vielmehr 
nach  dem  Fieciiwolien  dieser  Grösse,  so  erhält  man: 

3  JS„ 

(24.)  -. — ^  =  ~^^+«Y, 

V        }  4:7cqk  Oj^      '  ' 

WO  «V  einen  sehr  kleinen  (nämlich  mit  dem  Factor  u  behafteten) 
Ausdruck  vorstellt.  Substituirt  man  schliesslich  diesen  Werth  (24.)  in 
der  rechten  Seite  von  (22.),  und  beachtet,  dass  e~,  er  und  sa  zu  ver- 
nachlässigen sind,  so  erhält  man: 

Wäre  also  unsere  Erde  eine  rotirende  mcomp'essihle  Flüssiglceit ,  so 
ivürde  ihre  Ahplaikmg 

(26.)  =  -r  t 

sein,  ivo  s  das  Quadrat  der  Win];:elf/eschivindigJceit ,  g^j  die  Schwere  am 
Fol,  und  Rp  den  naeh  dem  Fol  laufenden  Erdradius  vorstellt. 

Man  kann  diesen  Satz  übrigens  noch  ein  wenig  anders  einkleiden. 
Offenbar  wird  nämlich  die  Diö'erenz  {Rp  —  Ivr)  den  Factor  f  enthalten, 
also  etwa  mit  fA  zu  bezeichnen  sein: 
(a.)  Rp  —  Ra  =  £/\:, 

denn  sie  verschwindet  l'ür  f  =  0,  weil  in  diesem  Falle  die  Flüssigkeit 

eine  riüiende  Kugel  sein  würde.    Tn  genau  derselben  Weise  erhält  man 

offenbar: 

(/3.)  gp  —  g„  =  8^, 

falls  man  nämlich  unter  ,r/„  die  Schivere  am  Äequator  versteht.  Des- 
gleichen ergeben  sich  in  solcher  Weise  auch  folgende  allgemeinere 
Formeln: 
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(d.)  i/j,  —  (/  =  eE, 

wo  7i  einen  hcl/chigm  ErJradiiis,  und  fj  die  Intensität  der  Schwere  an 
einem  hclichigcn  Orte  der  Erdoberfläche  vorstellen  sollen*).  Substitnirt 
iiuiii  nun  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (2!").)  für  Hj,  den  aus  (y.), 
und  für  (/jj  den  aus  (6.)  resultironden.  Werth,  und  beachtet  man  dabei, 
dass  das  Quadrat  von  £  7a\  vernachlässigen  ist,  so  erhält  man: 

wo  g  als  die  Schwere  an  einem  heliehigen  Orte  der  Erdol)erfläehe,  oder 
schlechtweg  als  die  Schwere  (ohne  nähere  Determination)  zu  bezeichnen 
ist,  während  eil  die  am  Aeqnator  vorhandene  Centrifugallraft  repräsentirt. 

Demgemäss  kann  man  auf  Grund  der  Formel  (27.)  folgenden  Satz 
hinstellen: 

Wäre  unsere  Erde  eine  rotirende  incompressihle  FlüssifjJceü,  so  unirde 
ihre  Abplattung  dadurch  m  erhalten  sein,  dass  man  die  am  Aeqnator  vor- 
handoie  Cmtrifugalliraft  dnrch  die  Scliivere  dividirt,  und  den  so  entstehen- 
den Quotienten  noch  mit  |  multiplicirf. 

Bemerkung.  —  Substituirt  man  in  (27.)  für  £,B,g  ihre  durch  Be- 
obachtung gefundenen  Werthe,  so  erhält  man: 

B„—B„  b    sB  1 

^    ^  22,.  4      0  232 

Vax  einem  ganz  andern  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  annimmt, 
dass  die  gesammte  Anziehung  der  Erde  von  ihrem  Ccntrnm  au.sgeht. 
Alsdann  nämlich  ergiebt  sich,  was  hier  nicht  weiter  orliaitert  werden 
soll,  an  Stelle  der  Formel  (!.),  folgende  Formel: 

B„—B„  1    (B  1 

^      ^  7i'  2      g  580 

Die  Wirklichkeit  liegt  mvisehcn  diesen  beiden  extremen  Formeln 
(1.)  und  (II.),  von  denen  die  ersterc  die  Dichtigkeit  der  Erde  als  iil>cr(tH 
gleich  voraussetzt,  während  die  letztere  auf  der  Annahme  basirt,  die 
Dichtigkeit  der  Erde  sei  nach  dem  Centrum  hin  so  vehement  an- 
steigend, dass  die  Anziehimg  der  an  der  Oberfläche  vorhandenen 
Schichten  gegen  die  der  innern  Schichten  vernachlässigt  werden  dürfe. 
Tu  der  That  ergeben  die  Gradmessungen: 

(111.)  — p— '-     ungefähr     =  ^,,,  ,     d.  i.  etwa  = 

p 


B„  "  290  '  (j 


*)    Die  erste  der  vier  Formeln  (a.),  (ß),  (y,),  {8.)  ist  übrigens  nichts  Neues; 
sondern  schon  in  (25.)  enthalten. 

1* 
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Die  theoretischen  BetrachtuDgen  geben  also  nur  zwei  Grniscn, 
zwischen  denen  die  Erdabjilattung  liegen  muss.  Sic  saf/rn  ans  fvgl. 
(T.),  (IT.)],  (lasf;  man  zivni  fiolchc  Grenzen  erhält,  nenn  man  die  Centri- 
fmjalkraft  am  Äequator  durch  die  Schucrc  dividirf,  und  diesen  Quotienten 
einmal  mit  f,  das  anda'C  Mal  mit  \  imdtiplicirt*). 

§  6. 
Die  scheinbare  Schwere  als  Function  der  geographischen  Breite. 
Wir  betrachten,  ebenso  wie  im  letzten  Paragraph,  die  Erde  als 
ein  rotirendcs  Flüssigkeitsellijisoid,  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die 
seheinharc  Schwere  an  der  Oberfläche  dieses  EUipsoids  näher  zu  be- 
stimmen. Dabei  soll  unter  der  scheinbaren  Schwere  die  Resultante  der 
eigentlichen  Schwere  (d.  i.  der  Anziehung)  und  der  CentrifugcdJcraft  ver- 
standen sein. 

Bezeichnet  man  die  seheinharc  Schiverc  für  irgend  einen  auf  der 
Oberfläche  oder  nahe  an  der  Oberfläche  gelegenen  Punkt  {x-,  y,  z)  mit 
g,  und  die  den  Coordinatenaxen  entsprechenden  Componenten  von  g 
mit  X,  Y,  Z,  und  benutzt  man  überdies  den  schon  früher  jpg.  87] 
eingeführten  Ausdruck: 

(1.)  W  =  7cV+  '^y^^'^^  =1cV-\-  '^'^'-'''^  , 

wo  (q,  /ü,  cp)  die  l*olarcoordinaten  des  Punktes  (x,  y,  z)  vorstellen,  so  ist: 

X  =  -^-     r  =  -^     z  =  — 

dx  '  dy  '  dz 

Desgleichen    wird    die   Componente   von   g  nach   der  Richtung   q   den 

dW 
Werth  haben  -^ —     Wir    wollen  diese  Componente,   gerechnet  in  der 

zu   Q    entgegengesetzten    d.   i.   in   der  eentripetalen  Richtung,    mit   P   be- 
zeichnen, und  erhalten  alsdann  also  die  Formel: 

(2.)        P  =  -^^,       d.i.      =-k^-,Qi\-^c'),       [Vgl.   (1.)]. 

Lässt  man  nun  vom  Punkte  {x,  y,  z)  oder  (q,  ^,  (p)  zwei  zu  q  senk- 
rechte Richtungen  ausgehen,  die  eine  ill  in  der  Meridianebene  liegend 
die  andere  \>  senkrecht  zur  Meridiauebeue,  so  wird  die  (!omponente  von 
g  nach  der  Richtung  m  den  Factor  £  enthalten,  also  mit  fM  zu  be- 
zeichnen sein;  denn  sie  verschwindet  für  £  =  0,  weil  in  diesem  Falle 
das  Ellipsoid  eine  ruhende  Kugel  sein  wih'de.  Andererseits  wird  die 
Comj)onente  von  g  nach  der  Kichtung  p  Null  sein,  weil  der  Ausdruck 
ir  (1.)  von  (p  unabhängig  ist.  Die  Kraft  g  selber  ist  aber  die  Resul- 
tante von   P  und   ^M,  folglicli : 

*)  Laplace:  U6c.  cel.  Tome  2,  Livre  3,  Chap.  4,  No.  30. 
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Hieraus  aber  ergiebt  sidi,  weil  a^  stets  vernachlässigt  werden  soll: 

!/  =  P, 
also  mit  Rücksicht  auf  (2.): 

(3.)  g  =  —  k^  —  £q{1  -  ^) . 

cV 
Hiermit  ist  die  Bestimmung  von  g  rcdueirt  auf  die  Berechnung  von  -^ — 

dV 
Diese  Ableitung  -^5 —  lässt  sich  nun  in  ähnlicher  Weise  berechnen, 

wie  im  vorhergehentlen  Paragraph  V  selber  bestimmt  wurde.  Wir 
nuirkiren  auf  der  Ellipsoidoberfläche  irgend  einen  Punkt  (2i,, /li,,  9)j), 
bezeichnen  ferner  einen  beliebigen  Punkt  auf  der  Vcrlümjcrimg  des 
Kadiusvectors  B^  mit  {Qi,i^i,fp^  uud  den  Werth  des  Potentials  V  für 
diesen  letztern  Punkt  mit  Fj.  Construiren  wir  nun  eine  mit  dem  Ellip- 
soid  concentrische,  durch  den  Punkt  (J4,  ^j,  9),)  hindurchgehende  Hülfs- 
kugelfläcJic,  und  bedienen  wir  uns  der  Bezeichnungen  51  und  5  in  dem- 
selben Sinne  wie  im  vorhergehenden  Paragraph,  so  erhalten  wir  [vgl. 
(f.)  pg.  92J: 

(A\   V  —  ^^g-^i'  JL  j_   rrr  p'^a^^^m?  _   rrr  Q-dQdfKhp 

Hier  bezeichnet  Q^^dQd^dq)  irgend  ein  zu  %  resp.  S  gehöriges  Volum- 
element, und  E  den  Abstand  dieses  Elements  vom  Punkte  (Qi,^i,(pi). 
Differenzirt  man  diese  Formel  nach  Qi,  und  schiebt  man  hierauf  den 
variablen  Punkt  (q^,  fi^,  qpj  längs  der  Linie  q^  dicht  heran  an  die 
Ellipsoidoberfläche,  ihn  in  solcher  Weise  zur  Coincidenz  bringend  mit 
dem  anfangs  markirten  Punkte  (2^, ,  (Ltj,  qpj),  so  erhält  man,  indem  man 
zugleich   durch  q  dividirt: 

15)  m::o  =-n^  + 


CO, 


U      „,   ,    .        rrrl'E 


Die  hier  eingeklammerten  und  mit  dem  Index  q^  =  7i,  versehenen 
beiden  Ausdrücke  können  in  einfacher  Weise  gebildet  werden.  So  z.  B. 
kann  der  erste  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  q^  zuvörderst  <  B^ 
macht,  uiid  sodann  bis  Ji^  ivachsen  lässt,  und  der  ßivcite  dadurch,  dass 
man  umgekehrt  q^  >  By  macht,  und  bis  B^  abnehmen  lässt.  In  solcher 
Weise  ergeben  sich  für  diese  Ausdrücke  res^jective  die  Werthe: 

«  =  0       Q  «  =  0     XI, 
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Dabei  bezeiclmet  y  die  Neigung  der  variablen  Richtung  (ji,  (p)  gegen  die 
feste  Kichtuug  (fii,9P]).  »Substituirt  mau  diese  Ausdrücke  in  (5.),  so 
erhält  man: 

I      -^  \    rrr      nI\{coäy)B"-^ilQiI^d(p 

+  ,^„  \JJJ^ 7^^ + 

/^/>/»      (n  +  1)P„(C08  y)9"+^ded|u,d93    ) 

Diese  Integrale  sind  sehr  ähnlich  den  iVühoren  Integralen  in  (g.) 
pg.  92.    In  der  Tluit  erhält  man  diese  Integrale  aus  deu  dortlyen,  "weuu 

man   dort   unter   den  Integralzeichen   die  Factoren   „     resp.  —  ., 

hinzufügt.  Ebenso  also,  wie  wir  damals  von  der  Formel  (g.)  pg.  92 
zur  Formel  (j.)  pg.  92  gelangt  sind,,  iu  gleicher  Weise  werden  wir 
gegenwärtig  von  der  Formel  (6.)  aus  zu  folgender  Formel  hiugelaugeu: 

+  «^".2^^  |jj,, ^:; (^^(^<p  -„/jg— — -^; d(id(p^, 

wo  (ebenso  wie  früher)  die  Flüssigkeitsoberfläche  durch  die  Gleichung 

(8.)  R=A\\-j-,.f(^,cp)] 

dargestellt  gedacht  wird,  uiid  überdies  (ebenso  wie  früher)  zur  Ab- 
kürzung gesetzt  ist: 

Hubstiluirt  man  in  (7.)  unter  den  Integralzeichen  für  R^  den 
aus  (8.)  entspringenden  Werth,  so  erhält  miui,  weil  «-  zu  vernach- 
lässirjen  ist: 


+  (xA2:JJJ\^nFl\{i:o>^y)d^dcp--JJ^(u-^\)FP,,{cosy)d^d(p]' 

Die  hier  auftretende  »Summe  —  sie  mag  kurzweg  mit/t)  bezeichnet 
werdcji  —  ist  auch  so  darstellbar: 

rr. 

'S' - ^  { (2«+ 1  \fJlFl\  (coiiy)d^d,f'-in -f  i  )J'J\^^^ FF„  (es y)d^d<p  j ; 
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wo  das  letzte  Integral  üljer  {%  +  Z),  d.  i,  über  die  ijauze  Kugeltläclie 
sich  erstreckt.  Aber  auch  das  erste  Integral  kann  über  die  (jtinze 
Kugelfläche  ausgedehnt  werden,  falls  man  nur  daselbst  statt  F  eine 
neue  Function  V  substituirt,  die  auf  51  identisch  mit  F,  hin<re"en  auf 
S  identisch  mit  Null  ist.     Man  erhält  in  solcher  Weise: 

S=  2\  (-''i  +'^^  i  f  "^l'n  (cos  y)d(id(p  — 

—  («  4-  n  j'  /  FFn  (cos  y)  d[i  d<p    . 

—  1     0  ' 

Denkt  man  sich  H^  nach  Kugelfunctionen  entwickelt: 
Y  =  Y(^,  9^)  =  n  +  Y,(j^,  g>)  4-  Y.(ft,  «P)  +  •  •  •, 
so  ergiebt  sich  mittelst  der  Integraleigenschaften  der  Kugelfunctionen 
[vgl.  (I.\  (II.\  pg.  77J: 

f  f^yPn  (cos  y)  dfi  d(p  =  2^,^!  Y«  (ßi ,  (pi)  , 

und  folglich: 

(a.)  ^(2ji  +  1)  /  ,/>P«  (cos  y)d{id(p  =^  47t  ^^^J^i,,  cp,) , 

r/3.)  d.  i.  -=47rTC«,,9)i)  =  iV"H//. 

Denn  die  Function  ^(([i,  9?)  ist  ihrer  Definition  zufolge  auf  51 
identisch  mit  F,  d.  i.  mit  /'(ft,  (p)  —  /(f*i,  9^1),  und  auf  3  identisch 
mit  Nidl-^  und  demgemäss  ergiebt  sich  von  der  einen  wie  von  der 
andern  Seite  her,  dass  diese  Function  Y(^,  qp)  in  dem  auf  der  Grenze 
von  St  und  S  befindlichem  Punkte  (^i^,  cp^)  verseJmindct. 

Nach  («.),  (/i.)  ist  der  erste  Theil  der  Summe  S  gleich  Nidl]  so 
dass  man  also  erhält: 

«  +12/1 

S  =  -  2in-{-\)  f  J  FF,  (cos  j/)  rfit(  dcp  . 

Es  ist  aber:  F  ==  f{^,  g)) — f(Pi,fPi)f  also  auf  Grund  des  in  (17.) 
pg.  96  für  /'(ju,  (f)  erhaltenen  Werthes: 

F=Y,{ii,<p)  -  r,(ft,,qpO. 
Somit  folgt: 

S  =  -  ^{h-{-1)  f  f  Y, (^,  cp)  Fn  (cos  y) d(i dcp 

m  -(-  I    2  TT 

+     i^2  (f^l  ,  9i  )  W    ('*   +    1  )  ./'    /  Pn  (cos  J^)  d^l  d<p  . 
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Und  hieraus  ergiebt  sich,  lall«  man  abermals  die  lutegraleigenschaften 
der    Kugeltunetioneii    beachtet,    imd    uameutlich    auch    beachtet,    dass 
P„(cosy)  =  1,  die  Formel: 
3  An 


S  =  - 


Y,{^i,<Pi)  +  -i;r  r,(^i,9P,), 


ti.  1. 


5f  =  ^  Y,(>„9,,). 


Substituirt  man  jetzt  in  der  Formel  (V\)  für  die  Summe  S  diesen 
Wertli,  und  substituirt  man  dort  gleichzeitig  für  f(jii,(Pi)  den  Werth 
YJfii,(pi\  [vgl.  (17.)  pg.  96],  so  erhält  man: 

(11.)      \  (^^^l)       =-'^A\\-{-aY,(^„q.,)\-^''^l^aAY,(fi„cp,), 
oder  einfacher  geschrieben: 


4  jr     . 


1  —  V  >V>n9'i^ 


Ci  =  ^'i 


oder,  falls  man  für  r.(,a,,  «jp,)  seinen  Werth  [vgl.  (19.)  pg.  96]  einsetzt: 

Diese  Formel  ist  hier  abgeleitet  worden  für  den  anfangs  auf  der 
Ellipsoidobertläche  hcUchlg  markirten  Punkt  {R^,  fti,  ^,),  und  daher 
auch  gültig  für  jeden  andern  solchen  Oberflächenpunkt  {E,  ^u,  q))\  also: 

Wir  kehren  jetzt  endlich  zurück  zur  Formel  (3.): 

r  V 

(J  =  -  Je  .j  +  fpir  —  ij- 

Lässt   man   hier   den  Punkt   (q,  ^,  (p)    hinwandern   nach  irgend  einem 
Oberflächenpunkte  {li,  fi,  (p),  so  erhält  man:  - 


0 


=  -/^(|y)      -^sli((i''-l), 


oder,    falls   man  für  11  den  Werth  (8.)  substituirt,   und  beachtet,  dass 
£«  zu  vernachlässigen  ist: 

Hieraus  aber  folgt  unter  Benutzung  des  in  (14.)  erhaltenen  Resultates: 
4:7tqkA  r,    ,     S   /   .,         i\  lU      ,   .,  1 

^  =  —3"-     L^  +    5    l^    -    3  )  +   inalc  ^'" '  -    ^  'J  ' 
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oder,  weil  j — r  =  —  ist  [vgl.   18.)  pg.  90] : 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(,5.)  ^  =  l?|/:^[(i_!M)  +  *^.]. 

Bezeichnet  mau  also  z.  B.  die  scheinbare  Schwere  am  Aequator  mit 
<7„,  so  wird: 

SO  dass  mau  erhält: 

ö  —Oa  =  3 0^^ 

Substituirt   mau    endlich   iu   dieser  letzten  Formel  für  — —  den  aus 

(16.)  resultireuden  Werth,  und  beachtet  man  dabei,  dass  das  Quadrat 
von  Ö  zu  vernachlässigen  ist,  so  folgt: 

9  —  9a  =  9a  V; 

d.  i. 

(17.)  g=g„il-\-d^'). 

Die  Grösse  ^  =  cuü  &  ist  offenbar  =  sin  0,  wo  0  den  Winkel  vor- 
stellt, unter  welchem  der  uach  dem  betrachteten  Oberflächenpunkte 
(R,  ft,  q))  hinlaufende  Kadiusvector  li  gegen  den  Aequator  geneigt  ist. 
Bezeichnet  man  die  (jcof/mphisc/ie  Breite  dieses  Punktes  mit  B,  so  ist 
ferner: 

(i  =  sin  0  =  (sin  B)  +  « ^ ; 

denn  für  s  =  0  niuss  0  =  B  werden.  Substituirt  mau  diesen  Werth 
von  jti  in  (17.),  und  beachtet  man,  dass  die  zweiten  Dimensionen  von 
£,  a,  d  zu  vernachlässigen  sind,  so  erhält  mau: 

(18.)  i/=^„(l  +  dsin'^B). 

Hier  ist  nach  (22.)  p.  97  und  (27.)  pg.  99: 

und  es  repräsentirt  also  dieses  d  die  sogenannte  Abplattung  der  Erde. 
Demgemäss  gelaugt  man,  aufgrund  der  Formel  (18.),  zu  folgendem  von 
CJairaut'-^)  aufge.sti'lltem  Satz: 


"^l  Clairaut:  Theorie  de  la  ficjurc  de  la  terre,  tirce  des  priiicipcs  de  Vlnjdro- 
staiique.  Varis,  1743;  pg.  191.  Der  sin  B  ist  daselbst  mit  x,  und  g^  mit  n  be- 
zeichnet. 
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Clairaufsches  Theorem.  Wäre  die  Erde  eine  rotirende  Flüssigkeit 
von  iibemll  fjleicher  Dicldußeit,  so  ivärdc  die  scheinbare  Schwere  g  als 
Function  der  (jeoyruphischen  Breite  B  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 
(20.)  //=^.(l  +  d«iir'B), 

ICO  ga  die  scheinbare  Schwere  am  Aequator,  mal  d  die  Abplattung  der  Erde 
vorstellen. 

Wendet  man  dieses  Theorem  auf  den  Pol  an,  d.  i.  aut  B  =  90" 
so  ergiebt  sieh: 

(/j.  =  i/«  (1  +  ö)  ,     d.  i.     g„  =  gj,  (1  —  d) , 

(21.)  folglieh:  —  d  =  ^^:iJp  , 

Combinirt    man    aber    diese    Formel    (21.)    mit    (10.),    so    erhält    man 
folgende  durch  ihre  Symmetrie  ausgezeichneten  Gleichungen: 


(22.)  ?^3i  +  ^J^=.0, 


jj  J/> 


K  "  J^p  _  Og  -  9p   __  „A  „    5    iE 

'p  ^p 


(23.)  ''  ''  -  -i^—'L  =  2d  = 


§  7. 

Ueber  die  Theorie  der  Ebbe  und  Fliith.     Aufstellung  der 
Oberflächenbedingung. 

Wir  wollen  jetzt  die  Figur  einer  rotirenden  Flüssigkeit  von  Neuem 
untersuchen,  und  zwar  unter  Mitberücksichtigung  solcher  Kräfte,  die 
ausserhalb  der  Flüssigkeit  ihren  Sitz  haben.  Oder  auf  die  Erde  au- 
gewendet: Wir  wollen  bei  Bestimmung  der  Figur  der  Erde  die  Ein- 
wirkungen der  übrigen  Himmelskörper  il/j,  J/«,  J/g,  .  .  .  (namentlich 
die  Wirkung  von  Sonne  und  Mond)  mit  in  Anschlag  bringen,  um  in 
solcher  Weise  eine  Vorstellung  zu  erhalten  von  der  Theorie  der  Ebbe 
und  Fluth.  Dabei  werden  wir  jene  Himmelsküq^er,  wegen  ihrer  grossen 
Entfernung  von  der  Erde,  durchweg  als  Funkte  ansehen  dürfen. 

Es  handelt  sich  zuvörderst  um  die  Bewegung  einer  beliebigen, 
theils  von  innern,  theils  von  äussern  Kräften  sollicitirteu  Flüssigkeit*) 
Ist  m  irgend  ein  Theilchen  dieser  Flüssigkeit,  und  mß  die  BcsuUanli 
sämmtlicher  auf  m  eimvirkcndcr  äusserer  tmd  innerer  Kräfte^  so  gelten 
bekanntlich  für  die  Bewecunff  von  m  die  Dift'erential<ileichuugen: 


*)  Statt  der  Flüssigkeit  könnte  ebensogut  ein  ganz  hcliihigcs  materidlcs 
Systevi  genommen  werden.  Es  wird  aber  zweckmässig  sein,  bei  der  Flüssigkeit 
zu  bleiben,  um  in  solcher  Weise  unserer  allgemeinen  Betrachtung  gleich  von  vorn- 
herein die  für  ihre  spätere  Anwendung  geeignete  Gestalt  zu  geben. 


Gleichgewicht  eiuor  rotircmleu  Flüssigkeit.  107 

(1.)  nia"=m%,       mh"  =  m^  ,       mc"  =  m^ , 

wo  )H%,  m23,  WiCS  die  Compoiientcu  von  m^,  und  a,  h,  c  die  Coordi- 
uateu  des  Theilchens  ni  vorstellen.  Dabei  sollen  durch  die  Accente 
Dift'ereutiationeu   nach   der  Zeit   angedeutet  sein;   so  dass  z.  B.  a"  für 

;,.2   stellt.     Denkt  mau  sich  die  Formeln  (1.)  der  Reihe  nach  gebildet 

für  alle  Theilchen    ni   der   ganzen  Flüssigkeit,   und  all'  diese  Formeln 

summirt,  so  erhält  man: 

(2.)  3/«,,"=  l'm^ ,       Mh„"=  ^m^ ,       Mc„"=  ZwG , 

wo  71/=  ^m  die  Gesammtmasse  der  Flüssigkeit  vorstellt,  während  rt^, 
\,  ('„  die  Coordinaten  ihres  8chwerf»unktes  bezeichnen. 

Diese  Formeln  (1.),  (2.)  sind  aber  nur  dann  gültig,  wenn  das  der 
Betrachtung  zu  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Axeusystem  —  es  mag 
dasselbe  mit  (a,  h,  c)  bezeichnet  werden  —  ein  absolut  festes  ist.  Wir 
wollen  gegenwärtig  die  Form  untersuchen,  welche  diese  Differential- 
gleichungen annehmen  bei  Einführung  eines  neuen  und  zwar  in  IJe- 
w&jimg  hcgriff'enen  rechtwinkligen  Axensystems  {x,  y,  £).  Der  Anfangs- 
punkt dieses  neuen  Systems  sei  der  in  Bewegung  begriffene  Schwer- 
punkt der  Flüssigkeit,  d.  i.  der  Punkt  (»q,  \,  cj.  Ferner  sei  die 
.r-Axe  des  neuen  Systems  von  unveränderlicher  Hichtung,  nämlich  fort- 
dauernd parallel  mit  der  a-Axe  des  absolut  festen  Systems.  Um  diese 
.r-Axe  aber  mag  das  neue  System  {x,  y,  z)  in  gleichförnilger  JRotntion 
begriffen  sein,  so  dass  also  die  y-Axe  und  ^-Axe  ihre  Stellungen  im 
absoluten  Räume  von  Augenblick  zu  Augenblick  ändern. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Diff"erentialgleichiingen  (1.)  auf  das 
in  Bewegung  hegriff'ene  Axensystem  {x,  y,  z)  zu  übertragen.  Bezeichnet 
man  die  Coordinaten  des  Theilchens  m  in  Bezug  auf  dieses  System 
mit  ix,  y,  z),  ferner  die  Componenten  der  Kraft  niSt  nach  den  Axen 
dieses  Systems  mit  {mdc,  w?),  m^),  so  ist  oä"enbar: 

a  —  ÜQ  =  X, 
(3.)  Ih  —  ^0  =  y  cos  T^  —  5;  sin  4' , 

c  —  Cq  =  y  sin  xl)  -\-  z  cos  rp , 
und  ferner: 

(4.)      23  =  ?)  cos  ^  -  3  .in  ^ ,        ""*,^""  ,     h)  =  +  «  cos  (^-  +  G  sin  ^ , 

umgekehrt: 
1(5  =  ^J  sin  ^'  +  3  cos  ^ ,  1 3  =  —  93  sin  ^  +  6  cos  ^<> , 

w(j  0  das  gleichförmig  wachsende  Azimuth  der  a;y-Ebene  gegen  die  ab- 
solut feste  «6- Ebene  vorstellt.  Aus  den  Formeln  (3.)  folgt  durch 
Differentiation  nach  der  Zeit: 
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ä  —  «0=  ^'7 

y  —  h^[  =  {ij  COS  }\;  —  /  siu  ^)  +  ( —  \j  «in  i)  —  z  cos  ^)  ^', 
c'  —  Co'  =  (y'  siii  V  +  '^  ct>s  ^)  +  (+  //  cos  ?/>  —  z  sin  i/')  ?^', 
und  hieraus  durch   nuchijiali<^e  Differentiation  nach  der  Zeit: 
rt"  —  fff,"  =  x\ 
h"  —  60"  =  [y"  cos  V'  —  z"  sin  ^)  -|-  ^  (—  2/'  ^^i"  ^  ~  •^''  cos  i}})  il>'  -\- 

+  (— y  cos  1^  +  ^  sin  ^')  ^'■', 
c"  —  Cq"  =  {i)"  ijin  ^p  -\-  z'  cos  i^  -f"  2  (y'  cos  i\>  —  z  sin  j^') ^'  -|- 

~f"  ( —  y  sin  V  —  Z  cos  ^)  ^"'; 
denn   es   ist  zu   beachten,    dass    ip"  =  0  ist,    weil   nach   unserer   Fe^t- 
setzung   die  Drehung    des   Axeusystem  (x,  y,  z)    um  die  a;-Axe  (jlekli 
förmig f  mithin  i/'  eine  lineare  Function  der  Zeit  sein  soll.  —  Das  letzte 
Formelsystem  ist  leicht  auflösbar  nach  x" ,  y" ,  z".     Man  erhält: 

x"=  +  («"—  «„"), 

y"=  +  (^"  —  K)  cos  xl^  +  (c"  —  f,,")  sin  j/^  +  2/1^'  +  7/  j^''-', 

/'  =  —  (6"  —  h^^')  sin  i^  +  (t'"  —  t'o")  cos  i^  —  2y'tp'-{-  zip"^. 

Substituirt  man  hier  für  a",  h" ,  c"  und  «„",  l>^l' ,  c„"  die  aus  (1.),  (-  ^ 
entspringenden  VVerthe,  und  bezeichnet  man  gleichzeitig  die  comtaidi 
Winhelgcschwindiglieit  ij}'  mit  a,  so  erhält  man: 

(5-)  y   =+(23-     ^/    j  cos  i^  +  (^(S--^y-j  sin  1^  +  2«.-  +«-//, 

5    =  —  (^33 ^^-J  sm  J/»  +  (^6 ^j  cos  i/»  —  2  wy  +  w-.^ . 

Diese  Formeln  (5.)  lassen  sich  vereinfachen  mittelst  der  Relationen  (4. 1 
rechter  Hand.     Nach  jenen  Relationen  ist  z.  B.  %  :=  X,  mithin: 

(«•)  ^  jj^~  =  ^  ;^  • 

Ferner  ist  zufolge  jener  Relationen: 

23  cos  i^'  +  6  sin  J/'  =  ?}  , 
woraus  durch   Multijdication  mit  m  und  Summatiou  folgt: 
r2'w53^  cos  0  +  (  >;m6)  sin  j/^  =  2;m?} . 

^ubtrahirt  mau  aber  diese  Formel,  nachdem  sie  durch  M  dividirt  is^t, 
von  der  vorhergehenden,  so  erhält  man: 
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ITiid   in   analof^jer  Weise  ersieht  sich  aus  jeuen   Ucdationen: 

ir-)      -  (^^  -  -JT)  ^"^  ^'  +  (6  -  -T^j  eost^  =  ^  -  -3^  . 

Mit  Rüeksieht.  auf  («.),  (/3.),  (y.)  pjewiiinon   mm  die  Formelü  (5.),  falls 
man   noch  mit,  m  multipiicirt,  die  einfachere  (.lestalt: 

mx  =  tu  [?i  —     ^  J, 

(b.)  w?/    =  m  I  Vj jj~   I  +  2m (oz  -\-  nico^y, 

Diese  Formeln  (0.)  wollen  wir  jetzt  auf  die  Erde  in  Anwendung 
l)riug'en,  indem  wir  uns  dabei  die  Erde  als  eine  rotircnde  Fliissiglceit 
vorstellen,  deren  einzelne  Theilchen  nicht  nur  ihren  gegenseitigen  An- 
ziehungen unterliegen,  sondern  auch  noch  soUicitirt  werden  von  den 
llimmelskörpern  Mj,  31.2,  M^,  etc.  Die  Rotationsaxe  dieser  Flüssigkeit 
wird,  weil  die  Einwirkung  jener  Himmelskörper  eine  nur  sehr  un- 
bedeutende ist,  tuthezu  durch  den  Schwerpunkt  der  Flüssigkeit  gehen. 
Was  nun  die  in  den  Gleichungen  (G.)  angewendeten  Axen  (x,  y,  z) 
betrifft,  so  wollen  wir  die  a;-Axe  zusammenfallen  lassen  mit  der 
Rotationsaxe  der  Flüssigkeit,  und  die  y-  und  ,s^-Axe  theilnehmen  lassen 
an  der  Rotation  der  Flüssigkeit.  Auch  können  wir,  um  die  Vorstellung 
zu  iixiren,  den  Anfangspunkt  des  Systems  {x,  y,  z)  so  legen,  dass  die 
2/-^- Ebene  durch  den  Schwerpunkt  der  Flüssigkeit  hindurch  geht. 

Die  Formeln  (G.)  gelten  für  die  rrJative  Befrcgung  der  einzelnen 
Flüssitrkeitstheilchen  in  in  Bezug  auf  das  selber  in  Bewe<>-uuf?  beo'riffene 
Axensystem  (x,  y,  s).  Es  handelt  sich  hier  aber  nicht  um  die  relative 
Bewcfinny,  sondern  vielmehr  um  das  relative  GlcicJu/ctricld,  d.  h.  um 
denjenigen  Zustand,  bei  welchem  die  Coufiguration  der  Flüssigkeit  in 
Bezug  auf  jenes  Axensystem  consfant  bleibt.  Für  diesen  Zustand  des 
relativen  Gleichgewichts  sind  aber  x',  y,  z',  x",  y",  z"  gleich  Null] 
so  dass  also  die  Formeln  (G.)  für  denselben  folgende  Gestalt  annehmen: 

wo,  ebenso  wie  früher,  cor  =  £  gesetzt  ist. 
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Bemerkung;.  —  Es  handelt  sich  hier,  wie  man  bereits  erkannt  haben 
wird,  um  Vorstt'üuuj^en,  die  nur  approuimativ  zulässig  sind.  Denn  strenge 
genommen  kann,  weil  die  Himmolskörper  M, ,  M.^,  M.^,  etc.  ihre  relative  Lage 
znr  Erde  von  Augenblick  zu  Augenblick  ändern,  von  einem  relativen  Glcicli- 
gnoicht  der  ilüssig  gedachten  Erde  nicht  die  Rede  sein.  In  der  That  werden 
wir  auch  im  Folgeudeu  nicht  die  wirkliche  Theorie  der  Ebbe  und  Flnth 
entwickeln,  sondern  vielmehr  untersuchen,  wie  diese  Theorie  sich  gestalten 
würde,  falls  die  relative  Lage  jener  Himmelskörper  in  Bezug  auf  die  Erde 
conslant  bliebe.  Dabei  aber  steht  wohl  zu  erwarten,  dass  die  Lösung  dieses 
fiugirtoi  Problems  einigermassen  eine  Annäherung  sein  wird  an  die  Lösung 
desjenigen  Problems,  welches  die  Natur  in  Wirklichkeit  uns  darbietet. 

Die  das  Flügft5igkpitstheilclieü  m  sollicitirende  Kraft  {m7i,m^,m)^) 
repräsontirt  |  ihrer  Definition  nach;  vgl.  pg.  106,  107 1  die  llesultantr 
aller  auf  m  einwirkenden  inneren  und  äusseren  Kräfte,  und  i.st  dalier 
zusammengesetzt  einerseits  aus  derjenigen  Einwirkung 

{mX,  niY,  mZ), 
welche  m  von  den  übrigen  Flüssigkeitstheilchen  erleidet,  und  anderer- 
seits aus  denjenigen  Wirkungen 

{m X, ,  m  1\ ,  mZj ,     (in X^ ,  m  Y., ,  m Z.,),    etc. , 

welche  ni  von  den  Himmelskörpern  M^,  M^^  etc.  erfährt.    Demgemäss 
ist  z.  13.: 

(A.)  »»X  =  mX  -\-  mXi  +  ^"^l»  +  •  •  • 

und  folglich*): 

(ß.)  2:m^  =  0  +  2m  X^  +  ^JmX,  -\ 

Aus  diesen  Formeln  (A.),  (B.)  folgt  sofort: 

(C.)  «-  (X  -  ^f)  =  ,„A-  +  @  n,  (a-„  -  ?^'-) , 

wo   der  deutsche  Buchstabe  ©  eine  Summation  andeutet  über   alle   in 
l^etracht  kommenden   nimmelskör]ier  M,,{]\1^,  M^,  etc.). 

Was  in  (C)  din  ein/einen  (Jliedcr  recltUr ^\xw(\  betrifft,  so  reprä- 
sentirt  das  erste  (Jlied  mX  das  ci(/cnllichc  HaupUßicd,  während  die 
übrigen  mit  li  behafteten,  von  den  einzelnen  Himmelskörpern  Mi,  her- 
rührenden Glieder   als  störende  Glieder  zu  betrachten  sind,   welche  im 


*)  Die  inneren  Kräfte,  d.  h.  die  von  den  yegeiiseitigai  Einwirkungen  der  ein- 
zelnen Flüssigkeitstheilchen  herrührenden  Kräfte  werden  ottcnbar  von  solcher  Be- 
schaffenheit sein,  dass  sie  sich,  sobald  man  die  Flüssigkeit  als  starr  betrachtet, 
geyciiseitig  zerstilreti.  Demgemäss  werden  diese  iiuieren  Kräfte  mX,  in  Y ,  mZ 
den  Formeln  (iutsprechen: 

llmX  =  0  ,         Zm  Y  =  0,         Um  X  =  0  . 

Und  mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  sofort  der  Uebergang  von  (A.)  zu  (B.). 
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Vorgleicli  mit  jenem  Hauiitgliedo  sehr  klein  sind.  Jn  Folge  dieser 
l\lt'inlieit  der  Störungsglieder  wird  es  ansreichend  sein^  dieselben  nur 
in  erster  Annäherung  zu  berechnen. 

Jenes  eigentliche  Tlaiiptglied  hat  offenbar  den  Werth: 

WO  V,  ebenso  wie  früher,  das  Potential  der  ganzen  Fliissigkeitsmasse 
in  Bezug  auf  den  Punkt  (rr,  y,  z)  bezeichnet,  während  ])  den  an  dieser 
Stelle  vorhandenen  hydrostatischen  Druclc  repräsentirt. 

Was  andererseits  die  störenden  Glieder  betrifft,  so  bezeichne  man 
die  Coordinaten  des  Himmelskörpers  Mn  mit  {xi,,  ?//,,  Zu)  und  den  Ab- 
stand dieses  (punktförmig  gedachten)  Körpers  vom  Flüssigkeitstheilchen 
m{x,  y,  z)  mit  Ei,.     Alsdann  erhält  man: 

(E.)  mXn  =  hmMn  ""--^-^  =  ImMu  ^  (~)  , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

woraus  durch  Summation  über  alle  Theilchen  m.  der  ganzen  Flüssig- 
keit sich  ergiebt: 

(F.)  J-„A'„=-/.Ä^(v^). 

Die  hier  auftretende  Summe 

repräsentirt  das  Potential  der  ganzen  Flüssigkeitsmasse  auf  den  (punkt- 
förmig gedachten)  Himmelskörper  ilf/,,  und  kann  daher,  weil  es  sich 
hier    um    die   Störungsglieder,    mithin    nur   um    die   erste  Annäherung 

M 

handelt,  =  -^     gesetzt    werden,    wo    11,,    den    Abstand    des   Himmels- 

körpers  M,,  vom  Anfangspunkte  des  Coordinatensystems  {x ,  y,  s)  vor- 
stellt: 

(G.)  R,.'  =  X,'  +  yu'  +  z„\ 

Somit  folgt  aus  (F.): 


\" 


mithin:  ^ 

mt L-tit  Ivl ,         -      ^=   l.-nt>  M . 


(H.)  m  —J^  =  kmM„  ^-^  =  hmM,, 
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wo  alsdann   U^  die  Bedeutimj^  hat: 

Niinnu'hr  folgt  aus  {K.)  und  (II.)  durch  Suhtractiou: 
( K.)  »»  {X,  -  ^")  =  ImM,  ^  Qt^  -  ?'/,) -, 

so  dass  also  die  Formel  (C.)  durch  Substitution  dor  Werthe  (D.)  und 
(K.)  folgende  Gestalt  gewinnt: 

^L.)    „, {X  -  ^)  =  » ^ [>'  +  *F  + ;,® Ä  ( ;  -  i-,)[ . 

Lässt  man  aber  iilr 

^n[k  -     ^^   j,     >"(^?)--ij^   ),     ^^>[^-     M   ) 

den  Ausdruck  (L.)  und  die  damit  analogen  Ausdrücke  in  die  Gleichungen 
(7.)  eintreten,  so  erhält  man: 


(8.) 


wo   W  die  Bedeutung  hat: 


u 

=  m 

dx 

0 

=  m 

HP  +  W) 

dy 

0 

=  w 

Hp  +  if) 

(9.)  W  = 


/.•r+/.(^7if;,(^2v-  ^''') 


+ 


Dabei  bezeichnet  j)  den  hydrostatischen  Druck,  und  f^/,  den  in  (J.)  an- 
gegebenen Ausdruck: 

r  10.)  u,  =    '     ;^ ,  — ^ ,  wo  74  =  ]/.r,/  +  y,r  +  ~-/;-^. 

Aus  (8.)  folgt,  dass  (p  -\-  W)  in  ganzer  Erstreckung  der  Flüssig- 
keitsmasse constant  ist.     Diese  Gleichung 
(11.)  ;)+  ir=Const. 

führt  sodann  nber,  weil  dor  hydrostatische  Druck  an  der  Oberfläche 
der  Flüssigkeit  überall  =  0  ist,  zu  dem  Itesultate,  dass,  speciell  an 
der  Oberfläche,  IT  srlhcr  fiberall  constant  ist.  Und  diese  Ohcrflächen- 
hedmjnmj : 

(12.)  T'F  =  Const. 

gewinnt,  falls  man  für   W  seineu  Werth  (9.)  substituirt,  die  Gestalt: 

(13.)  jcV-\-  'Jyl-±^^  +  ^@  Mä  ^  -  C,'^  =  Const. 


Gleichgewicht  einer  rotirenden  Flüssigkeit.  113 

Sie  unterscheidet  sich  also  von  der  früher  [(2.)  pg.  87]  gefundenen 
Oberfiilcheubedingung  nur  durch  die  von  den  Alu  abliüngenden  Glieder; 
was  a  priori  zu  erwarten  stand. 

§  8. 

"Weiteres  über  Ebbe  und  Fluth.     Discussion  der  erhaltenen 
Oberflächenbedingung. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Oherjlüclie  der  rotirenden  Fldssiglceit, 
auf  (irund  der  erhaltenen  Oberflächen bedinguug  (13.),  näher  vax  be- 
stimmen. Denkt  man  sich  jene  Oberfläche,  ebenso  wie  früher,  durch 
die  Gleichung  dargestellt: 

(14.)  ll  =  A[\-\-ccf\^,cp)], 

und  die  unbekannte  Function  /"(ft,  (p)  nach  Kugelfuuctiouen  entwickelt: 

00 

n  =  0 

so  ergiebt  sich,  ebenso  wie  früher  [vgl.  (12.)  pg.  93]  für  das  Potential  F, 
d.  i.  für  den  ersten   Term   der  Oberflächenbedingung  (13.),   der  Werth: 

3 

d.  i.  der  Werth: 

(in.)  j,r=^^^ 


.l-^^^^'^^+T  ^^"(^>^)_ 


(1+2«  rj  ~^Y,(^,(p)-^  Y,  (^,  (p)' 

Ca 


y 

Auch  erhält  man,  ebenso  wie  damals  [vgl.  pg,  90,  91]  für  ^  ^  9    ^    ;  ^^-  '• 
für  den  zweiten  Term  jener  Oberflächenbedingung  (13.),  den  Werth: 

(17.)  iö/!±i!)  =  ii:[p,(^)_P^  (,„)]. 

Was  endlich  die  in  der  Oberflächenbedingung  (13.)  enthaltenen 
Störlingsglieder  betriÖt,  so  bezeichne  man  ebenso  wie  in  (14.),  (15.), 
(Iß.),  (17.)  die  Polarcoordinaten  irgend  eines  an  der  Oberfläche  liegen- 
den Flüssigkeitstlieilchens  m(x,y,z)  mit  (7?,  fi,  9p)  und  die  Polarcoordi- 
naten des  Himmelskörpers  Mh{Xh,  tjn,  2/,)  mit  {Jl/,,  /ü/,,  q)/,).  Alsdann 
erhält  man  für  den  Abstand  E,,  dieses  punktförmig  gedachten  Himmels- 
körpers M/,  vom  Theilchen  m  die  Formel: 

(«•)  ^  =  -^-   ^  (  jl    )    J'n  (^-OS  r,)  , 

■^■'h  -^h    71-^0  -''/,   ^ 

F.  Neumann,  Vorl.  (ib.  das  rotoiitial.  8 
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WO    yi,    (lio    gogoiiseitige  Neigung    der    boidoii    IMclitinigon   (;<,  qp)    und 
(^A,  qP/,)  vorstellt.     Gleichzeitig  erhlilt  mau  für  die  Grösse    P/,  (10.) 

«^^A  +  2/2/,.  +  ^^A 


6a  = 


i?.. 


den  VVerth: 
iß) 


?/a=        ,^.--  =  ^,-(^Ji>(cos,.). 


Aus  («.),  (ß.)  folgt  durcli   Subtriiction,  und  indfiii   mau  iiocli  mit  />  M/, 
nnilti])licirt: 

(y.)  JcM,.  (^  -  r^  =  '^  [l  +  J  (f^  r  P„  (eos  n) 

Hier  kann  man,  weil  bei  Horeclinung  der  Störungsglieder  nur  die  erste 
Annäherung  zu  erstreben  ist,  die  dritte  und  die  höheren  Potenzen  des 

Bruches    ,.-    gegen   die   zweite  Potenz   desselben   vernachlässigen,  und 

überdies  Jl  durch  Ä  ersetzen;  so  dass  man  also  erhält: 

(18.)         h  @  71/,  (2^  -  r,)  =  /.  @  ^'  Fl  +  (^  ;Jj'i>^  (cos  y;,)]  . 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Werthe  (IG.),  (17.),  (18.)  in  die  Ohcr- 
/lärhcnhcdmfjniu/  (13.)  wirklich  eingesetzt,  so  präsentirt  sich  diese  Be- 
dingung als  eine  nach  Kugelfunctionen  fortschreitende  Entwicklung, 
welche  beständig  =  Const.  sein  soll.  Demgemäss  müssen  in  dieser 
Bedingungsgleichung  auf  beiden  Seiten  die  Kugelfunctionen  O''^"',  1^%  2''''', 
u.  s.  w.  Ordnung  einzeln  einander  gleich  sein.  Wir  gelangen  daher  zu 
folgenden  Formeln: 

i^3^  (1+2«  y.,)  +  ^^  +  7.:®  5  =  Const. , 

0  =  0, 

^^¥^^0''^)  +  ^^-^Vf0-^@'!^^/^(eos,A)  =  O, 

etc.  etc. ; 
und    hieraus    ei-halten    wir,    unter    Rücksichtnahme    auf   die    bekannte 
Relation  M^'^^A^  |(3.)   pg.  8S|,   für   die   Functionen    1\,,    T,,    Y^, 
etc.  folgende  Werthe: 

vj,., 9»)  =  -  j;,„  i-M  + 1  ©  ^  (0  r.Mo.y,), 

YoSiL,  (p)  =  r,,(;t,  (p)  = --=  0 ; 


(!'•'•)    ^ 
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ohne  dabei  aber  Aufschluss  zu  gewinnen  über  die  Werthe  von  Y^^  und 
Yiiii,  (p).  Mit  Bezug  hierauf  sei  bemerkt,  dass  Y^^  eine  unhckannte 
Constante  ist,  und  dass 

(19a.)      Yi  iii,  (p)  =  ^^l  +  B  |/l  —  ^2  cos  (p  -\-  T  [^  1  —  ^'^  sin  <p 
ist  [vgl.  (S).)  pg.  76  und  (3.)  pg.  70],  wo  A,  B,  f  imheJcannte  Constanten  vor- 
stellen.   Und  überdies  sei  bemerkt,  dass  die  Entwicklung  der  Function 
/■(^,  (p),  (15.),  zufolge  der  Formeln  (19.),  sich  auf  drei  Glieder  reducirt: 
(20.)  .        f(ii,  cp)  =  Y,  +  Y, (^,cp)-i-  Y, (^i,  (p) . 

Wollen  ^vir  nun  die  Gleichung  (14.)  der  Oberfläche  der  rotirenden 
Flüssigleit  wirklich  bilden,  so  haben  wir  in  jene  Gleichung  für  f(ii,  (p) 
den  Werth  (20.),  und  dabei  zugleich  für  die  Y's  die  Werthe  (19.),  (19a.) 
eintreten  zu  lassen.  Wir  werden  zeigen,  dass  jene  Gleichung  durch 
diese  Substitution  in  eine  Gleichung  sieh  verwandelt,  die  in  Bezug  auf 
die  rechtivinldigen  Coordinaten  vom  ziveiten  Grade  ist,  also  zeigen,  dass 
die  in  Rede  stehende  Oberfläche  ein  Ellipsoid  ist. 

Zuvörderst  ist  jene  Gleichung  (14.)  der  Flüssigkeitsoberfläche, 
falls  man  sie  zur  ( —  2)'^"^  Potenz  erhebt,  und  dabei  beachtet,  dass  a' 
vornachlässigt  werden  soll,  in  die  Gestalt  versetzbar: 

J_  _  1  -  2afifi,  y) 

d.  i.  in  die  Gestalt: 

A'  =  R'[l-2af(^,(p)], 

also,  mit  Rücksicht  auf  (20.),  auch  so  darstellbar: 

A^  =  R^-  [2aR^]Y^-  [2aR]RY,(ß,  (p)  -  2ccR'Y.,(^,  (p). 

Hier   können   wir,  weil   a'  zu  vernachlässigen   ist,   die  in  den  eckigen 

Klammern  enthalteneu  Grossen  durch  2aA^  resp.  durch  2aA  ersetzen, 

wie   solches   aus   (14.)   sofort   folgt.     Thun   wir   aber   dies,   und   geben 

wir   zugleich    den    einzelnen   Gliedern    eine    etwas   andere  Reihenfolge, 

so   erhalten    wir    die   Gleichung   der   Flüssiglc^itsoherfläcJie   in   folgender 

Gestalt: 

(21.)     (7^2  _  2aR'Y,{^,(p))  —  {2aARY,(^,(p))  =  A- (\  -\-2aYj, 

d.  i.  in  der  Gestalt: 

(22.)  U  -^=A'{1  -\-2aYj, 

wo  alsdann  U  und  95,  wie  mit  Rücksicht  auf  (19.),  (19a.)  sich  leicht 
ergiebt,  die  Werthe  haben: 

(23.)       ^^  ^  ^'^+  ^-  ^^^''^'^  -  '®  ^'  (4)'''^'^  ^'''"'^' 

9i  =  2ßyl[A/.>  -i-  BJiyi  ~  jr  C()s<p  -f  r/.'/l  -^  ^'in(p\. 
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Hier  repräsentiren  (H,  ^i,  (p)  die  Polarcoordinateu  irgend  eines 
Oberflücbenpunktes  der  Flüssigkeit,  und  (i?/,,  ^lu,  tph)  die  Polarcoordi- 
naten  des  Himmelskörpers  71/"/,.  Sind  also  (x,  y,  z)  und  (X),,  y,,,  z,,) 
die  entsprechenden  rechtwinkligen  Coordinaten,  so  finden  die  Rela- 
tionen statt: 

x  =  Rti,  R' =  x^  -{- y-  -\-  z\ 

z^RYl^'ti'smq),        c«s?^''=       '     br[  '\ 

wo    y/,    die    gegenseitige    Neigung    der   licidt-n    Richtungen   (}i,  (p)    und 
(^/,,  cp,,)  vorstellt.     Ferner  ist  [vgl.  (lO.J  p.  20J: 

r,  (cos  yn)  =  Y  (cos-  y,  -  -)  , 
also  mit  Rücksicht  auf  («.): 

R'  ^x'-  +  f  +  z'-, 

(ß.)        H^PM        -|[x'-f  +  f +  '')]■ 

Mittelst  dieser  Formeln  (a.),  (ß.)  gewinnen  die  Ausdrücke  U,  ^8  (2/».; 
folgende  Gestalt: 

(24.)    -  V' ® ^^  {ty  [C''^^-'")'-  (^^ + f + 'j , 

dcmgomiiss  ist  11  cme  homogenn  Function  zweiten  Grades  von  x,  y,  z, 
und  iß  eine  lionuxjene  Function  ersten  Grades  von  x,  y,  z.  Folglich  ist 
die  durch  die  Formel  (22.)  dargestellte  FlüssiglicitsohrfläcJie  ein  Ellipsotd. 
Durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Axensystems  (x,  y,  z)  kann 
man  den  linearen  Term  33  zum  Verschwinden  bringen,  der  Gleichung 
des  EUipsoids  (22.)  also  die  Gestalt  verleihen: 

(25.)  U  =  Z, 

wo  U  dieselbe  homogene  Function  zweiten  Grades  bezeichnet,  wie  bisher, 
während    K  finc    Gonstante    vorstellt.     Substituirt    man    für   U    seine 
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in    (24.)    angegebene   Bedeutung,    so   erhält   man    also   schliesslich   die 
Ohcrflädic  des  Flüssi(jlicilscllii)Soid6  in  folgender  Darstellung: 

Aus  dieser  Formel*)  erkennt  man,  dass  die  von  der  Rotations- 
bewegung und  von  den  Himmelskörpern  il/j,  M.^,  il/.;,  .  .  .  herrührenden 
Anschwellungen  der  Flüssigkeit  sich  gewissermasseu  superponireii,  und 
dass  jede  solche  Anschwellung,  für  sich  allein  betrachtet,  ebenfalls 
von  cllipsokUschcr  Form  ist.  Zugleich  bemerkt  man,  dass  die  der  Kota- 
tionsbewegung  entsprechende  Anschwellung  durch  ein  ahgeplattetes  Um- 
drehnngsellipsoid  repräsentirt  ist,  dessen  Axe  mit  der  Rotationsaxe  der 
Flüssigkeit  zusammenfällt,  während  andererseits  die  von  irgend  einem 
Himmelskörper  J//,  herrührende  Anschwellung  durch  ein  (jcstrcddcs  Um- 
drchungaell  12)80 id  sich  darstellt,  dessen  Axe  nach  31/,  gerichtet  ist. 

§  9. 
Vereinfachung  der  in  §  6  angestellten  Untersuchungen**). 
Im  §  6  ist  auf  pg.  101 — 104  der  Werth  des  Ausdruckes 


m 

\cp/ 


CO 

berechnet  worden.  Die  dort  zur  Ausführung  dieser  Rechnung  benutzte 
Methode  kann  aber  ersetzt  werden  durch  eine  bei  Weitem  kürzere 
und  einfachere  Methode,  welche  auf  der  Anwendung  des  Laplace'schen 
Sphäroidsatzcs  beruht. 

Zufolge  jenes  Satzes  [vgl.  (9.)  pg.  52]  ist  nämlich: 


(1-) 


^^(l-D  =-(^>   -'"¥' 


dV 
wodurch    der    Oberflächenwerth    des    Ausdrucks  - —    auf    den    von    V 

selber  reducirt  wird.  Letzterer  aber  war  bereits  ermittelt  worden. 
In  der  That  hatten  wir  in  (12.)  pg.  03  gefunden,  dass  der  Obertlätheu- 
werth  von   V  folgendermassen  lautet: 


*)  Setzt  man  die  Jf,^  sämmtlich  =0,  so  verwandelt  sich  die  Formel  ('2ti.) 
in  die  früher  gefundene  Formel  (20.)  pg.  ü7,  wobei  Rücksicht  zu  nehmen  ist  auf 
(18.)  pg.  96. 

**)  Der  Herausgober  erlaubt  sich,   diese  Vereinfachung,   zu  welcher  derselbe 
erst  während  des  Druckes  gelangt  ist,   hier  wenigstens  nachträglich  mitzutheileii. 
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Auch  lialtf'ii  wir  damals,  in  (14.),  (15.)  pg.  94  uiul  DG,  gifuiKleu,  dass 
die  hier  aultreleiidL'ii  Y's  säiiiuitlith  =  0  sind,  mit  alleiniger  Aus- 
nahme vun   y^;  so  dass  wir  schreiben  können: 

Substituircn  wir  nun  diesen  Oberflächenwertli  von  V  in  der  rechten 
Seite  der  Formel  (1.),   —   woselbst  dieser  nämliche  Werth  mit  (K) 

bezeichnet  worden  ist  — ,  so  erhalten  wir: 

(2.)  2.4  (f)      =->"^[l-^YJ,,^. 

Hieraus  folgt,  falls  wir  für  Y.^{(i,  q))  den  schon  früher,  in  (111.)  pg.  96, 
erhaltenen  Werth: (ft'  —  .,)  substituiren: 

(3.)       (i{)  =-ir[>+M^^-;)]- 

^  (>=R 

Dies  aber  ist  dasselbe  Resultat,  zu  welchem  wir  in  §  6,  nämlich  in 
(14.)  pg.  104,  auf  ganz  anderem  und  viel  mühsamcrem  Wege  gelangten. 


I 

J 


Sechöieö  GaiAtal. 
lieber  die  Gau.ss'sche  Theorie  des  Erduiagiietismus*). 

\Vir  werden  zuvörderst  die  analytischeu  Ausdrücke  für  die  drei 
Compuneuteii  S,  31,  P  des  Erduiugiietismus  eutwickelu.  Dabei  mag 
S  die  scnJcrcchtc  (d.  i.  vertikale)  Componente  sein,  während  M  und  P 
die  beiden  horizontalen  dem  Meridian  und  dem  FaraUeUcreis  entsprechen- 
den Componenten  vorstellen  sollen.  Auf  Grund  der  analytischen  Aus- 
drücke dieser  drei  (Jomponenten  werden  wir  sodann  zeigen,  dass,  weim 
•  S  für  sämmtliche  Punkte  der  Erdoberfläche  bekannt  ist,  diese  Keniit- 
niss  von  S  bereits  ausreichend  ist  zur  Berechnung  von  M  und  P.  Ist 
andererseits  31  bekannt,  während  *S'  und  P  unbekannt  sind,  so  wird, 
wie  wir  zeigen  werden,  diese  Kenntuiss  von  31  ausreichend  sein  zur 
Berechnung  von  S  und  P. 

Zu  diesen  Sätzen,  die  wesentlich  darauf  beruhen,  dass  die  in  Rede 
stehenden  Kräfte  ein  Fotcntial  besitzen,  werden  noch  andere  Ergebnisse 
hinzutreten,  die  derselben  Quelle  entstammen,  und  nicht  weniger  merk- 
würdig sind. 

Uebrigens  wird  bei  Ableitung  all'  dieser  Sätze  vorausgesetzt  sein, 
dass  der  eigentliche  Sitz  der  erdmagnetischen  Kraft  wirklich  innerhalb 
der  Erde  sich  befindet.  Schliesslich  werden  wir  zur  Beantwortung  der 
Frage  übergehen,  in  wie  weit  eine  solche  Voraussetzung  f/erec/^^/cr^ifV/Hst. 
Und  zwar  werden  wir  zeigen,  dass  man  auf  diese  Frage  in  der  That 
Auskunft  zu  geben  vermag,  nämlich  zeigen,  dass  man  auf  Grund  eines 
zweckmässig  eingerichteten  Beobachtungsniaterials  dereinst  darüber 
zu  entscheiden  im  Stande  sein  wird,  ob  der  Sitz  der  sogenannten  erd- 
luagnetischen  Kraft  wirklich  innerlialh  der  Erde,  oder  aber  aiiaacrhalh 
der  Erde,  oder  vielleicht  tJicils  innerhalb,  theils  ausserhalb  derselben  zu 
suchen  ist. 


*)    Gauss:   Allg.  Theorie  des  Erdmagnetismus.    1838.     (Gaus»'  gcs.  Werke 
Bd.  5.) 
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§   1. 
Die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Componenten  der  erdmagne- 
tischen Kraft,    unter  der  Voraussetzung,    dass  der  Sitz  dieser  Kraft 
wirklich  innerhalb  der  Erde  sich  befindet. 

Wir  beaitzeii  viele,  aber  sehr  verschiecleii  zuverlässige  Beobucli- 
tuiigeu  über  den  Erdmagnetismus,  deren  Resultate  mau  dadurch  zu 
veranschaulichen  gesuclit  hat,  dass  man  auf  der  Erdoberiläche  die 
isogoncn,  isoJdincn  und  isochjriamisclicn  Curven  construirte. 

Die  ersten  Versuche  zu  einer  Theorie  des  Erdmagnetismus  be- 
standen darin,  dass  man  innerhall)  der  Erde  c/«  Paar  magnetisclier 
Pole  annahm,  und  diesen  Polen  eine  solche  Lage  zuzuertheilen  suchte, 
dass  hieraus  die  beobachteten  Erscheinungen  sich  erklären  Hessen. 
Dabei  hatte  man  alsdann  zu  verfügen  über  7  willkürliche  Constanten, 
von  denen  6  die  Lage  der  Pole  ausdrückten,  und  eme  die  Intensität  der 
Pole  bestimmte.  Eider  fand  jedoch,  dass  ein  derartiges  Verfahren,  wie 
man  über  jene  7  Constanten  auch  disponiren  mag,  unzureichend  sei 
zur  Erklärung  der  beobachteten  Erscheinungen,  und  nahm  daher  rnr/ 
Polpaare  an,  wodurch  den  Erscheinungen  schon  besser  entsprochen 
werden  konnte.  —  Man  darf  sich  aber  nicht  verführen  lassen,  in  diesen 
Annahmen  mehr  zu  sehen,  als  die  willkürliche  Disposition  über  7, 
respective  14  Constanten.  Diese  Art  der  Erklärung  hat  überdies  auch 
noch  den  Nachtheil,  dass  die  Rechnung  sehr  unbequem  ist,  weil  zur 
Durchführung  derselben  keine  allgemeine  Methode  sich  darbietet.  In 
der  That  ist  auch  die  Durchführung  einer  solchen  Rechnung,  nach 
Eulcr,  nur  noch  einmal,  und  zwar  von  Hanstcen  unternommen  worden, 
in  seinem  berühmten  Werke  über  den  Erdmagnetismus. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  der  Sitz  der  erdmagnetischen  Kräfte  liege 
innerhalb  der  Erde  seihst,  —  eine  Annahme,  zu  deren  Prüfung  sich 
später  die  geeigneten  Mittel  ergeben  werden.  Ueber  die  Vcrtheilung 
des  Magnetismus  in  der  Erde  machen  wir  »vorläufig  gar  keine  An- 
nahme, betrachten  vielmehr  diese  Vertheilung  als  irgend  eine  unbekannte 
(continuirliche  oder  discontinuirliche)  Function   des  Ortes. 

13ezeichnet  m  irgend  einen  an  der  Erdoberfläche  befindlichen  »lagnc- 
tischen  3Iassenpiiu/d  (z.  li.  irgend  einen  Massenpunkt  derjenigen  magne- 
tischen Materie,  die  in  einer  Compassnadel  enthalten  ist),  so  wird  das 
Potential  des  Erdmagnetismus  auf  diesen  Punkt   ni    den  Werth  haben: 

dabei  ist  die  Summation  ausgedehnt  zu  denken  über  alle  innerhalb  der 
Erde    befindlichen    magnetischen   Massenpuukte    m,    und    unter   E   die 
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Entfernimg  zwischen  ))i  und  tn  zu  verstehen.  »Sinil  luiu  (p,  ^,  (p)  und 
{q  ,  yi ,  rp)  die  Polarcoordinaten  von  m  und  ni  in  Bezug  auf  ein  Polar- 
coordinatensystem,  dessen  Anfangsi)unkt  im  Centrum  der  Erde  liegt, 
so  ist: 

WO  A  den  Erdradius  vorstellt*).  Demgemäss  ergiebt  sich  [vgl.  pg.  46] 
die  Entwicldung: 

1   J^    ,    q'Pj  (cos  y)    ■    ej  Pa  (c^sjO    I 

E        e  "^         Q^  '  ?  -r  •  •  •  • , 

wo  y  die  Neigung  von  (>  gegen  q'  repräsentirt.  Substituirt  mau  diese 
Entwicklung  in  (1.),  und  beachtet,  dass  Um  =  0  ist**),  so  er- 
hält man: 

_    Z[mQP^  (cos  y)]  ZKp'^Pgfcos  y)] 

(-■;  y  —  p2  -j-  p3  + 

Die  hier  in  den  Zählern  auftretenden  Summen  sind,  wie  man  leicht 
erkennt  [vgl.  z.  B,  (19.)  pg.  40],  ebenso  wie  P„  (cos  y)  selber,  Kugel- 
functionen  der  Argumente  ft,  q),  und  mögen  demgemäss  mit 

Yi(}i,<p),     Y.,(ß,(p),     etc., 
oder  besser  mit 

Ä^  Fj  (.u,  9)),     Ä^  Y2  (jtt,  (p),     etc. 

bezeichnet  werden.     Es  mag  also  gesetzt  werden: 

l'[m'Q''^PJcos  y)]  =  ^"+^  r„(i^,  cp)  . 

Alsdann  geht  die  Formel  (2.)  über  in: 

wofür,  unter  Fortlassung  der  Argumente  ,u,  qp,  einfacher  geschrieben 
werden  kann: 

^    Y  -U  ^-  Y. I-  - 

Die  Vertheilung  der  magnetischen  Materie  innerhalb  der  Erde  be- 
trachten wir  als  iinhe/cannt.  Demzufolge  sind  z.  B.  die  hier  eingeführten 
ys  unhclcannlc  Kugelfunctionen  der  Argumente  ft,  rp.  Wie  dem  auch 
sei,  jedenfalls    werden    wir    aus    (3.)    die    zu    Anfang    dieses    Capitels 


(3.)      F  =  ^-  y,  iii,  cp)  +  :^3-  YJp,  9))  . . .  +  ^    ~-  y„  Ca,  cp)  + 
"  "  p 


(ou.)  F=^   y^+-_i;...  +  A^^    y„4. 


*)  Bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  soll  nämlich  die  Erde  geradezu  als 
eine  Kurjel  angesehen  werden;  und  der  Radius  dieser  Kugel  soll  A  heisson. 

**)  Wir  schlii  ssen  uns  hier  der  bekaunteu  Annahme  an,  dass  iu  jedem 
Körper,  also  z.  B.  auch  in  der  Erde,  ebcosoviel  positiv-,  wie  ncr/af tu- magnetische 
Materie  euthaltcn  ist. 


\/l- 
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geiiaimten  Compoueiiteii  >S,  il/,  P  iibzuk-iluii  im  »Stande  sein,  indem  w  ir 
uns  dabei  der  Formeln  (jr.)  pg.  25  bedienen. 

Beachtet  man,  dass  der  dortige  Factor  /  im  gegenwärtigen  Falle 
=  1  ist,  und  setzt  m.in  überdies  die  Masse  m  des  sollieilirteu  Punktes 
m{Q,  ^,  (f)  ebenfalls   ==  1,  so  ergiebt  sich  aus  ji-nen  Formeln: 

31  =  n  cos  {II,  düfl)  =  + 

(4.)  p  =  11  cos  (7i',  da,,,)  =  - 

S=  li  cos  {11,  dö,)  =  - 

wo  z.  B.  S  in  der  Iiichtung  q,  d.  i.  vertikal  nach  oben  gerechnet  ist, 
8ubstituirt  man  hier  für  V  den  \Verth  (oa.),  und  beachtet  man,  dass 
der  sollieitirte  Punkt  {q,  ^,  (p)  dicht  an  der  Er  daher jlüche  liegen,  mithin 
Q  nur  wenig  gfösser  als  A  sein  soll,  und  dass  also,  nach  Ausführung 
der  Differentiationen,  q  ohne  merklichen  Fehler  =  A  gesetzt  werden 
darf,  so  erhält  man: 

(5.)      ii/=|/r-^'^^(r,  +  r,  +  ..-+  r„+---), 
(6.)       p=--^=^^(y.  +  i;  +  ---+  r„  +  ..-), 
(7.)       6'=  +  2Y,  +  ar,  +  ^iY,  +  •••  +  K»^  +  i)>^»  +  •••• 

Die  beiden  horizontalen  Componenten  M  und  V  lassen  sich  ver- 
einigen zu  einer  einzujcn  horizontalen  Compouente  //.  Und  zwar  erhält 
mau  für  H,  ferner  für  die  DecUnation  d  und  für  die  Indination  j  die 
Formeln: 

(8.)  i/=>/jfM^%      tgd  =  ^,^    ^o'^  =  7Z- 

Die  drei  Grössen  //,  d,  j  sind  am  un mittelbarsten  der  Beobach- 
tung zugänglich.  Doch  ist  ihr  Zusammenhang  mit  dem  eigentlichen 
Kern  der  Theorie,  nämlich  mit  dem  Potential  V  ein  so  complicirter, 
dass  es  von  vornherein  unpraktisch  erscheinen  muss,  dieselben  als 
Grundlagen  der  Kechiumg  einzuführen.  Vielmehr  erscheint  es  rathsani, 
aus  den  beobachteten  VVerthen  von  //,  d,  j  zuvörderst  die  Werthe  von 
31,  V,  S  ahzuleiten,  und  sodann  diese  letztern  zur  eigentlichen  Basis 
der  Rechnung  zu  nehmen. 
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§   -^ 

Fortsetzung.  Der   gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  den  drei 

Componcntcn  des  Erdmagnetismus. 

Nelmieii  wir  uu,  es  aci  S  für  alle  FniiJäe  der  l'Jri  loher  fläche  heJcannt, 
iiiid  es  sei  gelungen,  dieses  S  in  eine  nach  Kugel t'uiiciioiien  fortschrei- 
tende Reihe  zu  entwickeln: 

(0.)  s  =  s^,-\-s,  +  s,-\-s,---  +6;+ •••, 

■wo  Sn  eine  Kugellunction  n^"'  Ordnung  vorstellt.    Alsdann  müssen,  wie 
aus   dem  Theorem   pg.  59   und   den  Zusätzen  pg.  60  sich  ergiebt,  die 
Entwicklungen    (9.)   und   (7.)   Glied   für   Glied   untereinander  identisch 
sein;  woraus  folgt: 
(lOa.)  /So  =  Null,     und: 

(10b.)      Y,=^S,,     Y,  =  IS„...     Y,.  =  ^^^.,  .... 

Nachdem  in  solcher  Weise  die  Y's  gefunden  sind,  können  jetzt,  auf 
(Jrund  dieser  Y's,  mittelst  der  Formeln  (5.),  (G.)  sofort  auch  die  VVerthe 
der  Componenten  31  und  P  berechnet  werden-,  so  dass  mau  also  zu 
folgendem  Satz  gelangt: 

Erster  Satz.  —  Ist  S  für  alle  FimJäe  der  Erdoherflüche  behoDit,  so 
wird  diese  Kenntniss  von  S  hereits  ausreichend  sein  mr  Berechnung/  von 
31  und  P. 

Wir  gehen  über  zu  einer  andern  Betrachtung,  die  sich  ebenfalls 
den  Formeln  (5.),  (6.),  (7.)  anschliesst.  In  jenen  Formeln  reiiräsentiren 
31,  P,  S  die  Werthe  der  drei  Componenten  der  erdmagnetischen  Kraft 
an  der  Erdoberfläche,  also  Functionen  von  ji,  q).  Demgemäss  folgt 
aus  (5.): 

f-^k_  =  (Y,-^Y,+  Y,  +  .-.)-(Y,-{-Y,  +  Y,-^-..),=^,. 
Der  hier  auftretende  letzte  Term 

(y,  +  n+  y. +  •••).=-! 

enthält  diejenigen  Specialwerthe,  welche  die  Y'a  für  ft  =  —  1  an- 
nehmen, und  kann  also  nur  noch  von  q)  abhängig  sein.  Nun  sind  aljer 
die  Y's  für  /*  =  —  1  nicht  nur  von  fi,  sondern  auch  von  cp  unabJtänniii 
[vgl.  die  zweite  Bemkg.  pg.  77].  Demgemäss  ist  also  jener  letzte  Ter  in 
unabhängig    von   /w.   und  qp,    d.  h.  eine  Constante.     Wir  erhalten  daher: 

^^^  -^         f  }/r^^-  ^  ^^^°'^-^  +  ^^  +  ^'^  +  i'a  +  •  •  •  • 
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Nelinit'U  wir  jiun  an,  es  sei  die  Meridiancompunente  M  für  alle  Fitnlifc 
der  Krdohcrflüche  hehinnt,  es  sei  also  31  eine  bekannte  Function  vuii 
^i,  (p.  Alsdann  <^ilt  offenbar  Gleiches  auch  von  dem  in  der  letzten 
Formel  befindlichen  Integral,  mithin*)  auch  von  den  daselbst  vor- 
handenen Y's.  Sind  in  solcher  Weise  aber  die  Y's  gefunden,  so  kann 
man  aus  ihnen  sofort,  mittelst  der  Formeln  (0.)^  (7.\  aucli  P  und  S 
berechnen.     Also  folgender 

Zweiter  Satz.  —  Ist  M  für  (die  Funlde  der  Er  daher  fläche  bekannt, 
so  kann  man  sofort  anch  die  Werthe  von  F  und  S  finden. 

Wir  gehen  über  zu  einer  dritten  Betrachtung  über  diu  Formeln 
(5.),  (ß.),  (7.).     Aus  ((5.)  folgt  sofort: 

,-yi^^^  Jf<  cp=^i\\^  Y,Jr  Y.  +  -)  -  {y^  +  y.+  ys-\-  -\=^- 

0 

Der  hier  auftretende  Term 

ist  offenbar  unabhängig  von  9),  mithin  nur  noch  eine  Function  von  |u. 
Er  mag  demgemäss  mit  l'\iii)  bezeichnet  werden.  Alsdann  erhält 
man  also: 

-  y\-yjF?<p  =  (y,  +  n  +!;,  +  •••)-  n«). 

tSubstituirt  man  aber  den  hieraus  für  ( )',  -|-  Y-j  "h  ^a  +  •■')  ^ic^i  er- 
gebenden Werth  in  (5.),  so  folgt  sofort: 

3/  =  }/l~"l?  -^  [f{(i)  -  YY^-pjFccp]  . 

Denkt  man  sich  diese  Formel  successive  für  zwei  Stellen  (^,  cp)  und 
((i,  (p)  ein  und  desselben  l'aralleikreiscs  (/ii)  gebildet,  und  die  so  ent- 
stehenden beiden  Gleichungen  von  einander  subtraiiirt,  so  erhält  man: 

(12.)  il/(^,  ^)  -  31(^1,  cp')  =  -  |/nr7  .|.  i^YT^-f^^  J P8g>]  . 

Nimmt  man  nun  an,  es  sei  F  für  alle  Fnnläc  der  Frdoler /lache  hehinnt, 
so  wird  die  rechte  Seite  der  letzten  Formel  ebenfalls  bekannt  sein, 
folglich  auch  die  linke  Seite.     Also  folgender 

Dritter  Satz.  —  Ist  F  für  alle  Funkte  der  Erdoherjlüchc  bekannt, 
und  ist  überdies  31  für  alle  Funkte  eines  bestimmten  3Ieridians  (^') 
bekannt,  so  tvird  man  31  für  sämmtliche  Funkte  der  ganzen  Erdober- 
fläche, mithin  [zufolge  des  zweiten  Satzes]  aucli  S  zu  berechnen  im 
Stande  sein. 


*)    Vgl.  das  TLcort'iu  pg.  59,  uud  die  Zusätze  pg.  60. 
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§  3. 
Fortsetzung.    —    Ueber   die   Aenderungen,   welche   die   drei   Compo- 
nenten   des  Erdmagnetismus   erfahren   bei  einer  Erhebung  über  die 

Erdoberfläche. 
Vierter  Satz.  —  Sind  H,  d,  j,  müldn  auch  31,  P,  S  für  irgend 
ein  Gebiet  der  Erdoberfläche  beliannt  als  Functionen  der  geoyra- 
phiscJien  Breite  und  Länge,  so  Icann  man  hieraus  die  Aenderungen  be- 
rechnen, ivelche  die  genannten  Grössen  in  jenem  Gebiete  crfcüiren  bei  einer 
Erhebung  über  die  Erdoberfläche. 

Dieser  Satz,  den  wir  sogleich  beweisen  werden,  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit.  Denn  auf  ihm  beruht  die  Möglichkeit,  die  magnetische 
Wirhung  einer  Gehirgsmasse  zu  bestimmen.  Denkt  man  sich  nämlich 
H,  d,  j  oder  (was  dasselbe  ist)  31,  P,  S  in  der  Ebene  zu  beiden  Seiten 
des  Gebirges,  und  in  solcher  Entfernung  vom  Gebirge,  dass  die  Ge- 
hirgsmasse auf  diese  Grössen  ohne  Einfluss  ist,  als  Functiouen  der 
geographiscluMi  Breite  und  Länge  bestimmt,  so  kann  man  hieraus  zu- 
vörderst durch  Interpolation  diejenigen  Werthe  ableiten,  weiche  diese 
Functionen  in  jener  Ebene  im  Räume  des  Gebirges  besitzen  tviirden, 
falls  die  Gehirgsmasse  gar  nicht  vorhanden  wäre.  Aus  den  in  solcher 
Weise  construirten  Functionen  kann  man  sodann  aber,  zufolge  des 
anfangs  genannten  (noch  unbewiesenen)  Satzes,  diejenigen  Werthe  be- 
rechnen, welche  31,  P,  S,  H,  d,j  auf  der  Höhe  des  Gebirges  besitzen 
würden,  falls  die  Gehirgsmasse  nicht  vorhanden  wäre.  Der  Unterschied 
dieser  tlieorctisch  berechneten  Werthe,  gegenüber  den  auf  der  Höhe  des 
Gebirges  wirldich  beobachteten  Werthen,  wird  alsdann  herrühren  von 
der  Einwirkung  des  Gebirges,  mithin  anwendbar  sein  zur  näheren  Be- 
stimmung jener  Einwirkung. 

Da  bei  den  bisherigen  Beobachtungen,  die  im  Kaukasus,  den  Pyrenäen 
und  den  Alpen  angestellt  sind,  der  Einfluss  der  Gehirgsmasse  selber  nicht 
berücküichtigt  worden  ist,  so  hat  man  unter  einander  stark  abtceicJiende 
Resultate  über  die  Abhängigkeit  der  magnetischen  Erscheinungen  von  der 
Erhebung  über  das  Meeresniveau  erhalten.  Es  wäre  vielleicht  eine  lohnende 
Arbeit,  die  in  den  Pyrenäen  angestellten  Beobachtungen  nach  Maassgabe 
der  soeben  gemachten  Andeutungen  näher  za  discutiren.  {F.  N.  1856.) 
Der  Beweis  des  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  gemannten  Satzes 
beruht  auf  rlcn  Formeln  (4.): 

du  yi  —  \ir 

(t.)  If  =  -  s. 


12G 
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sowie  auf  der  für  V  geltenden  iJilfereiitialgleicliung  A]"=0,  d.  i.: 

[vgl.  pg.  9  und  pg.  23].  Dift'erenzirt  man  iiiiiiilich  die  Formeln  (A.), 
(('.)  respective  nach  q,  ^,  und  subtraliirt  sodann  dieselben  von  ein- 
ander, so  folgt: 

'•    ^  dQ\Vl-ll'      J         Cfi, 

Und    in    ähnlitlier    Weise    folgt    aus    (13.),    (C.)    dmcli    Differentiation 

nach  Q,  (p: 

cV      cV 


0  =  A  (^  yi  _  ^2  p)  _ 


as 

dq) 


L  (p2^)  +  A  (p  |/i  _  a^  71/)  -  -4=  ^-^^  =  0. 


Substituirt  man  ferner  in  (D.)  für  -^,    g— ,  -^  die  in  (A.),  (B.),  {('.) 
angegebenen  Werthe,  so  folgt: 

Diese  Formeln  («.),  (ß.),  (y.)  kann  man  aber  oirenl)ar  auch  so  schreiben: 
„   ,         6P         ,         1 dS 


2qS-\-q 


oder  auch  so: 


13.) 


dM 


M 
Q 


0(1  VI  —  (L'  dq) 


Vi  —  (i'  as 

Q  0(1   ' 

1         dS 


dQ  Q         e|/i  —  (L^  dcp 


dP 


(i^  oq) 


Sind  nun  M,  P,  S  für  irgend  ein  Gebiet  der  Erdoberfläche  bekannte 
Functionen  der  geographischen  Breite  und  Länge,  d.  i.  hclannte  Func- 
tionen von  ^,  (p,  so  kann  man,  mittelst  dieser  Formeln  (13.),  sofort  die 

diesem   Gebiet    entsprechenden   Werthe    von   -^. — ,    .— ,  -tt-  berechnen. 

*  Ciq   ^     Oq  '     ÖQ 

Und  hieraus  ergeben  sich  dann  ferner,  mittelst  der  Formeln  (8.),  auch  die 

Werthe  von    , — ,    . — ,   —•  —  Hiermit  ist  der  zu  Anfang  dieses  Pa- 
Oq   ^    (JQ  '    dq  ° 

ragraphs  aufgestellte  Satz  bewiesen. 
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§  4. 

Ueber  die  Entscheidung  der  Frage,  ob  der  Sitz  der  erdmagnetisehen 
Kraft  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Erde  zu  suchen  ist. 

Wir  haben  bis  jetzt  augenommeii,  der  Sitz  der  erdmagnetisehen 
Kraft  sei  wirklich  innerhalb  der  Erde.  Um  die  Richtigkeit  dieser  An- 
nahme zu  prüfen,  machen  wir  jetzt  die  entgegengesetzte  Hypothese, 
dass  der  Sitz  jener  Kraft  ausserhalb  der  Erde  sich  befindet.  Alsdann 
erhält  man,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  an  Stelle  der  Reihenentwick- 
lung (2.),  folgende: 

Beachtet  man   nun,  dass   hier   das  erste  Glied   rechts   einen  constanien 
d.  h.  von   p,  a,  (p  unabhängigen  Werth  hat,    und  setzt  man   überdies: 

^m'P„(cosy)  1        7/'         X  1         ^ 

^       ^,„  +  1 —  =  ^;^7rzT  A  C^,  9)  =  -^j^x  A^ , 

wo   A   den   Erdradius,   und   Zn    eine   Kugelfunction   «'*'''  Ordnung   vor- 
stellt, so  erhält  man: 

(14.)  V=  (Const.)  +  pZ,  +  ^  Z,  +  i^  ^.  +  •  •   • 

Und  hieraus  ergeben  sich,  mittelst  der  Formeln  (4.),  für  M,  P,  S  die 
Werthe: 

(ir,.)      iif  =  i/r^^  ^(^z,  +  z,  +  z,  +  .---j-z„-\-.--), 

yi  —  fir  dtp 

(17.)         Ä=  -  (Z,  +  2Z,  +  ?yZ,  +  •••  +  nZ,.  +  •••). 

Vergleicht  man  diese  Werthe  (15.),  (Iß.)j  (1^-)  ^"^^  ^^^^  früheren  Werthen 
(5.),  (G.),  (7.),  so   bemerkt  man  volle  Uebereinstimmung  bei  M,  P,  hin- 
gegen ^vesentliche  Verschiedenheit  mit  Bezug  auf  S. 
Ebenso  wie  sich  damals  [in  (11.)]  ergab: 

f.^^^^  =  (Const.)  +  r,  +  Y,  +  Y,,  +  ■ .  -, 

ebenso  wird  sich  also  gegenwärtig  ergeben: 

f-ß^  =  (Const.)  +  Z,  +  Z,  +  Z,  +  .- 

_J  yi  —  II* 

Dcmkt  man   sich  also  das  M  als  eine  durch  Beobachtungen  bestimmte 
Function  von  ^a,  (p,  so  erhält  man  für  die  Z'a  genau  dieselben  Werthe, 


(in.)      p==--=L=^  {z,  +  z,  +  z,  -j-  ■■■  +  z>,  +  ••), 
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wie  früher  für  die  F's.  Während  aber  die  Y's  zu  den  durch  die  Ent- 
wicklung *): 

s  =  s,-\-s,  +  s,  +  s,  +  --- 

sich  ergebenden  Kugelfunctionen  Si,  S.,,  S.^^,  S^,  ...  in  der  Beziehung 
(10b.)  standen: 

stehen  die  gegenwärtigen  Z's  zu  5,,  S.^,  S.j,  .  .  .  in  folgender  Beziehung: 

^l   =   —    ^\  J        ^'i  ==   ~~    2'%  f       ^3   =    ~   1^3  J    •  ■   -^ 

wie  solches  aus  (17.)  hervorgeht.  Diese  Verschiedenheit  giebt  also  ein 
Mittel  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  der  Erdmagnetismus  Innerhalb 
oder  ausserhalb  der  Erde  seinen  Sitz  hat,  oder  ob  derselbe  —  was 
wohl  am  wahrscheinlichsten  ist  —  theils  in  inneren,  tlieils  in  äusseren 
Ursachen  seinen  Grund  hat. 

Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  wird  also  dereinst,  sobald  die  Be- 
obachtungen ihrer  Zahl  und  Art  nach  hinreichend  vervollkommnet  sind, 
die  Aufgabe  an  uns  herantreten,  jene  beiderlei  Ursachen  von  einander  zu 
trennen.     Dies  aber  kann  folgendermassen  bewerkstelligt  werden. 

Existiren  wirklich  beiderlei  Ursachen  (innere  und  äussere),  so  ist 
das  Potential  gleich  der  Summe  der  l)piden  früheren  Ausdrücke  (3  a.) 
und  (14.);  so  dass  man  also  erhält: 

(18.)  V  =  (Const.)  +  l'  r.  +  ^r  y.  +  fY,  +  .-. 

Hieraus  aber  ergeben  sich,  mittelst  der  in  (4.)  genannten  Formeln: 


()  Oft 

s  =  -  -'- 

für  die  Meridianromiioncnte  M  und  die  senkrechte  Componente  S  die 
Werthe: 

(19.)  71/ = |/r=v  ^  {{y.  +  ^i)  +  (i-> + ^.)  +  {Y, + z,)  +  ■••), 

(20.)      S  =  (2  y,  -Z,)-i-  (.3  Y,  -  2Z,)  +  (4  Y,  -  ?.Z,)  +  •  •  ■  • 
Und  hieraus  folgt  weiter  |vgl.  die  Betrachtungen  auf  pg.   12.3|: 

(21.)      r   ft^-=(Const.)  +  (F,-f;^,)+(n+^.)  +  (i•.  +  ^.)^-••• 


*)   In   dieser  Entwieklunp;   winl    (ülinlich   wi«'  fniln'i)  »Ins  (!liod  .S',   wiederum 
fehle»,  wie  nich  Holches  aus  (17.)  sofort,  erj^iebt. 
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Sind  mm  S  und  M,  auf  Grund  ausreichender  Beobachtungen,  für 
(die  l'iodde  der  Erdoherjlüche  heluinnt,  mithin  die  liidcen  Seiten  der 
Formeln  (19.),  (20.),  (21.)  helcannte  Functionen  von  [i^'tp,  so  wird  man 
diese  Functionen  nach  Kugelfunctionen  zu  entwickeln  im  Stande  sein: 


(22.) 


S-=S,-^  S,  +  S,  +  S,  + 


3Id(i 


(23.)  fz,=^  =  (Const.)  +  M,  +  M,  +  M,  +  ii/.  +  •  •  •  • 

jj   yi  —  (i^ 

Zu  den  in  solcher  Weise  herechneten  Kugelfunctionen  S^^,  S^,  .  .  .  und 
71 /i,  M2,  ...  stehen  alsdann  die  imheJcannten  Y's  und  Z's  in  folgender 
Beziehung: 


(24.) 


2Y,-  Z,  =  S,, 
3  Yo  —  2Z2  ==  S.^, 
AY,--iZ,  =  S,, 


etc.  etc. 


woraus  sofort  folgt 


[25.) 


3Y,  =  S,-{-M„ 
dY,  =  S,  +  23I„ 
lY,  =  S,-\-?.3I„ 
etc.  etc. 
[(2w+ljr„  =  >S„  +  nJf„, 


Y,  +  Z,  =  ]\I,, 

Y,-\-Z,  =  M,, 

Y,-\-Z,^M,, 

etc.  etc.; 

3Zj  =  2il/,  —  ^\, 
etc.  etc 


Cf 

3  ■*  -^"3  *-'3  ? 


[{2n-^l)Z„  =  (n+\)]SL-Sn. 


Sind  also  >S'  und  M  für  alle  Punkte  der  Erdoberfläche  bekannt, 
so  kaun  mau,  mittelst  dieser  Formeln  (25.),  die  Y's  und  Z'^  berechnen, 
uud  in  solcher  Weise  die  vorgelegte  Frage  entscheiden.  Sollte  sich 
z.  B.  bei  dieser  Berechnung  ergeben,  dass  die  Y'a  sämmtlich  =  0  sind, 
so  würde  hieraus  folgen,  dass  die  erdmagnetischen  Kräfte  ihren  Sitz 
mir  ausserhalb  der  Erde  haben.     U.  s.  w. 

Die  bis  jetzt  angestellten  Beobachtungen  sind  leider  zur  Berechnung 
der  Y's  und  Z's  noch  nicht  ausreichend.  Freilich  hat  Gauss  in  seiner 
grossen  und  berühmten  Abhandlung  die  Componenten  des  Erdmagne- 
tismus, auf  Grund  der  angestellten  Beobachtungen,  wirklich  nach  Kugel- 
functionen entwickelt.  Die  MangeUiaßigkcit  jener  Beobachtungen  bringt 
es  aber  mit  sich,  dass  diese  Gauss'schen  Formeln  kein  sicheres  Funda- 
ment geben  zur  Berechnung  der  Y's  und  Z's'*). 

Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  der  Erdmagnetismus  in  inncrn 
oder  äussern  oder  gleichzeitig  in  beiderlei  Ursachen  seinen  Grund  hat, 


*)  Man   vgl.   namentlich   den   Artikel  40   der   Gauss'schen   Abhanilhin«,':   All 
gemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus,  1838.    (Goh.  Werke.    Bd.  5.) 
F.  Neumann,  Vorl.  üb.  das  Potential.  y 
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ist  also  der  Zukunft  vorbehalten*).  Da  indessen  gegenwärtig  durch  Er- 
richtung fester  magnetischer  Stationen,  namentlich  auf  Russischem  und 
Englischem  Gebiete,  die  Beobachtungen  bedeutend  vervielfältigt  werden, 
so  steht  zu  hoffen,  dass  in  einigen  Jahren  zur  Entscheidung  der  Frage 
hinreichendes  Beobachtuugsmaterial  vorhanden  sein  wird.  Jedenfalls 
dürfte  es,  vor  Entscheidung  dieser  Frage,  kaum  möglich  sein,  an  die 
Erklärung  der  (theils  periodischen,  theils  plötzlichen)  magnetischen 
Schwankungen  näher  heranzutreten. 

Bemerkung.  —  Gauss  ging  bei  seinen  soeben  genannten  Entwick- 
lungen bis  zur  vierten  Kugelfunction,  diese  inclusive.  Solches  erwies 
sich  als  ausreichend,  da  die  Rechnung  nur  innerhalb  der  Beobachtungs- 
fehler von  den  Beobachtungen  abwich.     Gauss  hatte  demnach 

1  +  3  +  5  +  7  +  9  =  (4  +  1)-  =  25 
Constanten  zu  bestimmen;  was  er,  der  ein  ebenso  grosser  Rechner  wie 
Mathematiker  war,  dadurch  bewerkstelligte,  dass  er  25  Gleichungen  mit 
25  Unbekannten  auflöste. 

Es  giebt  indessen  eine  allge^ncine  3Iethode*'^) ,  diese  Constanten 
mit  leichter  Mühe  zu  berechnen  bis  zu  jeder  beliebigen  Ordnung  der 
Kugelfunctionen;  wobei  allerdings  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Be- 
obachtungsorte nach  einem  gewissen  (noch  näher  anzugebenden)  Ge- 
setze über  die  Erdoberfläche  vertheilt  sind.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung existirt  nämlich  ein  einfaches  System  von  Fadoren,  mit  denen 
man  nur  nöthig  hat  die  Gleichungen  zu  multipliciren,  und  dann  zu 
addiren,  um  ohne  Weiteres  die  Constanten  zu  finden.  Dass  die  Be- 
obachtungsorte genau  nach  jenem  Gesetz  auf  der  Erde  vertheilt  seien, 
ist  dabei  übrigens  nicht  einmal  nothweudig,  da  man  die  an  den  eigent- 
lich verlangten  Orten  vorhandenen  Werthe  durch  gewöhnliche  Inter- 
polation aus  den  an  den  benachbarten  Orten  angestellten  Beobachtungen 
ableiten  kann.  * 

Die  in  Rede  stehende  Methode,  welche  im  folgenden  Capitel  aus- 
führlich dargelegt  werden  soll,  ist  übrigens  anwendbar  aui  jede  beliebige 
Art  von  Beobachtungen,  falls  nur  dieselben  über  die  ganze  Erdober- 
tiäclie  vertheilt  sind,  Sie  wird  daher,  ausser  auf  den  Erdmagnetismus, 
namentlich  auch  anwendbar  sein  auf  die  Temperatur  der  Erdoberfläche. 


*)  Vgl.  übrigens  den  Artikel  39  der  Gauss'schen  Abhandlung. 
**)  F.  Neumann:  Ucher  eine  neue  Eigenschaft  der  Laplacc'schoi  Ypsilons  und 
ihre  Anwendung  zur  analytischen  Darstellung  derjenigen  Phänomene,  welche  Func- 
tionen der  geograjihinchen  Länge  und  Breite  sind.  Dieser  im  Jahre  1838  in  Schu- 
macher'a  Astr.  Nachrichten  (Bd.  15,  S.  313)  publicirte  Aufsatz  ist  später  von 
Ntiiiem  abgedruckt  in  den  Math.  Annaion  (lid.   14,  S.  öC7). 


Siebentes  Oapitel. 

Neumaiiirs  Methode  zur  Entwicklung  einer  Function  nach  Kugel- 
functionen  auf  Grund  gegebener  Beohachtungeu*). 

Es  sei  f{^,  (p)  eine  unbekannte  über  die  ganze  Erdoberfläche  sich 
ausdehnende  Function,  wie  z.  B.  die  Intensität  der  verticalen  Com- 
ponente  des  Erdmagnetismus,  oder  wie  z.  B.  die  an  der  Erdoberfläche 
vorhandene  Temperatur.  Die  Werthe  dieser  Function  f{ß,,  g))  seien  durch 
Beobachtung  ermittelt  in  denjenigen  2pg  Punkten,  in  denen  2j9  äqui- 
distante  Meridiane  von  irgend  welchen  q  Parallelkreisen  geschnitten 
werden.  Wir  werden  zeigen,  wie  mau,  auf  Grund  dieser  2pq  Beobach- 
tungsdata,.  die  Function  f{^,  cp)  nach  Kugelfunctionen  zu  entwickeln  im 
Stande  ist  bis  inclusive  zur  Kugelfunction  p*"  Ordnung: 

fiii,  <p)  =  Y,  +  r,  (^,  cp)  +  l\{^,  9^)  •  •  •  +  Y,{^,  cp) . 

Dabei  werden  wir  die  Anzahl  q  der  in  Rede  stehenden  Parallel- 
kreise, sowie  auch  deren  Lage  zu  Anfang  in  suspenso  lassen.  Später 
aber  werden  wir  jene  Zahl  q  bald  =  {2p  +  1)>  bald  =  (j)  -{-  1)  setzen, 
indem  wir  dabei  die  Lage  der  Parallelkreise  im  erstem  Falle  willkür- 
lich lassen,  im  letztern  Falle  hingegen  einem  bestimmten  Gesetze  unter- 
werfen. Dieses  Gesetz  wird,  wie  sogleich  bemerkt  sein  mag,  darin  be- 
stehen, dass  die  Parameter  ^^,  ^.^i  i^s;  •  •  •  i^-p-Fi  j^ner  {p  -\-  1)  Parallel- 
kreise  identisch    sein   sollen   mit  den  {p  -\-  1)  Wurzeln  der  Gleichung 

Bevor  wir  auf  den  Gegenstand  selber  genauer  eingehen,  erscheint 
es  zweckmässig,  in  §  1  und  §  2  gewisse  Hülfssätze  vorauszuschicken, 
die  theils  die  trigonometrischen  Functionen,  theiis  die  Kugelfunctionen 
betreffen. 


*)   Es  soll   in   diesem   Capitel   die   schon   frülier   crwilhnte    F.  Aetimann'sche 
Methode  dargelegt  wi-rden.     Vgl.  die  Note  pg.  130. 

9* 
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§    1. 
Hülfssätze  über  trigonometrische  Functionen. 

Erster  Satz.  —  Verstellt  man  unter  j)  eine  (/ei/ebene  Zahl  aus  der 
Ilcihc  \,  2,  ?),  4,  .  . .,  fernem-  unter  h  eine  ganz  heliehige  positive  oder  nega- 
tive ganze  Zahl,  so  wird  die  Summe 

2p— l         hni 

(1.)  ^     e^'V  =  2  p     oder     =  0 

sein,  je  nachdem  der  Quotient  —  eine  ganze  oder  gehroehene  Zahl  ist-'). 
Beweis.  —  Nimmt  man  in  der  bekannten  Formel: 

(1    _   y)(l    4-   y  +   j.'^  +  y3  ...  _^  y,,-,^  _    1    _  y2;. 

für  y  den  Werth: 

y  =  eJ>    , 
so  erhält  man**): 

Von    den    beiden    Factoren    links    kann    aber   der  erste  nur   dann   ver- 
schwinden, wenn  der  Quotient   -      einen  der  Werthe: 

••..-3,  -2,  -1,  0,  1,  2,  3,  ... 


besitzt.  Schneidet  man  diese  Möglichkeit  also  ab,  indem  man  an- 
nimmt, jener  Quotient  -—  sei  eine  gehrociienc  Zahl,  so  muss  noth- 
wendiger  Weise  der  zweite  Factor  verschwinden. 

Hiermit  ist  der  Satz  (1.)  für  den  Fall  bewiesen,  dass  — -  eine  ge- 
brochene Zahl    vorstellt.    —   Ist   nun    aber    andererseits    „      eine  qanze 

Zahl,  so  verwandeln  sich  alle  in  der  Summe  (1.)  vorhandenen  Ex- 
ponentialgrössen  in  1;  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Summe  selber 
=  2p  wird.  —   Q.  e.  d. 


'*)  Dabei  sollen  e,  n,  i  die  gewöhnlichen  Bedeutungen  haben:    e  =  2,718  .. .; 
n  =  3,141  .  .  .;   «  =  Y^^ . 

**)  Es  wird  nämlich  in  dic-'^em  Falh;  1  —  y'^''  =  1  —  e^'""  d.  i.  =  0. 
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Zweiter  Satz.  —  Ist  ivicäcnim  p  eine  gcyehcnc  Zahl  aus  der  lieihe 
l,  2,  3,  4, ... ,  set0t  man  ferner 

(^'■)  «=^ 

und   versteht  man  überdies  unter  j  und  Je  irgend  zivei  Zahlen  aus  der 

Reihe 

(3.)  0,  1,  2,  3,  ...p, 

so  finden  die  Formeln  statt: 


2p  — 1 

^  COS  (qjk)  cos  {Qha)  = 

0  =  0 

j  = 

=  h 

i+/^ 

Der  gemeinschaft- 
liche "Werth  von 

j,  k  ist 
^  0  oder  ^  p. 

Der  gemein  s  chaft- 
liche  Werth  von 

j,  k  ist 
=1,2,3,...(;;— 1). 

(4.) 

2p 

P 

0 

(5.) 

2p-l 

^  sin  {qJcc)  sin  (qIcO)  = 

Q=0 

0 

P 

0 

(6.) 

•2  p— 1 

^  cos  {gja)  sin  (pÄ:a)  = 

0  =  0 

0 

0 

0 

liier  gelten^   wie   dureh    üebersehriften   angedeutet   ist,    die    Werthe   der 
ersten  Verticalreihe ,   falls  j  =  Je  und  zivar  =0  oder  =p  ist;  ferner 
die  der  zweiten  Vetiicalreihe,  falls  j  =  h  und  zwar  =  1,  2,  3, .  .  .  {p  —  1) 
ist;  endlich  die  Werthe  der  dritten  Verticalreihe,  falls  j  =|=  Je  ist. 
Beweis.  —  Es  ist:  cos  x  =  ^(<^'  -{-  e-""'),  mitliiu: 

cos  X  •  C0S7J  =  ^  (eix  +  y)i  _|_  ^-(x  +  y]!  _|.  f,{x-y)i  _j_  g-(.E-y)t^  ^ 

Deragemäss  ergiebt  sich: 


^      2/)-l    <  lj  +  k)7ti 

*    Q  =  0      [ 


(j+k)rti 
V 


U-k)ni 


+  C 


-Q- 


(j  —  k)ni 


r 

Hieraus    aber    ergiebt    sich,    unter  Anwendung    des   schon   bewiesenen 
ersten  Satzes  (1.),  leicht  die  Richtigkeit  der  Formel  (4.). 

Ist  nämlich  erstens:  j  =  Je,  und  zwar  =0  oder  =  2h  ^o  sind  die 
in  (f.)  enthaltenen  Exponentialgrössen  sämmtlich  =  1;  so  dass  also 
jener  Ausdruck  (f.)  übergeht  in: 

i  {2p  +  2p  +  2p  +  2p)  =  2p.  -  Q.  e.  d. 

Ist  zweitens:  j  =  Je,  und  zwar  =  1, 2, 3, ...  (^^  —  !)>  so  wird  offenbar : 

i±A  =  i    2    A  ...p-y    und  ^-^^ 

2p  P  '     P  ^     P  '  P       '  "^P 


=  0. 
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so  dass  also  jt'iier  Ausdruck  (f.),  auf  Grund  des  Satzes  (1.),  übergeht  in: 
1  (<>  +  0  +  l^i)  +  '2p)  =  p.  —   Q.  c.  d. 
Ist  endlich  drittms  j^l;  so  ergiebt  sich,  weil  [vgl.  (3.)]  j  und  Je 
stets  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3, .  .  .^  sein  sollen: 
j  +  k=\,2/d,...{2p-l),     und    j-7.-  =  +  l,  +  2,  +  3,...+i^, 
mithin: 

j-\-k         1        2        3  2p— 1  jj  —  k  ,1         ,2         ,3  .     p 

K ! = —    ...— ! und^ = -H -A H ••••4-  "   • 

22)  2p'  2p'  2p'  2p     '  2p  -    2p'  ^^  2p'  ^^2p  '       -—2p' 

SO  dass  also  jener  Ausdruck  (f.),  auf  Grund  des  Satzes  (1.),  übergeht  in: 

i(0  +  0  +  0  +  0)  ==  0.  -  Q.  e.  d. 

Nachdem  in   solcher  Weise   die  Richtigkeit  der  Formel  (4.)   con- 

statirt  ist,  übersieht  man  leicht,   dass  man  in  ähnlicher  Art  auch  die 

Formeln  (5.)  und  (G.)  zu  beweisen  vermag. 

§  2. 

Hülfssätze  über  die  Kugelfunctionen. 

Erster  Satz.  —  Es  seien   ftj,  (i.^, .  . .  fi.j  und  «j,  a^,  , . .  a,   irgend 
ivclchc  Constanten,  die  den  {s  -\-  \)  Gleichungoi  entspreche^i'*) : 

2       V 
«1       +«2       +«3      h «?       =T  =  j^^^' 


1 
+  1 


(1-) 


^^1^*1    "f"  050^*2   4"  öfsi^^s   '  •  •  4"  ^^1^3   ^^  ^  "^  j  xdx, 

—  1 

2         V 
«lf*l'  +  «2ft2'  +  «3i^3^ ^■«3^/=    3=j    ^^^^' 


—  1 


*  +1 

—  1 

Versteht  man  alsdann  unter  m,  n  irgend  sivei  positive  ganze  Zahlen, 
deren  Summe  (m  +  n)  einen  der  Werthe 
(2.)  0,  1,2,3,. ..s 


*)  Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  (1.)  sind: 
T>  '^i   I»  ^>   1 »  0»  6*-^.  etc. , 
•wie    man  solches  sofort  erkennt  aus  den  für  diese  rechten  Seiten   angegebeneu 
Integraldarstellungen.     Demgemäss  wird   z.  B.   in  der  letzten  der  Gleichungen  (1.) 

2 
die   rechte  Seite   =       "--    oder  =  0  sein,   ie   nachdem  die  Zahl  s  ncntdc  oder 

ungerade  ist. 
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(-1) 
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2  ax  Pm  M  Pn  M       = 
X<=1 

m  =  n 

m  =\^  n 

2 

0 

2w+l 

:^o;.P,njMPnj{^;.)  = 

X=l 

2          n(n4-j) 

0 

2w+l     T](n—j) 

Es  gelten  nämlich  rechts  die  Werthe  der  ersten  oder  ziveiten  Ver- 
ficalrcihe,  je  nachdem  m  =  n  oder  m  -\-  n  ist.  Unter  TT  ist  die  Gauss'schc 
Function  zu  verstehen. 

Beweis.   —  Bekanntlich  ist  [vgl.  (3.)  pg.  70] : 


(g-) 


p..jix)P„j{x)  =  ii-xy 


dx'  dx^ 

Folglich   ist  dieses  Product  eine  ganze  rationale  Function  von  x  vom 

{m  -f-  )«)*"'  Grade*);  so  dass  man  also  schreiben  kann: 

(h.)  P„Xa;)P„,-(^)  =  ©0  +  ©1^  +  ^z^'  •  •  •  +  ^.n+nX'-^% 

wo  die  (S's  Constanten  sind.     Hieraus  folgt,  falls  man  der  Variable  x 

den  Werth  ^ix  zuertheilt,  und  überdies  mit  ax  multiplicirt: 

axPmj{iix)Pnj{i>'x)  =  So^A  +  ©löp.ftA  +  ^-^ax^x^ h  6,„+„aAfi;."'+" • 

Summirt    man    diese   Formel    über    A  ==  1,  2,  3,  .  .  .  g,    so    subordiniren 
sich  die  rechter  Hand  auftretenden  Summen 

+  «2  +%        h«7; 


a 


I 


weil   m  -f-  n  [vgl.  (2.)]  zur  Zahlenreihe  0,  1,  2,  ...  s  gehören  soll,   den 
in  (1.)  aufgestellten  Gleichungen.     Und  man  erhält  also: 

7                                          +1                +1                  +1  +1 

5"  ax  Pu,j (u;.) Pnj  M  =  ©o/  <?*■  +  ^i  f  xdx  +  %,  f  X' dx-] \-  (S,„+„  f  x"^+''dx . 


Die  rechte  Seite  dieser  Formel  ist  offenbar  auch  so  darstellbar: 


+  1 


/  (60  +  ^i^  +  ^2-*' h  e,„+„a;"'+'0(/^-, 


*)  Solches  ergiebt  sich  sofort,  falls  man  nur  beachtet,  dass  P„j  {x)  und  P^^  {x) 
ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  respectivo  vom  »«'''"  und  »i*""  Grade. 


136  Siebentes  Capitel. 

also  nach  (li.)  auch  so: 

+1 

—  1 

uiul    dieses   letzte   Integral   ist   bekanntlich    =  _      ,    ,    -=-; c    oder 

^  2  M  +  1     TT  (»i  —  j) 

=  0,  jenachdcm  m  =  n  oder  m^n  ist  [vgl.  (L),  (II.)  pg.  79]. 

Somit  ist  die  Formel  (4.)  bewiesen.  Aus  dieser  aber  ergiebt  sich 
für  den  speciellen  Fall  j  =  0  sofort  auch  die  Formel  (3.).  —   Q.  c.  d. 

Zweiter  Satz.  —  Denid  man  sich  die  2q  Constanten  ^, ,  i^ii  ■  •  • »"/ 
und  er, ,  rfo,  .  .  .  a,  bestimmt  durch  die  2q  Gleichungen: 

+   «2  +   «3  •  •  •     +   «7  =  T   ""  J     ^^  ' 


a, 


—  1 


«ll>*l  +  «2f*2  4-«3l^3      •••+«7^7  ={)=jxdx, 

—  1 


—  1 


+  1 
«li^i'"^'"^  +  0^21^2"'''"^  •  •  •  +  a.j^q'^'i-'^  =0=1'  a;-'-^r?a;, 

—  1 

so    iverden  ji^,  /«2j  •  •  •  f*7    >^'c/i^s  Ämleres   sein,   als  die  q   Wurzeln  der 

Gleichung 

(6.)  PM  =  0. 

?7wf?  demgemäss  iverden  also  die  Werthe  dieser  Constanten  /t, ,  [i.,,  .  .  .  ^q 
stets  reell  sein,  und  zwischen  —  1  und  +  1  liegen.     [Vgl.  pg.  44.] 

Beweis.  —  Der  Bequemlichkeit  willen  beschränken  wir  uns  auf 
den  Specialfall  q  =  1.  Alsdann  lauten  die  ^Gleichungen  (5.)  folgender- 
massen: 

«1         +  «2         +  «3  •  •  •   +  «7         =  V , 

«1^1        +  «2^*2        +   %f*3        •     •     •     +  ^7i^7       =0, 
«l^l'     +   «2f^>^     +   %;^3^      •     •    •     +   «7i^7^     =  y , 
(a.)  «iJAi^'     +«2.t*2'     +«3/^3'      •    •     •     +«7i«7^     =0; 
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Führt  man  die  symmetrischen  Functionen  ein: 

M,  =  (—  1)  (fti  4-  ^^2  +  f';!    ■   •    ■    +  ^i), 
(b.)  M,  =  (—  1)-  (ftift.  +  Fi^3    •    •    •    +  ^nfiv)  . 


^7  =  (—  l)Vl^2^3/*4f*5f*GF7; 

SO  ist  offenbar: 

(c.)    (l  -  ^,2)  (1  - ^,z)  •  •  •  (l-i[t,0)  =  1  +  M,,:  +  N\,2' •■■ .  +  M,^' , 

wo  z  eine  beliebige  Variable  vorstellt.    Ist  nun  s  äusserst  Jdein,  so  er- 
giebt  sich: 

=  -^  n  +  i^;.^'  +  i'*''.^'^"  +  fi?.^2^  +  •  •  •  in  inf.j  . 


2(l-ft;_2) 


[lieraus  folgt  durch  Summation  über  A  =  1,  2,  3,  ...  7,  und  mit 
Rücksicht  auf  (a.): 

^      ■>  2     \l    -   (l^Z~   1  —  (l^Z  ~    1   —   fl,Z/ 

=  1  +  ^  +  ^  •  •  •  +  ^Jj:  +  Cz^'  +  7)^-^  +  i;."^  + . .. , 

wo  C,  D,  E,  .  .  .  Constanten,  d.  i.  unabhängig  von  z  sind. 

Multiplicirt  man  jetzt  die  beiden  Gleiciiungen  (c.)  und  (d.)  mit 
einander,  die  linke  mit  der  linken,  die  rechte  mit  der  rechten  Seite, 
so  erhält  man  eine  Formel  von  folgender  Gestalt: 

fe.)         A,  +  Az  +  A,z'  •  .  .  +  Ä,z'  = 

i(\  +  M,z  +  M^z^ h  M,^^)  X  I 

^  |x(^  +    -r  +  "?•••  +  ~-\-Cz"'  +  Dz''  +  Ez'^-'  +  --  •  in  inf.)|' 

wo  die  J.'s  Gonstanten,  d.  i.  unabhängig  von  z  sind.  Da  die  Variable  z, 
wenn  auch  sehr  klein,  doch  im  üebrigen  helichig  ist,  so  müssen  in 
dieser  Formel  (e.)  auf  beiden  Seiten  die  Coefficienten  von  z'',  z^,  z^^,  z^^ 
einzeln  einander  gleich  sein,  mithin  die  vier  Relationen  stattfinden: 

7    ^    .^    ^    :^    ^    1    ' 


(f.) 


0  =  ^^  J-   '^'  +  '^■•'  4-  '^-• 

;i      '      7      '      .-,  I  :^    ' 

MM  M,,  M,  . 

^  ~    13    +    1 1  "^  9  +  7     ' 
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woraus  folgt*),  dass  die  Constanten  M, ,  M..,  M,,.  M^  sämmtlich  Null  sind: 

(F.)  M,  =  My  =-  M,  =  M,  =  0. 

Andererseits   ergeben   sich   aus  (e.)  durch  Vergleichung  der  Coef- 
ficienten  von  z^,  2^*^,  z^-  die  drei  Relationen: 

n         1      i_  '^^    1    '^4  _4_  ^. 
(g.)  ^  =  Ti  +    9    +    7    +    5   ' 

1  M  M  Me 

^^^    13    +    11    +     9     -^T' 

Bezeichnet  man  nun  die  in  der  Function  F-Xz)  enthaltenen  eunstanten 
Coefficieuten  mit  a,  ß,  y,  d,  setzt  man  also: 

(g.)  P,(z)  =  az'  +  ßz'-{-Yz'  +  dz, 

so   ergeben   sieh   für   diese  Constanten  a,  ß,  y,  Ö,   auf  CJrund  der  be- 
kannten Formeln: 

+1  +1  +1 

(g".)     fzP^{z)dz  =  0,     fz'P,(z)dz  =  0,     Jz-'F,(z)dz  =  (\ 

[vgl.  (5.)  pg.  81.], 
folgende  Gleichungen**): 

o  =  ^  +  -?-  +  i  +  4. 

(g'"-)  0 = ^ + i + 'i + i  > 

'^  13    ^    11    ^^    9    ^    7 

Die  Vergleichung    dieser  Formeln  (g'".)    mit  den   Formeln   fg.)   zeigt 
sofort***),  dass  die  Proportionen  stattfinden: 
(G.)        "  \  :M,:N\,:M^  =  a:ß:y:d. 

Substituirt  man  nun  die  in  (F.)  und  (G.)  erhaltenen  Werthe  der 
M's  in  die  identische  Gleichung  (c),  so  erhält  man: 

{l-^,z)  {\  -  ^,z)  ...  (l-  ^,z)  =  l  -i-  ^z'+  Iz'-j-  Iz', 


*)  Vgl.  die  Erläuterung  pg.  139. 
**)  Man  erhält  nämlich  diese  Gleichungen  (g'".)  dadurch,   dass  man  in  den 
Formeln  (g".)  fürP^{z)  den  Weith  (g'.)  substituirt,  und  sodann  die  Integration  wirk- 
lich ausführt. 

***)  Vgl.  die  Erläuterung  pg.  141. 
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oder,  falls  man  z  =  -r  setzt: 

Hieraus  aber  folgt  sofort,  dass  ^ii,  ^^t  •  •  •  i"?  wiclits  Anderes  sind,  als 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

d.  i.  [vgl.  (g'.)]  der  Gleichung:  P.,(^)  =  0,  —  Q.  e.  d. 

Erläuterung  zu  (f.),  (F.)  pg.  137,  138.  —  Es  könnte  vielleicht  in 
Zweifel  gezogen  werden,  ob  die  vier  Constanten  Mj,  M.,,  Mr.,  M^  durch  die 
vier  Gleichungen  (f.)  völlig  hestinimt  sind.  Denn  es  könnte  ja  möglicher- 
weise 61716  dieser  Gleichungen  eine  Folge  der  übrigen  sein.  Dann  aber 
würden  jene  Constanten  durch  die  vier  Gleichungen  nicld  völlig  be- 
stimmt sein,  mithin  die  Formeln  (F.)  fehlerhaft,  oder  wenigstens  ziveifel- 
haft  sein.  Diesen  Zweifeln  kann  durch  eine  ziemlich  einfache  Be- 
trachtung begegnet  werden,  bei  welcher  wir  die  Werthe  der  Integrale 

(a.)  J  zi  P„  {£)  dz  zur  Abkürzung  =  Kn^ 

—  1 

setzen  wollen.     Alsdann  ist  z.  B.  [vgl.  (5.)  pg.  81) 

-fi 
(/3.)  /^P«(^)  dz  =  K^^  stets  =  0 ,    falls  q_<n. 

—  1 

Und  ferner  ist  alsdann  [vgl.  (7.)  pg.  '^'2\\ 

WO  TT  die  Gauss'sche  Function  bezeichnet. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  Function 
(d.)  0  =  A-P,{z)  +  BT,{z)  +  CV,{z)  +  BV.iz) 

die   Constanten  A,  B,  C,  D  in  tvillMrlicher  Weise  gegeben,   so   wird 
man  die  Function  stets  in  die  Form  versetzen  können: 
(£.)  0  =  A^«  -f-  B^-^  +  r^2  +  A , 

wo  A,  B,  r,  A  gewisse  neue  Constanten  vorstellen.  Versteht  man  aber 
unter  q  irgend  eine  Zahl  der  Reihe  0,  2,  4,  6,  .  .  .  . ,  und  substituirt 
man  in  der  identischen  Gleichung 

J  ^0dz  =  f  ^(i>dz 
—  I  —1 

auf  der  linken  Seite  für  O  den  Werth  (5.),  auf  der  rechten  Seite  für  0 

den  Werth  (f.),  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (a.)  sofort: 
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AIQ  +  i'AV  +  TAV  +  DK,;-  =  2  (-^-  +  -^-^  +  -{p^  +  ,^  ^  ,)  • 

.Setzt  raan   hier  q  der  Reihe   nach  =  0,  2,  4,  G,   so   erhält  man  mit 
Rücksicht  auf  (/3.j  die  vier  Formehi: 

^Z/  +  7^7f/  +  6%'^  +  7)7C  =  2  (^^3  +  f^  +  y  +  t)  • 

Der  durch  (d.),  (f.)  zwischen  den  ursprünglichen  Constanten  Ä, 
B,  C,  D  und  den  neuen  Constanten  A,  B,  f,  A  gegebene  Zusammen- 
hang ist  solcher  Art,  dass  für  jeäweiks  endliche  Werthsystem  der  erstem 
ein  bestimmtes  endliches  Werthsystem  der  letztern  sich  ergiebt.  Denkt 
man  sich  nun,  was  offenbar  immer  möglich*)  ist,  jenes  endliche  Werth- 
system der  Constanten  A,  B,  C,  B  in  solcher  Weise  eingerichtet,  dass 
die  linhen  Seiten  der  Gleichungen  (t,.)  ivillUirUch  vorgeschriebene  end- 
liche AVerthe  22i,  22^,  223,  22.i  annehmen,  so  wird  diesen  Gleichungen 

^1       7    "^  5  ^  3    '    1  ' 
2  -  A  4. 1  +  •"    .  ^ 

^^'^  O   _  A    ,    B         r         A 

H  —  11  -r  9  -r  7  -r  5  ? 

^'t       13  ^  11  ^  y  ^  7 

Genüge   geleistet   werden  durch  das  den  A,  B,  C,  B  zugehörige  end- 
liche Werthsystem  der  A,  B,  V,  A. 

iSomit  zeigt  sich,  dass  stets  ein  endliches,  die  Gleichungen  {rj.) 
erfüllendes  Werthsystem  der  A,  B,  f,  A  existirt,  welche  endlichen  Wertlie 
man  den  linken  Seiten  2i,  22,  23,  2^  auch  zuertheilen  mag.  Und  hieraus 
folgt,  dass  die  Beterminante  der  Gleicimngcn  {}].)  nicht  Null  sein  Jcann. 
Gleiches  gilt  daher  auch  von  der  Determinante  der  Gleichungen  (f.). 
—  Q.  c.  d. 


*)  Es  ist  das  immer  möglich,  weil  die  K's  bestimmte  endliche  Zahlen  vor- 
stellen, und  weil  überdies  die  Zahlen  X",  nach  (y.)  vori  Null  verschieden  sind. 
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Erläuterung  zu  (g.),  (G.)  pg.  138.  —  Auch  bei  den  Gleichuugen  (g.) 
kann  von  vornherein  .riccifclhaß  erscheinen,  ob  durch  sie  die  drei  Con- 
stanten M2,  M| ,  M,;  völlig  bestimmt  seien.  Diesem  Zweifel  kann  in 
analoge)-  Weise  begegnet  werden,  indem  man  dabei  au  Stelle  der 
früheren  Function  0  (d.),  gegenwärtig  folgende  Function  benutzt: 

wo  A,  B,  C,  D  wiederum  willkürliche  Coustanten  sein  sollen. 

§  3. 
Die  zu  behandelnde  Aufgabe. 
Es    sind   gegeben   2^)  äquicUstante  Meridiane  mit  den   Azimutheu 
(oder  geographischen  Längen): 

(1.)  (p  =  0,    ß,    2a,    3a,  ....  {2p — l)a; 

so   dass   also   a   den  Wiukelabstand  zweier  aufeinanderfolgender  Meri- 
diane vorstellt: 

a.  2  TT  TT 

■■'  2p         p 

Ferner  sind  gegeben  q  Parallellcreise  mit  den  Parametern: 

(2.)                                 ft  =  /^i ,     N^     ^ä,    •  ■  •  ■    t^q- 
Und    die    BeohacJdungsorte    sollen    identisch    sein    mit    denjenigen   2pq 

Punkten,  in  denen  die  genannten  Meridiane  und  Parallelkreise  einander 
schneiden.     Demgemäss  sollen  die  Werthe 

/Xfi.,Oj,     /'(ftx,«),     f{Hy,2a),  .  .  .  f{ii„[2p—l]a), 

f{i^.,  0) ,     f{^,,  a) ,     tXii,,  2a) ,  .  .  .  f{i,,,  [2p  -  1]  a)  , 

(3.)          f\v^,,(^).     /Va,«),     f{^,,2a),  .  .  .f{^,,[2p-\\a), 

A>.,0),  Ait^v,«);  /•Ca„2a),  ...  /•(^,,  [229-1]«), 
welche  die  zu  untersuchende  Function  f{(i,g))  in  jenen  2pq  Punkten 
besitzt,  als  bekannt,  nämlich  als  durch  Beobachüiny  ermittelt  gedacht 
werden.  Dabei  kann  füglich  dahingestellt  bleiben,  ob  diese  Werthe  (3.) 
direct  beobachtet,  oder  ob  sie  durch  gewöhnliche  Interpolation  aus 
solchen  Beobachtungen  abgeleitet  sind,  die  in  möglichster  Nähe  jener 
2pq  Punkte  angestellt  sind. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  auf  Grund  dieser  2pq  Beobachtungs- 
data (3.)  die  unbekannte  Function  f{^,  (p)  nach  Kugelfimctioncn  m  ent- 
wickeln bis  inclusive  zur  Kugelfunction  p^^^  Ordnung: 

(4.)       /\itt,  cp)  =  Y,  +  y,  (^,  (jp)  -\-Y,(^,(p) h  Yj,  {fi,  <p) , 

dieselbe  also  darzustellen  durch  einen  Ausdruck  von  folgender  Gestalt'-^'): 

■*■)  Vgl.  (®.)  1».  70. 
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Äi^coscp 
_-)-7)\'  singj 

~Ä.2^  COS  9) 

_-\-B./sm(p_ 


^Ä2^cos2(p 


L+jBj'sin 


m2cpj 


+ 


+  yV>P,Ca)  + 


Aj)^  cos  9) 


P.i(^)  + 


"^/cos  2(p 


^^^s  111 2  9). 


^...(fO 


r^Jcosi)^) 


L+P 

J/ii  andern  Worten:  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  in  dieser 
Formel  enthaltenen  unheMnnten  Constanten  A,  B,  auf  Grund  jener 
Beohacldungsdata  (3.),  ivirldich  zu  hercclmen.  Dabei  behalten  wir  uns 
vor,  über  die  Anzahl  und  Lage  der  Parallelkreise  d.  i.  über  die  Zahl  q 
und  die  Werthe  der  Parameter  |u,,,  ^j,>  •  •  •  ^q  später  bestimmte  Vor- 
aussetzungen eintreten  zu  lassen.  Einstweilen  mögen  q  und  jtj,  ^g'  •  •  •  i^'/ 
als  willkürlich  gegeben  angesehen  werden. 

In  den  2pq  Beobachtungsorten  ist  cp  =  0,  cc,2a,  .. .  {2  p —  l)a,  d,  i. 

mithin: 

^95  =  0,     jr,        27r,       Sn ,    .  .  .    (2^)— 1)^. 

Und  hieraus  folgt,  dass  s'mjxp  in  jenen  2j)(/  Beobachtungsorten  durch- 
weg =  0  ist.     Das  letzte  Glied  der  Formel  (5.): 

Bp  siü  pq)Pj,p(^) 

wird  somit  in  jenen  2pq  Beobachtungsorten  durchweg  verschwinden. 
Hieraus  erkennt  man,  dass  jene  2pq  Beobachtungsdata  (3.)  über  den 
Werth  der  Constanten  1?^  keinerlei  Aufschluss  zu  geben  im  Stande 
sind.  Und  demgemäss  wird  es,  was  die  Berechnung  der  Constanteu 
A,  B  betrifft,  nothwendig  sein,  auf  die  Berechnung  jener  letzten  Con- 
stante  B'p  von  vornherein  Verzicht  zu  leisten,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  diese  letzte  Coustante  als  Nidl  zu  betrachten: 
(5  a.)  Pj:  =  0. 

Wir  werden  nun,  was  die  gestellte  Aufgabe  betrifft,  zuvörderst 
gewisse  intermediäre  Constanten  C^-,  S''-  berechnen,  und  sodann  erst 
übergehen  zur  Berechnung  der  eigentlich  gesuchten  Constanten  A,  B. 
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§  4. 
Berechnung  der  intermediären  Constanten  C^,  S^. 

Addirt  mau  in  (5.)  die  einzelnen  Verticalreihen,  so  erhält  mau: 

(6.)     f{fi,(p)  =  (7o  +  {C\cos(p  +  S^smcp)  +  {a^cos2(p-{-  S2üm2(p)  -] 

•  •  •  +  i^\^  cos2)<P  +  Sp  sin2)(p) , 
oder  kürzer  gescliriebeu: 

p 
{!.)  f{^,  (jd)  =  ^ (Cj  cos j(p  +  Sj  siu  jcp) , 

wo  die  C,  S  Functionen  von  }i  vorstellen.     So  z.  B.  ist: 
(7  a.)  Cj,  =  Al]P,,p{^)     und     S^  =  B'pP,,,{fi). 

Bringt  mau  die  Formel  (7.)  in  Anwendung  auf  die  X^"  Horizontal- 
reihe der  Tabelle  (3.),  nämlich  auf  die  2p  Beobachtungsorte  des  Parallel- 
kreises ^x,  und  bezeichnet  man  dabei  die  speciellen  Werthe  jener  von 
^  abhängenden  Functionen  C,  S  für  ^  =  ^x  kurzweg  mit  C^,  S^,  so 
erhält  man  folgende  2p  Gleichungen: 


P 

I. 

IL 

M^.O) 

=^{Cj  COS  0              -i-Sj  sin  0), 

cos  0 

sin  0 

u/,a) 

=^{Cj  cos  ja              +  Sj  sin  ja)  , 

cos  ha 

sin  ha 

a.,2«) 

=^{Cj  cos2 ja            -\-Sj  sin2ja), 

cos  21ia 

sin  2 /ja 

n,,\2p- 

-\^a)=2i(fj^os{2p-\)ja-^S]sinK2p-\)ji 

^), 

cosi2p  — 

■l)ka 

sin(2p  — l)/.a 

deren  linke  Seiten  bekannt,  nämlich  durch  Beohaclitung  ermittelt  sind; 
[vgl.  (3.)].  Multiplicirt  man  diese  2p  Gleichungen  mit  den  beigesetzten 
Factoren  I.,  und  addirt,  indem  man  dabei  unter  Ji  irgend  eine  Zahl 
aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  ...  p  versteht,  so  fallen  rechter  Hand  [wie  aus 
(4.),  (6.)  pg.  133  folgt]  sämmtliche  Glieder  fort,  mit  alleiniger  Aus- 
nahme derjenigen  verticaleu  Cosinus-Reihe,  für  welche  j  ==  h  ist;  so 
dass  man  also  erhält: 

2p— \  2p  — 1 

(8.)     ^  fi^ix,  Qcc)  cos  QJca  =  Ca-  ^  cos^  QJca  ,     (Je  ==  0,  1,  2,  .  .  .  p). 

0  =  0  ()  =  0 

Multiplicirt  man  ferner  jene  2p  Gleichungen  mit  den  beigesetzten 
Factoren  IL,  und  addirt,  so  ergiebt  sich  [mit  Rücksicht  auf  (5,),  (6.) 
pg.  133J: 

2p  — 1  2p— 1 

(9.)     ^  f{^x,  qcc)  sin  QJca  =  S^  ^  sin''*  QJca ,     (Je  =  0,  1,  2, .  .  .  ;)). 

0  =  0  ()  =  {) 
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Die  in  (8.)  rechter  Hand  stehende  Summe  ist  =  2j)  für  /.=  (i 
und  Jc=2h  hingegen  =^)  für  k  =  1,  2,  3,  .  .  .  (jj  —  1);  [vgl.  (4.)  pg.  133]. 
Demgemiiss  ergehen  sich  aus  (8.)  für  die  Constauten  C^-  folgende 
Werthe: 


(10.) 


Cj 


Gl 


Ci 


2d  — 1 


=  y  ^/C^;.,  (>«)  cos  2 QU, 


NB.  Der  in  diesen  For- 
meln vor  dem  Summen- 
zeichen stehende  Factor 
ist  in  der  ersten  und  letzten 
1 


Formel 


22) 


,  sonst  aber 


durchweg  :=   - 


Cp-i  =  ^  ^  f{^/.,  P«)  cos  (2)  —  l)Qa, 


G« 


P 

1 

2p 


f{^/.,  QCc)  cos  2) QU 


Was  ferner  die  Formel  (9.)  betrifft,  so  ist  die  daselbst  rechter 
Hand  stehende  Summe  =jp  für  k  =  1,2, .  .  .  (p  —  1);  [vgl.  (5.)  pg.  133]. 
Demgemäss  ergeben  sich  aus  (9.),  falls  man  daselbst  k  =  1, 2,  3, . . .  (2>— 1) 
macht,  für  Si ,  S^ ,  .  .  .  Sj,  —  i  folgende  Werthe: 


(11.) 


sl 


st 


j    2p-l 

=  -  ^/"(ftÄ,  pa)sin()a, 

P    ()  =  0 

=  -     ^  f{^?.,  Qcc)  s'm2Qa , 


Sp-i=  —  ^  fi^h  9^)  sin(2)— 1)^«, 


ßl      =0. 

i 
Dabei  bleibt  noch  übrig,  die  letde  dieser  Formeln  d.  i.  den  Wertii 

von  Sp  zu  erläutern.  Die  Gleichung  (9.)  nimmt,  weil  a  =  —  ist,  für 
k  =p  die  Gestalt  an:  0  =  0,  und  giebt  also  über  den  Werth  der  Con- 
stante  Sp  keinerlei  Aufschluss.  Hingegen  ist  zu  beachten,  diiss  die 
Function  Sj,  nacli  (7a.)  die  Bedeutung  hat: 

Sp  =  BpFpjj  (ft). 
Hieraus  aber  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (5a.): 

Sp  =  0, 
lind  folglich  auch:  S„  =  0.   —   Q.  c.  d. 
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Mittelst  der  Formeln  (10.),  (ll.)j  "^  denen  die  /'s  die  gegebenen 
Beobaclituugsdata  (3.)  repräseutireu,  sind  die  Constanten  C^-,  S^-  be- 
rechenbar.    Und  deragemäss  sind  diese  Constauten 

Co,      Ci,       C'2,     ....      Cpy 
Ol,       02,      ....       10  p 
fortan  als  hckanntc,  als  berechnete  Constanten  anzusehen. 

§  5. 

Die  für  die  Constanten  Ä,  B  resultirenden  Gleichungen. 

Die  analytischen  Ausdrücke  der  Functionen  C,  S  sind  [vgl.  den 
Uebergang  von  (5.)  zu  (G.)]  ohne  Weiteres  angebbar.     So  z.  B.  ist: 

Co  =  ^oPo  +  XPi   +4P2    '■'■+ÄlPp, 

Cy=  A\Fn-^A\P.n  ■■■■   +4^;a, 

(13.)  C.=  ÄIP22  '■■■  -\-AlPp2, 


\^p    .TLp  X  pp  j 

oder,  falls  man  all'  diese  Formeln  diuT-h  eine  einzige  anzudeuten  sucht: 

(13a.)     Q  =  4P;;  +  ^+:2^+i,,  +  -^;+2^+2,.;---  +4J^i, 

j  =  0,  1,  2,  ...p. 

Andererseits  ergiebt  sich  [vgl.  wiederum  den  Uebergang  von  (5.) 
zu  (G.)]: 

S,  =  B\Pn+B\F,,  ...  +BlPp,, 

(^A\  82=  h-i  P22  •••-!-  Bp  lp2, 


S  =  B^  P 

Up    JJp  U.  pp  f 

oder  in  collectiver  Darstellung: 

(14a.)     Sj  =  BJPjj  +  BJ+^Pj+^,j  +  BU2Pj+2,j  ■■■  +  B^Ppj, 

i=l,  2,  .../>. 

In  air  diesen  Formeln  (13.),  (13a.),  (14.)  und  (14a.)  ist  zur  Ab- 
kürzung das  Argument  [i  unterdrückt.  Statt  der  P,  C,  S  müsste 
eigentlich  überall  gesetzt  werden  P{li),  C(^),  S(n). 

Bringt  man  die  Formeln  (13a.)  und  (14a.)  in  Anwendung  auf 
ft  =  ft, ,  ^,,  jttg,  .  .  .  («.,/,  und  bezeichnet  man  dabei  die  speciellen  \\'erthe 
jener  Functionen  P,  C,  S  für  (i  =  fiz  kurzweg  mit  P^,  C\  S^,  so 
erhält  man  für  diejenigen  Const.anten  A,  welche  mit  einem  gegebenen 
oberen  Index  j  behaftet  sind,  folgende  q  (.ileichungen: 
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(15.)  c}  =  Afjp;j-\-  4+,pUuj---  +  KHi, 

A  =  l,  2,  3,   ...q, 

und  gleichzeitig  für  diejeuigen  Constanteu  B,  welche  mit  einem  ge- 
gebenen obern  Index  j  behaftet  sind,  folgende  analoge  q  Gleichungen : 

(IG.)  Si^Biljj^^+,Pi+,^r-'-{-HHn 

X=\,2,  3,  ...ry, 

Es  handelt  sich  darum,  aus  den  q  Gleichungen   (15.)  die  A^,  und 
aus  den  q  Gleichungen  (IG.)  die  !>•'  wirklich  zu  berechnen. 

§  G. 
Berechnung  der  Constanten  yl,  B. 

Die    Anzalil    der   Parallelkreise    mag   jetzt    in    bestimmter  Weise 
festgesetzt  werden: 
(17.)  q  =  2p-\-\. 

Dabei  aber  mag  die  Lage  dieser  Kreise  hcUehig  bleiben;  so  dass  also 
die  (.stets  zwischen  —  1  und  +  1  liegenden)  Parameter  (u,j,  ^.>,  ...  |it2p+i 
dieser  2j)  +  1  Kreise  beliebig  gegeben  zu  denken  sind.  Diesen  ge- 
gebenen Constanten  ftj,  ft^?  •  •  •  f*2p+i  mögen  gewisse  auxiliare  Con- 
stanteu rfj,  «2?  •  •■  «2;^-t-i  adjungirt  werden  mittelst  der  (2|) -j-  1)  Glei- 
chungen : 

^'i       +  «2       •  •  •  +  «2>.+i  =  J  dx, 

—  1 

-fl 


—  1 

+1 


—  1 

Mit  Bezug    auf   diese   Gleichungen    lautet    alsdann    der   Hülfssatz   (4.) 
pg.  135  folgendermassen: 

Sind  m   und  n   irgend  zwei  'positive  ganze  Zahlen,   deren  Summe 
{;m  -f-  n)  einen  der  Wcrthe 
(19.)  0,  1,  2,  3,  ...2p 

besitzt,  so  wird  die  Stimme 


1 
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2p+i 


(20.)       ^  nxFijP;:j     bald     = 


2       n  («+./) 


bald    =  0 


x=i 


2«  +  1     TT(n— j)  ' 

sein,  je  nachdem  m  =  n,  oder  7».  =j- «  ist.     Dabei  stehen  F,nj  und  Pnj, 

ebenso  tvie  bisher,  zur  AbMlrzung  für  die  ÄusdrücJce:  P,„j[ii))  und  ]\j(ji?). 

Dies   vorausgeschickt,   sind  nun  die   {2p  -f-  1)  Gleiclumgen  (IT).): 

(21.)  cf=A^P^-^4+^Pj+ur--h^lPlj\ci^^nj 

A  =  1,2, 3,. -.(2^9  +  1) 
leicht  auflösbar  nach  den  darin  enthaltenen  Ä's.   Ist  nämlich  yl^  irgend 
eines  dieser  Ä's,  mithin  n  eine  Zahl  aus  der  Reihe  j,  {j  -\-  1),  (j  -|-  2),  ...2): 
(22.)  n=j,  (i+1),  (i  +  2),  ,..p, 

so  braucht  man,  um  den  Werth  dieses  Ai  zu  finden,  jene  Gleichungen 
(21.)  nur  zu  multipliciren  mit  den  beigesetzten  Factoren  axPrij,  wnd 
sodann  zu  addiren.     lu  solcher  Weise  nämlich  erhält  man: 


Ä'^ 


2p+l  ^ 

^  aiPnjCj- 

ip  +  1 

^.iij  ttX  Pn  1  -t  1 


;. 


+  Aj+, 


oder  kürzer  geschrieben: 

2p +1 

(23.) 


^  axPnjPj+lJ 
U  =  l 


+  4 


-2p+\ 

.1=1 


l   -pX 

nj  -Lpj 


:so,F'.A'^ 


^1 


2p  +  l 

ya,p^p' 

■    •   "/  -t  )t.J  -'-  111} 


Hier  geht  die  Summation  nach  ?»,  von,;  bis  p]  so  dass  also  m  stets 
<i.p  bleibt.  Ebenso  aber  ist,  nach  (22.),  auch  n  stets  <.p.  Folglich 
ist  (m -|- «)  stets  <  2p.  Und  hieraus  erkennt  man  sofort,  dass  die  in 
(23.)  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Summe  dem  Satze  (19.),  (20.) 
sich  subordinirt,  dass  dieselbe  also 
2  TT(w+i) 


oder 


0 


2«  +  l     TT(n— .?■)   ' 

sein  wird,  je  nachdem  m  =  n,  oder  m  \    n  ist.     Üemgemäss  geht  die 
Formol  (23.)  über  in 

X-. 


(24.) 

woraus  folgt: 

(25.) 


^  aiJrnj^j  —  ^i„   2n+  1     n(w— ./) 


A{  = 


Ebenso,  wie  diese  Formel  (25.)  für  die  A^^  aus  den  Gleichungen 
(15.)  entsprungen  ist,  in  genau  derselben  Weise  werden  sich  olfenbar 
aus  den  Gleichungen  (IG.)  für  die  daselbst  enthaltenen  Bi  folgende 
Werthe  ergeben: 

10* 
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(26.)  i^„ 2—  n(n+-jy  ;;^^  ""'^  ">^-  • 

Durch  diese  Formeln  (25.),  (26.),  iu  denen  die  Constanten  C'.,  S^- 
bereits  hcJcannt  sind  [vgl.  (12.)],  bestimmen  sich  sümmtliche  in  den 
Formeln  (13.),  (14.)  enthaltenen  Constanten  A,  B.  Oder  mit  andern 
Worten:  Es  hcstimmen  sich  durch  diese  Formeln  (25.),  (26.)  alle  in 
Ff,,  Yj,  ^2,  .  .  .  Yp  entlialtenen  Constanicn  A,  B.  Das  aber  war  die  Auf- 
gabe, um  deren  Lösung  es  sich  handelte. 

Wir  haben  hier  diese  Aufgabe  absolvirt  unter  Anwendung  von 
(2^9  +1)  Parallelkreisen,  d.  i.  unter  Anwendung  von  2p (ßp  -\-  l)  Be- 
obachtungen. Im  folgenden  Paragraph  werden  wir  zeigen,  dass  man 
mit  ungefähr  Jialh  so  viel  Parallelkreisen  und  Beobachtungen  ausreicht, 
falh  man  nur  jene  Kreise  nicht  mehr  beliebig,  sondern  nach  einem 
bestimmten  Gesetze  ausgewählt  sich  denkt. 

§  7. 
Andere  Methode  zur  Berechnung  der  Constanten  A,  B. 
Wir  wollen,   ohne  sonst  etwas  zu  ändern,  nur  die  Betrachtungen 
des  letzten  Paragraphen  durch  etwas  andere  Operationen  ersetzen.    Die 
Anzahl  der  Parallelkreise  mag  nämlich  nicht  mehr  =  (2^>  -f-  1),  son- 
dern =  (j)  -|-  1)  angenommen  sein: 
(27.)  q=p-^l.^ 

Gleichzeitig  aber  mag  die  Lage  dieser  Kreise  einem  bestimmten  Gesetze 
unterworfen  sein.     Es  mögen  nämlich  die  Parameter  derselben: 

ftl,  ^L^,  .  .  .  ^p^i 

in  solcher  Weise  ausgewählt  gedacht  sein,  dass  sie  iu  Verbindung  mit 
(p  -f-  1)  andern  Constanten  a^,  a.,,  .  .  .  a^y  +  i  den  (22)  -f-  2)  Gleichungen 

entsprechen : 

+1 

«1  +«2  \- ttp+i  =fdx, 

—  1 

+  1 


(28.) 


—  i 
+  1 


—  1 
so   dass  also  |tt,, /ti^,,  .  .  .  jw.;,^.! ,   zufolge  des  Satzes  pg.   136,   nichis  An- 
deres sind  als  die   Wurzeln    der  Glcichuna: 
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(28  a.)  P,,+i(^)  =  0. 

Mit  Bezug  iiul  die  Clleichuiigeu  (28.)  lautet  offenbar  der  Hülfssatz 
(4.)  pg.  135  Iblgeiidermasseii: 

Sind  in    und  n   irgend   ziüci  iwsitive  (jamc  Zu/den^   deren  Summe 
{;m  -j-  n)  einen  der  Werthe  hcsitst: 
(29.)  0,  1,  2,  3,  ...(2j)+l), 

so  wird  die  Summe 

(30.)        %>.Pl,Ptj    hau    =-~:T^:yf,    «    =0 

sein,  je  nachdem  m  =  n,  oder  m  ^n  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  sind  nun  die  Gleicliungeu  (15.): 

A  =  l,2,3,...(p+1), 

deren  Anzahl  jetzt  ==  [p  -j-  1)  ist,  wiederum  leicht  auflösbar  nach  den 
darin  enthaltenen  ^'s.  Ist  z.  B.  A^n  irgend  eines  dieser  Ä'a,  so  wird 
man,  um  den  Wertli  von  A^n  zw  erhalten,  die  vorstehenden  Glei- 
chungen nur  mit  den  beigesetzten  Factoreu  aiFnj  zu  multipliciren,  und 
sodann  zu  addireu  haben.  In  solcher  Weise  ergiebt  sich  uämlicb, 
mittelst  des  Satzes  (29.),  (30.): 

mithin : 

Und  in  analoger  Weise  ergiebt  sich  aus  (16.): 

Durch  diese  Formeln  (31.),  (32.),  in  denen  die  Constanten  C^,  S^-  bereits 
helcannt  sind  [vgl.  (12.)],  hcstinmien  sich  sämmtliche  in  Y^j  ^o  ^'i.';  •••^p 
enthaltenen  Constanten  A,  B. 

§  8. 

Recapitulation. 

Wir  haben  die  Aufgabe  besprochen,  eine  unbekannte  Function 
/'(/it,  (p),  auf  Grund  gegebener  Beobachtungen,  nach  Kugelfunctionen  bis 
inclusive  zur  Kugelfunction  j)**^""  Ordnung  zu  entwickeln,  und  jjivei  ein- 
fache Methoden  exponirt  zur  Al)solvirung  dieser  Aufgabe. 
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Bei  hekkti  Methoden  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtuugs- 
orte  iii  denjenigen  Punkten  liegen,  in  denen  2jj  äquidistante  Meridiane 
und  eine  gewisse  Anzahl  von  Parallelkreisen  einander  schneiden. 

Die  erste  Methode  (pg.  146 — 148)  ist  anwendbar,  wenn  diese  Pa- 
rallelkreise von  der  Anzahl  {2p  -\-  1),  übrigens  aber  von  helichiger 
Lage  sind. 

Andererseits  ist  die  ziveite  Methode  (pg.  148,  149)  dann  anwendbar, 
wenn  die  Parallelkreise  mir  von  der  Anzahl  {p  -{-  1),  dabei  aber  von 
solclter  Lage  sind,  dass  ihre  Parameter  ^i^,  ^.>,  ^.^^  .  .  .  iii,j[.\  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

repräsentiren.  —  Bei  dieser  zweiten  Methode  ist  also,  um  das  vor- 
gesteckte Ziel  zu  erreichen,  die  Anzahl  der  erforderlichen  Parallel- 
kreise,  mithin  auch  die  Anzahl  der  erforderlichen  Beobachtungen  nur 
etwa  lialh  so  gross,  als  bei  der  ersten  Methode. 

Bemerkungen.  —  Ist  z.  B.  p  =  4  [soll  also  f(^,  qo)  bis  inclusive 
zur  4**^"  Kugelfunctiou  entwickelt  werden],  so  hat  mau,  bei  Anwendung 
der  Z'wciten  Methode,  im  Ganzen  5  Parallelkreise  zu  benutzen,  und  diese 
in  solcher  Weise  zu  construiren,  dass  ihre  Parameter  ftu  ^lo,  fto,  ju.i, /U5 
die   Wurzeln  der  Gleichung 

iUft)  =  o   d.i.   f^^- 0:9^^ +  1x1:1^  =  ^ 

sind.  Hieraus  ergi  Ijen  sich,  falls  man  ft  =  sin  B  setzt,  für  die  geogra- 
phischen Breiten  B  jeuer  5  Parallelkreise  folgende  Werthe: 
B  =  0,  B  =  +  (32''34'36"),  B  =  +  (64"58'57")  • 
Ist  ferner,  um  ein  zweites  Beispiel  anzuliihren,  p  ==  5,  so  sind 
6  Parallelkreise  anzuwenden,  entsprechend  der  Gleichung  I\{}i)  =  0. 
Hieraus  ergeben  sich  für  die  geographischen  Breiten  dieser  6  Parallel- 
kreise die  AVerthe: 

B  =^  4-  (I-JMS'IB"),     B  =  +  (41"23'32"),     B  =  +  (68"49' 18"). 
löt    ferner   J>  =  6,    so    sind    7    Parallelkreise    anzuwenden,    ent- 
sprechend der  Gleichung  F^(ji)  =  ()^  woraus  folgt: 

B  ^  ü,     B  =  +  (23"56'38"),     B  =  +  (47"51'43"),     B  =  +  (71"38'3l"). 

§  0. 

Beiläufige  Betrachtung   über  solche  Functionen,   die  nur  von  einem 
einzigen  Argument  abhängen. 

Eine  innerluilb  des  Intervalls  [i  =  —  1  •  •  • -|-  1  überall  endliche 
Function  <^{}i)  ist  innerhalb  dieses  Intervalls  in  eine  nach  den  Kugel- 
functionen  I\i^i)  fortschreitende  Reihe  entwickelbar: 
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[vgl.  (8.)  pg.  85J.    Dabei  mag  das  mit  1\{^)  begiuueude  liesUjlied  der 

Reihe  mit  0/,(ft)  bezeichnet  werden: 

(1  a.)  <t)/,  (ft)  =  An  Tu  ((i)  -\-  A,,  +  i  1\  + 1  (ft)  +  • .  •     in  iuf. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Anfyabe,  eine  unbekannte  Function  0(ft) 
imicrlialh  des  (jenannten  Intervalls  ^  =  —  1  •  •  •  +  1>  <*«'/  Orund  passend 
üu  wählender  BeübacMuwjen,  bis  inclusive  zur  Kwjelfunction  p^^  Ordnung 
zu  enttvicJceln: 

(2.)  0(i^)  =  A,PM  +  J,P,C«)  •••  +  A,PM. 

Zur  Absolvirimg  dieser  Aufgabe,  d.  h.  zur  Bestimmung  der  (2:»  +  1) 
unbekannten  Constanten  A^^,  A^,  .. .  Aj,  sind  offenbar  (p  -\-  1)  Beobach- 
tungen, also  {p  -\-  1)  innerhalb  des  Intervalls  ^  =  —  1  •  •  •  -|-  1  gelegene 
Beobaehtungsorte  erforderlich.  Was  die  AnsivaJd  dieser  BeobachtunKs- 
orte  betrifft,  so  wird  es  zweckmässig  sein,  folgenden  Hülfssatz  voran- 
zuschicken, der  durch  Combination  zweier  früherer  Sätze  pg.  134  und 
pg.  13(5  sich  leicht  ergiebt: 

Hülfssatz.  —  Entspreelien  die  {2]} -\- 2)  Constanten  ^^,  ^.,, . . .  ^ipj^i 

und  «1,  «27  •  •  •  «7^+1  ^^6'*  i^P  ~\~  2)  GleieJiungen: 

+  1 

«1  +   «:i        +  «3  ••■-}-   rt^,+  i  =  -_  =  J*  dX, 

—  1 
+  1 


(A.) 


—  1 


+  1 

—  i 

und  versteht  man  unter  m,  n  irgend  zivei  positive  ganze  Zahlen,   diren 

Summe  {rn  -\-  n)  einen  der  Werthe 

(13.)  0,  1,  2,  3,  . .  .  {2p  +  1) 

besitzt,  so  findet  die  Formel  statt: 

''V  2 

je   nachdem   m  =  n   oder   m    \-  n    ist.      Und  gleichzeitig  sind  alsdann 
[l^,  ^.^, ...  fij,+  i   niehts  Anderes  als  die  (p -\-  1)  Wurzeln  der  Gleiehung 
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Wir  wollen  imu  jene  (p  -\-  1)  JJcuhachtungsorte  zusammenfallen 
lassen  mit  diesen  {p  -\-  1)  Wurzeln  ^j,  fi.^,  ...  (^p+i  der  Gleichung  (D.). 
Das  liat  in  der  Kegel  keine  Schwierigkeit.  Andernhills  wird  man  die 
Werthe  der  Function  0(/tt)  in  diesen  Wurzelpuukten  ^i,  ^^t  ••  •  ^j'-\-i 
leicht  durch  gewöhnliche  Interpolation  aus  solchen  Beobachtungen  ab- 
zuleiten im  Stande  sein,  die  in  möglichster  Nähe  dieser  Punkte  an- 
gestellt worden  sind. 

In    solcher  Weise   ergeben   sich   auö   (2.)   folgeude   {p  -{-  1)   Glei- 
chungen : 
(3.)        0(/i;)  =  A,l\i(i,)  +  AaMfi^.)-'-  +  A,,P,((i;)  I  «;P„  W 

X  =  l,2/dr--(p-\-\), 
deren  linke  Seilen  hclannt  (entweder  direct  beobachtet,  oder  aus  Be- 
obachtungen abgeleitet)  sind.  Um  nun  irgend  eine  der  Constanten 
Äq,  Ai, . ..  Ap,  z.  B.  die  Coustante  A,^  zu  berechnen,  multipliciren  wir 
die  Gleichungen  (3.)  mit  den  daneben  gesetzten  Factoren  «;.  P„(/i;.), 
und  addiren.     Alsdann  ergiebt  sich  auf  Grund  unseres  Hülfssatzes: 

(4.)  _^  a,  1\  (ii>)  0  (ft;.)  =  An  -^-^j-  , 

d.  i. 

(5.)  An  =  ^+-    ':E<i>.  1\  (itt;Xf/v.) . 

^      i=\ 

Hiermit  ist  die  Berechnung  der  in  (2.)  enthaltenen  Constanten  A^,  A^, ..,  jij, 
absolvirt,  die  (jestellte  Aufgabe  also  gelöst. 

Diese  Methode  zur  Bestimmung  der  Function  0(ft)  auf  Grund 
passend  zu  wählender  Beobachtungsorte  ist  namentlich  deswegen  be- 
achtenswerth,  weil  man  dabei  dieselbe  Genaiüglceit  wie  bei  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  mit  weuiger  Mühe  erreichen  kann.  In  der  Tliat 
hat  man  dabei  nicht  so  unbequeme  Gleichungen  aufzulösen  nöthig,  wie 
sie  jene  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit  sich  bringt. 

Bemerkung.  —  Ist  die  Function  <t>(iti)  zufälliger  Weise  eine  ganze 
rationale  Function  p^^^  oder  noch  niedrigeren  Grades,  so  ist  die  Dar- 
stellung (2.)  eine  völlig  genaue.  Ist  hingegen  die  Function  ^{^)  von 
irgend  welchem  andern  Charakter,  so  wird  die  Darstellung  (2.)  immer 
nur  eine  approximative  sein.  Dabei  ist  beachtenswerth,  dass  die  Ge- 
nauigkeit, mit  welcher  A^^,  A^,  ...  Ap  bei  der  hier  exponirten  Methode 
sich  ergeben,  für  die  einzelneu  A'a  eine  verschiedene,  nämlich  am  grössten 
für  Aq,  geringer  schon  für  J,,  noch  geringer  für  Ao,  u.  s.  w.,  endlich 
am  geringsten  für  Ap  ist. 

In  Wirklichkeit  ist  nämlich  0(fi)  dunli  die  in  (1.)  angegebene 
unendliche  Reihe    dargestellt;    so    dass    mau   also,    falls   alle  Vernach- 
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lässiguugeu  ausgebclilosscn  werdeu  .sollen,  liir  ilie  Fiiukte  (Hj,  /w.^,  ...  ^p^i 

folgende  (ileichiuigcu  erliült: 

(6.)  0Ca,)  =  A,P,(^,)  +  A,P,  (ß,)  +  AJ\^i,)  +  . .  •  in  inf.  |  a.P.M 

A  =  l,2,3,...0'+1). 
Multiplieirfc    man    diese    Gleicluiugeu    mit    den    beigesetzten    Faotoren 
a/.J*„(fi^),  und  addirt,  so  ergiebt  sieh  unter  Anwendung  unseres  Hülfs- 
Satzes : 

(7.)  ^  ai  Po  (f^;.)  0  (ft;.)  =  Y  ^0  +  -i^  «''.  -^^0  (^^)  *2/, + 2  (M ; 

wo  02/;-f2  die  aus  (la.)  ersichtliebe  Bedeutung  bat'*'). 

In   analoger  Weise  ergiebt  sich,  indem  mau  in  dem  bei  (6.)  an- 
gewandten Factor  P^  statt  P„  setzt,  die  Formel: 

(8.)  ^«aPiMO)  W  =  i  ^t  +  ^«>t^iC«>i)^2,.+iW, 

oder,  falls  man  dort  i^^  setzt: 

(0.)  '^«P-P, W^Citt;.)  =  4  A  +  '^«aP^ W^..W, 


u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

Diese  Formeln  (7.),  (8.),  (9.)  zeigen,  dass  die  bei  unserer  Methode  für 

-^0;  -^n  ^2>  -^3;  •  •  •  A^ 
erhaltenen  Werthe  (5.)  mit  Fehlern   behaftet  sind  respective  von  der 
Ordnung: 

dass  also  in  der  That  A^^  mit  grösserer  Genauigkeit  berechnet  ist,  als 
A^,  u.  s.  w. 

Dies  ist  besonders  deswegen  von  Wichtigkeit,  weil  es  häufig  gar 
nicht  auf  die  Berechnung  aller  Constanten,  sondern  z.  B.  nur  auf  Aq, 
oder  nur  auf  A^  und  A^  ankommt.     Soll  z.  B.  der  Flächeninhalt: 

—  1 
berechnet  werden,    so   ergiebt  sieh   nach   (1.)   und   mit  Rücksicht  auf 
(la.)  pg.  78: 

■VS      ^Aq   y 

so  dass  also  in  diesem  Falle  lediglich  A^^  in  Betracht  kommt. 


*)  Man  hat  nämlich,  was  die  Ableitiinf:^  der  Formel  (7.)  anbelangt,  zu  be- 
achten, dass  die  in  jenem  lliilfssatz  angegebene  Formel  (C.)  pg.  151  nur  anwend- 
bar ist,  80  lange  die  Bedingung  (B.)  erfüllt  bleibt. 
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Zweite  Bemerkung.  —  Die  iu  diesem  Paragrapli  augestellten  Be- 
traclitimgen  sind  leicht  übertragbar  auf  die  Bestimmuug  eiuer  Fuuetion 
zwischeu  zwei  hcUchifj  gegebeuen  Greuzeu.  Soll  z.  B.  F(x)  bestimmt 
vverdeu  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und  x  =  h,  wo  a  <.b  heliebiy  ge- 
gebene Constanten  sind,  so  setze  mau: 

a  4-  b         a  —  & 
^=2 2-C- 

Alsdann  verwandelt  sich  /'(a;)  in  eine  von  fi  abhäugeude  Function  . 

und  gleichzeitig  verwandelt  sich  dabei  das  Intervall  x  =  a  •  •  •  h  iu  das 
neue  Intervall  fi  =  —  1  •••  +  1. 

Den  Gegenstand  dieses  letzten  Paragnxplis  ha,t  Gauss  bereits  1814  iu  seiner 
Mcthodus  nova  integroUum  valorcspcr  approximaüoncm  invcnicndi  (Ges.  Werke 
Bd.  3,  pg.  165  und  202)  behandelt.  Gauss  bezeichnet  daselbst  die  Gleichung, 
deren  Wurzeln  die  (x's  sind,  mit  ?7=0,  scheint  aber  nicht  bemerkt  zu 
haben,  dass  die  Function  U  identisch  ist  mit  der  Legendre-Laplace'schen 
Fuuetion  P  I  lOO-  Uebrigens  ist  die  hier  von  uns  angewandte  Bezeichnung 
[welche  iu  gleicher  Weise  auch  in  dem  Neumann  s,c\ien  Aufsatz  von  1838, 
Math.  Annalen,  Bd.  14  sich  vorfindet]  von  der  GaMSs'schen  Bezeichnungs- 
weisc  verschieden.  Unsere  «'s  sind  nämlich  in  der  Metlwdus  nova  mit 
2jB,  2  J2',  . . .  bezeichnet;  und  unsere  ji's  erhält  mau  aus  den  dortigen  «'s  da- 
durch, dass  man  jene  a's  verdoppelt  und  von  1  subtrahirt. 

Noch  sei  bemerkt,  dass  die  auf  pg.  150  angegebenen  numerischen  Werthe 
der  B's  auf  den  Crawss'schen  Angaben  in  der  Methodus  nova  beruhen. 


Achtes  Capitel. 
Die  Theorie  der  elektrischen  Vertheilung. 

Die  hier  zu  entwickelnde  Theorie  rührt  wesentlich  von  Poisson 
her.  Sie  ist  von  Poisson  dargelegt  in  seiner  berühmten  und  classischen 
Abhandlung:  Stir  la  Bistribution  de  VElectricitc  ä  la  siirface  des  Corps 
conducteurs,  1812  et  1813,  in  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie. 

Wir  werden  in  diesem  Capitel  zuvörderst  die  in  Rede  stehende 
allgemeine  Theorie  darlegen,  und  sodann  dieselbe  beispielsweise  auf 
solche  Fälle  in  Anwendung  bringen,  wo  der  betrachtete  Conductor 
entweder  eine  Kiujcl  oder  ein  Sphüroid  ist. 

§  1- 
Die  Grundvorstellungen. 

Die  Theorie  geht  aus  von  der  Hypothese  zweier  elektrischen 
Flüssigkeiten,  von  denen  die  ungleichartigen  sich  anziehen,  die  gleich- 
artigen sich  abstossen,  und  zwar  im  umgekehrten  Verhältniss  des 
Quadrats  der  Entfernung.  Der  natürliche  Zustand  eines  Körpers  be- 
steht darin,  dass  beide  Elektricitäteu  gleichmässiy  mit  einander  ver- 
bunden sind,  mithin  an  jeder  Stelle  des  Körpers  ebenso V^l  von  der 
einen,  wie  von  der  andern  sich  vorfindet.  Diese  gleichmüssig  mit  ein- 
ander verbundenen  Elektricitäteu  werden  nach  Aussen  hin  Wirkungen 
besitzen,  die  einander  gegenseitig  zerstören.  Mit  andern  Worten:  Sie 
werden  hinsichtlich  ihrer  Wirkungen  sich  gegenseitig  ncutndisircn, 
und  pflegen  daher  zusammengenommen  kurzweg  als  neutrale  EleJctriciiät 
bezeichnet  zu  werden. 

Wird  die  in  Rede  stehende  Gleichmässigkeit  durch  irgend  welche 
Ursachen  aufgehoben,  so  geht  der  natürliche  Zustand  in  den  sogenannten 
elelitrischen  Zustand  über.  Eine  solche  Aufhebung  jener  ursprünglichen 
Gleichmässigkeit  kann  in  doppelter  Weise  erfolgen,  nämlich  entweder 
dadurch,  dass  man  dem  Körper  von  Aussen  her  positive  oder  negative 
Elektricität  mittheilt,  oder  auch  dadurch,  dass  man  irgend  welche 
Kräfte  auf  den  Körper  einwirken  lässt. 
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Wild  z.  B.  dem  Körper  von  Aussen  her  irgend  ein  Quantum 
üherschüssiger  Eleläricität  (der  einen  oder  andern  Art)  mitgetheilt,  so 
wird  dieses  Quantum  auf  die  beiden  von  Hause  aus  in  dem  Körper 
enthaltenen  Elektricitäten  entgegengesetzte  Wirkungen  ausüben  (die 
eine  anziehen,  die  andere  abstossen).  Und  die  in  solcher  Weise  ent- 
stehende Bewegung  wird  so  lange  fortdauern,  his  die  Bcsidtanfc  aller 
elcJärischen  Wirlcmujcn  an  jeder  Stelle  des  Körpers  =  0  geivorden  ist. 
Von  diesem  Augenblicke  an  wird  alsdann  Gleichgewicht  stattfinden. 

Dieses  Gleichgewicht  kann  nun  dadurch,  dass  man  von  Aussen  her 
irgend  welche  elektrische  Kräfte  (z.  B.  eine  durch  Reiben  elektrisch 
gemachte  Schelluckkugel)  auf  den  Körper  einwirken  lässt,  von  Neuem 
gestört  werden.  Und  die  so  entstehende  Bewegung  wird  alsdann 
wiederum  so  lange  andauern,  his  die  llcsidtante  aller  eleJctriscJien  Kräfte 
an  jeder  Stelle  des  Körpers  zu  Null  herahsinld. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  vorausgesetzt,  dass  der  gegebene 
Körper  ein  Leiter  oder  Conductor  sei,  dass  also  die  Elektricitäten  inner- 
halb des  Körpers  völlig  frei  heweglieh  sind.  Ist  der  Conductor  isolirt, 
so  wird  die  in  demselben  enthaltene  Elektricität  fortdauernd  in  ihm 
zu  bleiben  gezwungen  sein.  Ist  hingegen  der  Conductor  durch  einen 
Draht  zur  Erde  abgeleitet,  so  kann  die  elektrische  Materie  zwischen 
ihm  und  der  Erde  nach  Belieben  hin  und  her  Üiessen.  Und  es  werden 
also  in  diesem  letztern  Falle  der  gegebene  Conductor,  die  Erdkugel 
und  der  Verbindungsdraht  zusammengenommen  als  ein  einziger  grösserer 
Conductor  anzusehen  sein. 

Bemerkungen.  —  Sind  +  E  und  —  E'  die,  in  irgend  einem  Augen- 
blicke, in  einem  Volumelement  dv  des  Conductors  enthaltenen  Mengen 
positiver  und  negativer  Elektricität,  so  ist  die  Gesammtmasse  der  in 
dv  euthalteien  elektrischen  Materie 

(f.)  =(+E)  +  (-JE;'),     d.i.  =E-E\ 

Demgemäss  kann  man  diese  Gesammtmasse  auch  bezeichnen  als  den 
Uebersehitss  der  positiven  über  die  negative  Elektricität,  falls  man 
nämlich  die  beiderlei  Elektricitäten,  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen, 
nur  nach  ihren  absoluten  Beträgen  beurtheilt. 

Man  pflegt  die  soeben  genannte  Summe  oder  Differenz  (f.)  die  in 
dem  Volumelement  dv  enthaltene  freie  Elektricität  zu  nennen.  Sollte 
also  zufälliger  Weise  E  =  E'  sein,  so  würde  innerhalb  dv  gar  keine 
freie  Elektricität,  vielmehr  nur  neidrale  Elektricität  vorhanden  sein. 

Setzt  man  ferner  E  —  E'  =  Ödv,  so  heisst  Ö  die  Dichtigkeit  der 
in  dv  enthaltenen  freien  Elektricität. 
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s  -• 
Allgemeine  Sätze  über  das  elektrische  Gleichgewicht. 

Es  seien  beliebig  vielo  imbeweglicb  aufgestellte  (tlieils  isolirte, 
theils  vielleicht  auch  zur  Erde  abgeleitete)  Cnndncforen  gegeben,  denen 
von  Hause  aus  irgend  welche  elelitrisclic  Ladimrjcn'*)  zuertheilt  worden 
sind,  und  auf  welche  von  Aussen  her  gegebene  elektrische  Kräfte  ein- 
wirken. Diese  letztem  mögen,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  ihren 
Sitz  in  irgend  welchen  durch  Reiben  elektrisch  gemachten  Isolatoren 
haben,  nämlich  ausgehen  von  denjenigen  nnhetveglichen  elektrischen 
Massen,  die  an  den  Oberflächen  dieser  Isolatoren,  oder  vielleicht  auch 
im  Innern  derselben  angehäuft  sind**).  Alsdann  werden  die  in  den 
Conductoren  enthaltenen  Elektricitäten,  unter  ihren  gegenseitigen  Ein- 
wirkungen, sowie  auch  unter  dem  Einflnss  jener  in  den  Isolatoren 
enthaltenen  Elektricitäten,  in  Bewegung  geratheu.  Diese  Bewegung, 
und  namentlich  der  schliesslich  eintretende  Gleichgewichtszustand  sollen 
näher  untersucht  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  irgend  einen  der  gegebeneu 
Conductoren,  und  markiren  irgendwo  innerhalb  desselben  ein  kleines 
Volumelement  dv.  Die  in  irgend  einem  Augenblicke  innerhalb  dv  ent- 
haltene Elektricität  wird  möglicher  Weise  nur  aus  neidraler  EleJdri- 
cität  bestehen,  oder  vielleicht  auch  ein  Gemisch  von  neutrcäer  und  freier 
Eleldricität  sein.  Im  einen  wie  im  andern  Falle  wird  sie  aus  einer 
grossen  Anzahl  einzelner  elektrischen  Theilchen  zusammengesetzt  sein, 
die  theils  positiv  tlieils  negativ  sind.  Bezeichnet  man  nun  irgend  ein 
solches  innerhalb  dv  befindliches  Theilchen  mit  tu,  so  wird  dieses 
Theilchen  m  erstens  sollicitirt  werden  von  allen  übrigen  Elektricitäts- 
theilchen  des  hetrachteten  Conductors,  hveitcns  sollicitirt  werden  von 
den  Elektricitäten  der  übrigen  Conductoren,  und  drittens  endlich  solli- 
citirt werden  von  jenen  unbeweglichen  Elektricitäten,  die  in  den 
gegebenen  Isolatoren  augehäuft  sind.  Uebrigens  kommen  bei  der  Be- 
rechnung dieser  Sollicitationen  nur  die  freien  Elektricitäten  in  Betracht. 
Denn  die  neutrale  Elektricität  ist  (ihrer  Definition  zufolge)  umvirlisam, 
also  nicht  im  Stande,  auf  das  Theilchen  m  irgend  welche  Kraft  aus- 
zuüben. 


*)  D.  h.  irgend  welche  Quantitäten  überschüssiger  Elektricität  der  einen  oder 
andern  Art. 

**)  Die  in  einem  Isolator  entlialtcne  Elektricität  ist  daselbst  nur  sehr  wenig 
beweglich.  Der  Einfachheit  willen  soll  hier  diese  Beweglichkeit  als  JN'mZ/,  die  iu 
einem  Isolator  angehäufte  Elektricität  also  geradezu  als  unbeweglich  angesehen 
werden. 
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Bezeichnet  man  also  das  Potential  aller  in  sämmtlichen  Conductoren 

und  Isolatoren  enthaltenen  Elektricitäten  in  Bezug  auf  das  Thcilchen  m 

mit  V,  und  die  ('oordinaten  von  m  mit  (x,  y,  z),  so  wird  die  lir.^ulfantr 

R  aller  auf  m  einwirkenden  Kräfte  folgende  Componeuten  haben: 

dV 
R  cos  (R,  x)  =  —  rn^~ , 

(1.)  R  cos  {R,y)=  -m  .^--, 

dV 
R  cos  {R,  s)  =  —  m  -o— ; 

wie  sich  solches  aus  (12.)  pg.  5  sofort  ergiebt,  falls  man  nur  beachtet, 
dass  der  dortige  Factor  /im  gegenwärtigen  Falle  =  1  ist;  vgl.  (4.)  pg.  3. 
Ueberdies  wird  die  Dichtigkeit  d  der  an  der  Stelle  (x,  y,  s)  vorhan- 
denen freien  Elektricität  sich  bestimmen  mittelst  der  Formel 

vgl.  den  Satz  (7.)  pg.  17. 

Soll  nun  Glcichgeivicht  vorhanden  sein,  so  muss  die  in  Rede 
stehende  Resultante  R  gleich  Null  sein;  denn  sonst  würde  das  Theil- 
chen  m,  unter  dem  Einfluss  von  it,  in  Bewegung  gerathen*).  Und 
zwar  muss  dieses  NuUsein  von  jR  stets  stattfinden,  welche  Lage  das 
betrachtete  Theilchen  m  {x,  y,  s)  innerhalb  des  Conductors  auch  haben 

mag.     Somit  folgt  aus  (1.),   dass    ,3 — ,   -?r— ,  ^5—   innerhalb   des   Con- 
=>  ^  ^     n  dx  '    cy  ^     CS 

ductors  überall  verschwinden  müssen,  und  dass  also  V  selber  innerhalb 
des  Conductors  constant  sein  muss.  Hieraus  folgt  weiter,  mit  Rück- 
sicht auf  (2.),  dass  die  Dichtigkeit  d  der  freien  Elektricität  iimerhalh 
des  Conductors  überall  =  0  ist.  Zur  Zeit  des  Gleichgewichts  wird 
daher  freie  Elektricität  niemals  im  Innern  des  Conductors  anzutrefien 
sein,  folglich  nur  an  seiner  Oberfläche  sich  vorfinden  können. 

Diese  Betrachtungen  gelten  für  jediveäen  der  gegebeneu  Conduc- 
toren; so  dass  man  also  zu  folgenden  Sätzen  gelangt: 

Erster  Satz.  —  T)cnld  man  sieh  ein  System  f/cgchener  Conductoren 
mit  irr/end  ivclehen  eleldrisehen  Ladungen  verschen,  nnd  überdies  der  Ein- 
tvirhmg  irgend  welcher  durch  Reihen  elektrisch  gemachter  Isolatoren  aus- 
gesetzt,  nnd  bezeichnet  man  das  Potential  aller  in  den  Conductoren  nnd 
Isolatoren  vorJiandenen  lüeldricitäten  in  Bezug  auf  einen  variablen  Punlt 


*)  Und  zwar  würden  unter  dem  Einfluss  einer  (von  Null  verschiedenen)  Kraft  72 
die  innerhalb  des  Volnmelementa  dv  vorhandenen  positwai  und  ticffatiroi  Elek- 
tricitätstheilchen  in  eiügegenyeaetzten  Richtungen  in  Bewegung  gerathen,  die  inner- 
halb äv  enthaltene  neutrale  Elektricität  also  zersetzt  werduu. 
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{Xy  y,  £)   mit    V,   so   wird  dieses    V,   nach   Eintritt   des    Gleichgciviclits- 
ziistandes,  innerhalb  eines  jeden  Conduetors  constant  sein. 

Dieser  constante  Werth,  welcher  selbstverständlich  für  die  einzelnen 
Conductorcu  ein  verschiedener  sein  Jcann,  Icann  hurzwcg  der  Potential- 
tverth  des  betreffenden  Conduetors  genannt  iverden. 

Sind  also  ß,  6',  6",  etc.  die  gegebeuen  Conduetoren,  und  sind 
G,  G',  G",  etc.  die  constanten  Werthc,  welche  das  Potential  V  nach 
Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  respective  in  S,  ^',  S",  etc.  be- 
sitzt, so  soll  G  der  Potentialwerth  des  Conduetors  (I,  ebenso  G'  der 
von  6'  genannt  werden,  u.  s.  f. 

Zweiter  Satz.  —  Nach  Eintritt  des  Gleichgeivichtssustandcs  wird 
freie  Elektricität  niemals  innerhalb  der  Conduetoren,  sondern  immer 
mir  an  ihren  Oberflächen  anzutreffen  sein. 

Mit  andern  Worten:  Nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  ivird 
jede)'  Conductor  an  seiner  Oberflüche  mit  einer  unendlich  dünnen  Schicht 
freier  EleJctricität  bedeckt  sein,  in  seinem  Innern  aber  nur  neutrale 
Elektricität  behe^-bergen. 

Ist  einer  der  betrachteten  Conduetoren,  z.  B.  6  durch  einen  dünnen 
Draht  zur  Erde  abgeleitet,  also  mit  der  Erde  und  dem  Draht  zusammen- 
genommen als  ein  einsiger  grösserer  Conductor  anzusehen,  so  wird  das 
Potential  V  [zufolge  des  ersten  Satzes]  innerhalb  dieses  grossem 
Conduetors  allenthalben  ein  und  denselben  constanten  Werth  haben. 
Demgemäss  wird  also  in  diesem  Falle  der  innerhalb  S  vorhandene  con- 
stante Potentialwerth  G  ebenso  gross  sein  wie  der  in  der  Erde  vor- 
handene, mithin  =  0  sein*).    Somit  ergiebt  sich  folgender  dritter  Satz: 

Dritter  Satz.  —  Bezeichnet  man,  ebenso  wie  früher,  mit  V  das  Po- 
tential aller  überhaupt  vorhandenen  Elektricitäten  in  Bezug  auf  einen 
variablen  Punkt  (x,  y,  z),  so  wird  dieses  V,  nach  Eintritt  des  Gleich- 
gewichtszustandes, innerhalb  eines  zur  Erde  abgeleiteten  Conduetors 
constant,  und  zwar  =  0  sein. 

Oder  kürzer  ausgedrückt:  Zur  Zeit  des  Gleichgetvichts  ivird  der  Po- 
tentialwerth eines  zur  Erde  abgeleiteten  Conduetors  =  0  sein. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  es  sei  nur  ein  einziger  Conductor  vor- 
handen, daneben  aber  beliebig  viele  auf  denselben  einwirkende  Isolatoren. 
Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  unter  diesen  Umstünden  auf  dem 
Conductor  entstehende  elektrische  Belegung  zu  untersuchen. 

Es  sei  da  irgend  ein  Oberflächenelement  des  Conduetors,  und  sdo 
die     nach    Eintritt    des    Gleichgewichtszustandes    auf    do    vorhandene 


*)  Es  wird   hierbei  vorausgesetzt,   dass  die  Erde  fortdauernd  im  iiatiirllchoi 
Zustande  verharrt;  was  allerdings  (strenge  genommen)  nur  näherungsiceise  zutrifit. 
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Masse  freier  Elektricität.  Demgemäss  wird  alsdaim  der  Factor  e  zu 
bezeichnen  sein  als  die  Dichtiglcit  oder  (genauer  ausgedrückt)  als  die 
FlächoKlichtifjl'cit  der  auf  der  Couductoroberfläche  vorhandenen  elek- 
trischen Belegung*).  Ferner  sei  31  die  Gesamnitmasse  dieser  Be- 
legung, mithin: 
(a.)  M  =  fedo, 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  do  der  Conduetor- 
oberfläche. 

Betrachtet  man  nun  irgend  einen  Punkt  i  innerhalb  des  Conduc- 
tors,  und  bezeichnet  man  das  Potential  aller  im  Conductor  und  in  den 
Isolatoren  enthaltenen  Elektricitäten  in  Bezug  auf  i  mit  F,-,  so  muss 
dieses  F,  [zufolge  des  ersten  SatzesJ  constant  sein  für  alle  Lagen  dos 
iunern  Punktes  ^,  was  angedeutet  werden  mag  durch  die  Formel: 

(ß.)  Vi  =  Const.  =  G. 

Das  Potential  F,  besteht  oiBFenbar  aus  zwei  Theilen,  nämlich  aus  einem 
ersten  TheiJ,  welcher  von  den  Isolatoren  herrührt,  und  F-,  heissen  mag, 
und  aus  einem  zweiten  Theil,  welcher  herrührt  von  der  im  Conductor 
selbst  enthaltenen  Elektricität.  Dieser  zweite  Theil  aber  wird,  weil 
die  neutrale  Elektricität  keinerlei  Wirkung  auszuüben  vermag,  mithin 
bei  Berechnung  des  Potentials  ganz  ausser  Betracht  bleiben  kann, 
lediglich  herrühren  von  jener  an  der  Conductoroberlläche  vorhandenen 
elektrischen  Belegung,  mithin  dargestellt  sein  durch  das  über  diese 
Oberfläche  auscredehnte  Integral : 


/ 


sdo 

~e7 


wo  Ei  den  Abstand  des  Punktes  i  vom  Elemente  sdo  vorstellt.  Dem- 
gemäss gewinnt  die  Gleichung  (/3.)  folgende  Gestalt: 

iß')  F,+f 'p=  Const  =  G. 

Dabei  wird  die  hier,  in  (ß.)  oder  (/3'.),  auftretende  Constaute  G  zu 
bezeichnen  sein  als  der  Potentialiverth  des  Conductors,  [vgl.  den  ersten 
Satz]. 

Hinsichtlich  dieser  Constanten  G  |in  (/3.),  {ß'.)\  und  der  Masse  M 
[in  («.)]  sind  ,'r?m  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  der  Conductor 
isolirt,  oder  zur  Erde  abgeleitet  ist. 


*)  Wir  verstehen  also  unter  der  Flüchendichtiglceit  denjenigen  Factor,  mit 
welchem  das  Flächenclement  zu  multipliciren  ist,  um  die  nuf  diesem  Flächen- 
element vorhandene  Masse  zu  erhalten. 
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Ist  der  Conductor  isolirt,  ist  also  derselbe  jedweder  elektrischer 
Coramunication  mit  andern  Körpern  beraubt,  so  wird  das  in  ihm  ent- 
haltene Quantum  freier  Elektricität  ein  unveränderliches  sein.  Es  wird 
daher  in  diesem  Fall  die  in  dem  Conductor  zur  Zeit  des  GleichgavlcMs 
vorhandene  freie  Elektricität  von  genau  demselben  Betrage  sein,  wie 
diejenige  freie  Elektricität,  welche  dem  isolirten  Conductor  zu  Anfang 
von  Aussen  her  mitgetheilt  worden  war.  Mit  andern  Worten:  Es  wird 
in  diesem  Fall  die  in  (a.)  genannte  Masse  M  identisch  sein  mit  der 
dem  Conductor  zu  Anfang  zuertheilten  elektrischen  Ladung.  Und  es 
wird  also  M  hekannt  sein,  falls  jene  Ladung  gegeben  ist.  Andererseits 
aber  wird  die  in  (/3.),  (/3'.)  enthaltene  Constante  G  unheJcannt  sein. 

Ist  hingegen  der  Conductor  zur  Erde  abgeleitet,  so  findet  zwischen 
ihm  und  der  Erde  eine  nicht  weiter  controlirbare  elektrische  Communi- 
cation  statt.  Demgemäss  ist  in  diesem  Fall  das  Quantum  31  der  im 
Conductor  zur  Zeit  des  Gleichgewichts  vorhandenen  freien  Elektricität 
völlig  unheJcannt.  Andererseits  aber  wird  in  diesem  Fall  der  im  Con- 
ductor vorhandene  Potential werth  G  bekannt,  nämlich  =0  sein  [zufolge 
des  dritten  Satzes]. 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultate: 

Satz.  —  Ist  €  die  Dichtigkeit  und  M  die  Gesammtmasse  der- 
jenigen elektrischen  Oherßächenbelegnng ,  tvelche  auf  einem  gegebenen  Con- 
ductor unter  der  Eimvirkung  irgend  welcher  von  Aussen  her  einivirkender 
Kräfte  entsteht,  so  gelten  die  Formeln: 

( A.)  Cado   =  M, 

i 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  do  der  Conductor- 
ober/lache.  Dabei  bezeichnet  i  jeden  beliebigen  Punkt  innerhalb  des  Con- 
duetors,  ferner  Fi  das  Potential  jener  gegebenen  ätisseren  Kräfte  in  Bezug 
auf  den  Punkt  i,  ferner  Ei  den  Abstand  des  Punktes  i  vom  Elemente 
edo,  und  endlich  G  eine  Constante,  den  sogenannten  Potentiahverth  des 
Conductors. 

Zusatz.  —  Ist  da'  Conductor  isolirt,  so  wird  M  bekannt  sein, 
nämlicli  identisch  sein  mit  der  dem  Conductor  von  Hause  aus  zuertheilten 
elektrischen  Ladung.     Andererseits  aber  ivird  G  unbekannt  sein. 

Delikt  man  sich  hingegen  den  Conductor' zur  Erde  abgeleitet,  so 
wird  umgekehrt  M  unbekannt,  und  G  bekannt  sein.  Es  ist  nämlich 
in  diesem  Fall  G  =  0. 

Analoge  Formeln  ergeben  sich  in  analoger  Weise  für  ein  System 
von    mehreren  Conductoren.     Sind    z.  B.    ztvei   Conductoren   CS    und  C 

F.  Neumaiin,    Vorl.    üb.  das  l'otculial.  11 
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gegeben,  auf  welche  von  Aussen  her  gegebene  Kräfte  einwirken,  so 
erhält  man  folgende  Formeln: 

(r.)  fsdo    =M, 

(A.)  X^'^^^'  ^  ^  ' 

(E.)  F,+f'l;+f^  =  G, 

i  i 

(Z.)  F.  +  f^^+f'p^G^. 

J  J 

Hier  bezeichnen  b,  e  die  Dichtigkeiten  und  M,  31'  die  Gesammtmassen 
der  auf  den  beiden  Conductoroberflächen  entstehenden  elektrischen 
Belegungen.  Ferner  bezeichnet  Fi  das  Potential  der  gegebenen  äiissereit 
Kräfte  in  Bezug  auf  einen  Punkt  i,  der  innerhalb  des  Conductors  (i 
jede  beliebige  Lage  annehmen  darf;  und  ebenso  bezeichnet  Fj  das 
Potential  jener  Kräfte  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  j  inner- 
halb des  Conductors  ß'.  Selbstverständlich  sind  Ei  und  Ej  die  Ab- 
stände der  Punkte  i  und  j  vom  Element  ado^  und  ebenso  El  und  E'j 
die  Abstände  derselben  vom  Element  sdo.  Ueberdies  repräsentiren 
G  und  G'  zwei  Constanten,  die  sogenannten  Potentiahverthe  der  beiden 
Conductoren. 

§  3. 
Betrachtung  einer  gleichmässig  mit  Masse  belegten  Kreisfläche. 

Wir  sind  im  vorhergehenden  Paragraph  zur  Vorstellung  unendlich 
dünner  materieller  Oberfläclienseliicliten  geführt  worden.  Und  es  wird 
daher,  bevor  wir  in  der  Theorie  der  Elektrostatik  weitergehen,  zweck- 
mässig sein,  zuvörderst  derartige  OberflüchenschieJiten  oder  Oberfläclien- 
belegungen  ganz  im  Allgemeinen  zu  betrachten,  und  die  Kräfte  und 
Potentiale  derselben  näher  zu  untersuchen.  Dabei  wird  es  gleichgültig 
sein,  ob  die  zu  betrachtende  Fläche  geschlossen  oder  ungeschlosscn  ist, 
und  ebenso  auch  gleichgültig  sein,  ob  die  Belegung  dieser  Fläche  aus 
elektrischer  oder  magnetischer  Materie  besteht. 

Wir  werden  die  Einwirkung  einer  solchen  Belegung  auf  irgend 
einen  Punkt  m  untersuchen,  indem  wir  dabei  diesen  Punkt  als  einen 
elektrischen  oder  magnetischen  Massenpunkt  uns  vorstellen,  jenachdem 
jene  Belegung  eine  elektrische  oder  magnetische  ist.  Demgcmäss  ist  der 
in  (4.)  pg.  3  eingeführte  Factor  /  bei  unsern  gegenwärtigen  Unter 
suchungen  durchweg  =  1  zu  setzen;  so  dass  also  die  Formeln  (4.) 
pg.  3  und  (12.),  (15.)  pg.  5  die  (Jestalt  annehmen: 
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U  cos  {R,  x)  =  —  m-^  , 

(b.)  {  R  cos  {li,  y)  =  —  mj^, 

R  cos  (R,  ß)  =  —  m  -^ ; 


dj)  ' 


(c.)  R  cos  {R,  p)  =  —  m 

dabei  bezeichnet   V  das  Potential: 

(<!■)  ^=^1- 

Ist  die  gegebene  Fläche  geschlossen,  so  kann  man  unmittelbar  von 
ihrer  äussern  und  innern  Seite  sprechen.  Ist  sie  ungeschlossen,  so  mag 
ganz  nach  Belieben  irgend  eine  der  beiden  Seiten  als  die  äussere,  mithin 
die  andere  als  die  innere  Seite  festgesetzt  sein.  Ferner  mag  jeder 
Punkt  mit  a,  i  oder  o  bezeichnet  werden,  jenachdem  er  auf  der  äussern 
Seite,  auf  der  innern,  oder  auf  der  Fläche  seihst  sich  befindet. 

Wir  beginnen  mit  einem  möglichst  einfachen  Fall.  Es  sei  eine 
gh'ichmässig  mit  Masse  belegte  Kreisfläche  gegeben,  und  es  soll  die 
Kraft  untersucht  werden,  mit  welcher  diese  Fläche  auf  einen  in  ihrer 
Axc'^)  gelegeneu  materiellen  Punkt  einwirkt.  Dabei  mag  die  Masse 
des  sollicitirten  Punktes  positiv,  =  1,  und  die  Masse  der  Kreisfläche 
ebenfalls  positiv  sein;  so  dass  also  der  Punkt  von  der  Kreisfläche  ab- 
gestossen  wird. 

Betrachten  wir  gleichzeitig  gwei  Punkte  a  und  i,  zu  beiden  Seiten 
der  Kreisfläche,  beide  auf  der  Axe  gelegen,  und  beide  gleich  weit 
von  der  Kreisfläche  entfernt,  so  werden  offenbar  beide  Punkte  glcidt 
starh  von  der  Kreisfläche  abgestosseu  werden;  so  dass  also  die  auf  a 
und  i  einwirkenden  Kräfte  gleich  gross  und  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung sind.  Der  gemeinschaftliche  Werth  h  dieser  beiden  Kräfte  wird, 
wie  man  leicht  übersieht,  sein  Maximum  7C  erreichen,  sobald  jene  Punkte 
a  und  i  von  beiden  Seiten  her  unendlich  nahe  au  die  Kreisfläche  heran- 
rücken. 

Lässt  man  also  die  Axe  der  Kreisfläche  mit  der  x-K\e  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  zusammenfallen,  der  Art,  dass  diese 
a;-A.\t!   von  i  nach  a  geht,   und  bezeichnet  man  die  auf  die  Punkte  a 

'*)  Unter  der  Axe  der  Kreisfläche  ist  das  auf  ilir  im  Contniin  (nach  beiden 
Seiten  hin)  errichtete  Perpendikel  zu  verstehen. 
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und  ^  in  der  Jikhtuwj  dieser  x-Axc  einwirkenden  Kräfte  mit  X„  und  X,, 
so  erhält  man  im  Allgemeinen  die  Formeln: 

(1.)  X„  =  /.-     und     X.  =  —  l-, 

mid  insbesondere  für  den  Fall,  dass  a  und  y  der  Kreisfläche  imcinllidi 
nahe  liegen,  folgende  Formeln: 

(2.)  %.  =  K    und     X,  =  -  K, 

wo  die  horizontalen  Striche  andeuten  sollen,  dass  die  Punkte  a  und   / 
der  Kreisfläche  unendlich  nahe  zu  denken  sind. 

Bis  jetzt  haben  wir  uns  den  sollicitirten  Punkt 
(a  oder  i)  stets  durch  irgend  welchen,  wenn  auch 
nur  unendlich  kleinen,  Zwischenraum  von  der  Kreis- 
fläche getrennt  gedacht.  Nehmen  wir  nun  aber  an, 
dass  dieser  Zwischenraum  Null  sei,  dass  also  der 
sollicirte  Punkt  geradezu  in  der  Kreisfläche,  und 
zwar  in  ihrem  Centrum  o  gelegen  ist,  so  wird  als- 
dann die  auf  den  Punkt  von  Seiten  der  Kreisfläche    

ausgeübte  Kraft  X,,  offenbar  gleich  Nidl  sein ;  so  dass 
also  für  a,  o,  i  der  Reihe  nach  die  Formeln  gelten: 

(3.)  Xa  =  K,      X,  =  0 ,      X,-  =  -  ii. 

Demgemäss  erleidet  also  die  Stärke  der  Kraft  X,  falls  der  solii- 
citirte  Punkt  längs  der  a;-Axe  durch  die  Kreisfläche  hindurch  geht, 
einen  dopjpelten  Sprung,  indem  sie  in  den  auf  einander  folgenden  drei 
Augenblicken,  wo  der  soUicitirte  Punkt  dicht  unterhalb  o,  in  o  selber, 
und  dicht  oberhalb  o  sich  befindet,  respective  =  —  Ä",  =0  und 
=  -f  /f  ist. 

Nachdem  eine  solche  sprungweise  Aenderung  der  ausgeübten  Kraft 
für  die  Kreisfläche  constatirt  ist,  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass 
Analoges  auch  bei  andern  Flächen  der  Fall  sein  wird.  Wir  werden 
in  dieser  Beziehung  zuvörderst  noch  ein  zweites  Beispiel,  das  der 
Kugelflüche,  behandeln. 

§  4. 

Betrachtung  einer  gleichmässig  mit  Masse  belegten  Kugelfläche. 

Es  sei  eine  gleichmässig  mit  Masse  belegte  Kugclfläehe  gegeben. 
Die  auf  irgend  einem  Element  dco  dieser  Fläche  vorhandene  Masse 
mag  =  ad(o  gesetzt,  und  der  Factor  s  die  Flächendichtiglccif  genannt 
werden.  Dieses  «  wird  alsdann,  weil  die  Belegung  der  Kugel (läcln^ 
gleichmässig  sein  soll,  eine  Consiantc  sein. 
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Befindet  sich  nun  [vgl.  die  Figur  |  in  a  ein  materieller  Punkt  von 
der  Masse  Eins,  so  wird  die  von  dem  Element  fda  auf  diesen  Punkt 
ausgeübte  Kraft  P  die  Stärke  besitzen: 

(1.)     P=^^P-,     Ivgl.  (aOpg.  163], 

wo  E  den  Abstand  jenes  Punktes  vom 
Element  sdco  vorstellt.  Die  Componente 
der  Kraft  F  nach  der  Normale  n  (d.  i. 
nach  dem  Kugelradius  Ooan)  hat  daher  den 

Werth: 

/^  V                 ,.          .,         cos  8  .  sdoa 
(2.)  P  cos  d   =  ^r, , 

WO  d  den  Neigungswinkel  der  Kraft  P 
gegen  n  vorstellt. 

Nimmt  mau  nun  das  Kugelcentrum  0 
zum  Anfangspunkt,  und  die  Normale  n  zur 
Axe  eines  Polarcoordinateusystems,  und  be- 
zeichnet man  den  Kugelradius  mit  Ä,  die 
Centraldistanz  des  Punktes  a  mit  r,  ferner 
die  Polarcoordinaten  des  Elementes  e(1(o 
mit  d-,  (p,  und  setzt  man  überdies  cos  &  =  (i, 
so  ergiebt  sich: 
(3.)  da  =  A^dfidg), 

/ ,,  \                                     ^         r  —  A  cos  &         r  —  All 
(4.)  cos  d  =  ^ =  -— _f^ 

(5.)  E''^r'-\-  A'  —  2rÄ(i', 

so  dass  also  die  Formel  (2.)  übergeht  in: 

/f  \  7)  v>  '■  —  All     sA^dudw 

(o.)  P  cos  d  ^=  '^  ^   ^ 


E  E^' 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  die  von  der  (jaulen  Kugelfläche 
auf  den  Punkt  a  in  der  Richtung  n  ausgeübte  Kraft  N,,: 


+  1  'A/t 


(7.) 


K 


^^  ^  g^2  r  r  {r  —  A(i)d(idip 


oder,  falls  man  die  Integration  nach  tp  wirklich  ausfuhrt: 

(8.)  Na==27tBÄ^  f^'-^t^'^^  • 

—  1 

Um  dieses  Integral  zu  berechnen,  mag  E,  au  Stelle  von  ft,  als 
Integrationsvariable  eingeführt  werden.  Alsdann  gelangt  mau,  mit 
Rücksicht  auf  die  aus  (5.)  entspringenden  Gleichungen: 
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EilE  =  —  rÄd^,     Afi 
zu  folgeuder  Formel: 


■'  +  4-  -  E' 


2r 


A^ 


A-  +  E- 


2r 


E=(ao) 


CX)  N.  =  ";,^-  /        i^^  +  l)  ( -  dE) , 

WO  Tj  =  {ap)  und  E^(ao)  die  Entfernungen  des  Punktes  a  respectiv 
von  2^  wnd  o  vorstellen  [vgl.  die  FigurJ.  Führt  man  jetzt  endlich  in 
(9.)  die  Integration  wirklich  aus,  so  erhält  mau: 

(10.)  N..  =  ^  [^1^  -  e]  ; 

das  hier  auftretende  r  ist,  nach  seiner  Definition,  =  {Oa),  und   reprä- 
sentirt  also  die  Centraldistanz  des  Punktes  a. 

Analoge  Formeln  ergeben  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  autli 
dann,  wenn  der  soUicitirte  Punkt  nicht  in  a,  sondern  in  o  oder  i  lieg! 
[vgl.  die  nebenstehende  Figur].  Lässtman  den- 
selben z.  B.  nach  o  rücken,  seine  Central- 
distanz r  also  übergehen  in  den  Kugelradius 
A,  so  erhält  man,  au  Stelle  von  (10.),  folgende 
Formel: 

(11.)      N,=  ^[0-  E\ 

Und  lässt  man  endlich  jenen  Punkt  nacli  i 
rücken,  so  ergiebt  sich,  an  Stelle  von  (10.), 
folgende  Formel: 

nsA   fr^  —  A''  ^1 

E       -^J 

E={ip)  =  A  +  r 

wo  r  den  Centralabstand  des  Punktes  i  vor- 
stellt, mithin  =  (Oi)  ist. 

Die  Formeln  (10.),  (11.),  (12.)  gewinnen 
schliesslich,  falls  man  die  daselbst  nur  angedeuteten  Differenzen  wirk- 
lich bildet,  folgendes  Aussehen: 

(13.)  iV-„=*^^,      N,  =  27te,      N^  =  0. 

Hieraus  aber  ergeben  sich,   falls  man  die  Punkte  a  und  i  von  beiden 
Seiten  her  umncllicli  naJie  an  o  heranschiebt,  mithin  r  in  A  übergehen 
lässt,   und   die   so   sich  ergebenden   Grenzwerthe   von   Na  und  Ni   mit 
Na   und  Ni  bezeichnet,  folgende  weitere  Formeln: 
(14.)  K  =  47ce,     N,=  27t£,     i\^,=0. 


(12.)iV..  =  ^P 


j,:={io)=A- 
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Diese  Formeln  (14.)  zeigen,  Jass  die  von  der  Kugelüäclie  auf 
eiueu  materiellen  Punkt  ausgeübte  Kraft  N,  beim  Durchgänge  des 
Punktes  durch  die  Fläche,  swei  unmittelbar  aufeinander  foUjende  Sprünge 
erleidet,  nämlich  einen  Sprung  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Punkt,  aus 
dem  Innenraum  kommend,  die  Fläche  selber  erreicht,  und  den  ziveiten 
Sprung  in  dem  Augenblicke,  wo  der  Pmikt  die  Fläche  wieder  verlässt, 
um  in  den  Aussenraum  hineinzufahren.  Auch  zeigen  die  Formeln  (14.), 
dass  beide  Sprünge  gleich  groaa  sind,  jeder  =  27cs. 

Wir  wollen  zuvörderst  an  diese  Formeln  (14.)  einige  einfache  Be- 
merkungen sich  anschliessen  lassen,  die  uns  dann  weiterhin  den  Weg 
bahnen  werden  zur  Behandlung  heliebigcr  Flächen. 

Sich  anschliessende  Bemerkungen.  —  Denkt  man  sich  die  gegebene 
Kugelfläche  durch  v  äquidistante,  von  o  nach  p  laufende  Meridiane  in 
V  eongruente  Flächenstreifen  (Zweiecke)  zerlegt,  so  werden  oä'enbar 
all'  diese  v  Flächen  streifen  zur  Kraft  Na  gleich  viel  beitragen.  Be- 
zeichnet man  also  irgend  einen  solchen  Streifen  mit  ö,  und  die  von 
ihm  auf  den  Punkt  a  in  der  Richtung  n  ausgeübte  Kraft  mit  Nc^'^\  so 
ertriebt  sich: 


und  ebenso  erhält  man 


iV„W  =  liV„,     und     iV/°)  =  ^iV;-: 

V  V 

wo  die  iV'")  die  speciell  vom  Flächendreifen  6  herrührenden  Kräfte 
vorstellen,  während  die  N  (ohne  obern  Index)  nach  wie  vor  diejenigen 
Kräfte  bezeichnen  sollen,  welche  von  der  ganzen  Kugel/läehe  hervor- 
gebracht werden.     Demgemäss  erhält  man  aus  (13.): 

iST  <")  =  -^^-—         N  i")  =  -^.^        JV-W  =  0 
und  femer  aus  (14.): 

Denkt  man  sich  die  Zahl  v  unendlich  gross,  so  wird  —  denjenigen  un- 
endlich kleinen  Winkel  dq)  repräsentiren,  unter  welchem  die  beiden  den 
Streifen  ö  begrenzenden  Meridiane  im  Punkte  o  oder  p  gegeneinander 
geneigt  sind:  so  dass  man  also  erhält: 


N.ic) 

N.(o) . 

N^w  =2sd(p,     iV,r )  =  £d(p,     iv;(")  =  0 , 
und  hieraus  durch  Subtraction: 


(15.)     iV„(")  —  iV,/"'  =  +  £d(p ,     und     iV/")  —  iV;/")  =  -  Bd(p . 
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Denkt  man  sich  jetzt  den  Flächen  streifen  ö  durch  einen  beliebigen 
Schnitt  in  zwei  Dreiecke  y  und  Ö  zerlegt,  und  die  von  diesen  Drei- 
ecken ausgeübten  nornialeu  Componenten  respective  mit  iV<>^  und  iV'*^^ 
bezeichnet,  so  wird  offenbar  ^(>') 
beim  Uebergauge  des  materiellen 
Punktes  von  i  nach  o  nach  a  sich 
Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise 
ändern.  Denn  jener  Punkt  bleibt  ja, 
bei  der  Bewegung  ioa,  von  dem 
einwirkenden  Dreiecke  y  beständig 
durch  beträchtliche  Entfernungen 
getrennt.  Aus  dieser  Stetigkeit  von 
]\[iY)  ergeben  sich  sofort  die  Formeln: 

(16.)        W^  -  No^Y)  =  0     und 

Subtrahirt  man  aber  diese  Formeln 
(16.)  von  den  Formeln  (15.)  und  be- 
achtet man  dabei,  dass 

]SH'<)  —  jsjiY)  =  jsiio) 

ist,  so  ergiebt  sich; 

(17.)        Nj^^  -  iV/)  =-\-  adtp,     und     NJ'^)  -  iV"„«')  =  -  sdq) . 

wo  d(p  (nach  wie  vor)  den  Winkel  des  Dreiecks  d  an  der  Ecke  o 
repräsentirt,  wäbrend  a  die  constaute  F lächaidicldiylieit  dieses  Dreiecks 
bezeichnet. 


§  5. 

Betrachtung  einer  beliebig  gegebenen  Fläche,   die  gleichmässig  oder 
ungleichmässig,  jedoch  in  stetiger  Weise  mit  Masse  belegt  ist. 

Es  sei  eine  beliebige  stetig  gehrümmte  Fläche  gegeben,  geschlossen 
oder  ungeschlossen*,  und  diese  Fläche  sei  der  Art  mit  Masse  belegt, 
dass  die  Flüchendiddiglceit  s  von  einer  Stelle  der  Fläche  zur  andern  in 
stetiger  Weise  variirt.  Ferner  sei  o  ein  auf  der  Fläche  (jedoch,  falls 
sie  ungeschlossen  sein  sollte,  nicht  hart  am  Rande  derselben)  markirter 
Punkt.  Ueberdies  mögen  i  und  a  zwei  Punkte  vorstellen  auf  der 
durch  0  gehenden  Normale,  die  beide  sehr  nahe  an  o  liegen,  und 
von  denen  i  auf  der  Innern,  a  auf  der  äussern  Seite  der  Fläche 
eich  befindet.  Auch  mag  jene  Normale,  in  der  Richtung  ioa,  mit  n 
bezeichnet  sein. 
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Der  grossem  Allgemeiulieit  willeu  mag  angenommen  werden,  dass 
der  materielle  Punkt  a  oder  o  oder  i  nicht  nur  von  der  materiellen 
Fläche  selber,  sondern  überdies  noch  von  irgend  welchen  andern  Massen 
9Ji  sollicitirt  werde,  von  denen  wir  nur  voraussetzen,  dass  sie  von  der 
Fläche  durch  irgend  welche  Abstände  getrennt  sind.  Es  handelt  sich 
darum,  die  von  der  Fläche  selbst 
und  diesen  Massen  SOJ  auf  jenen 
Punkt  ausgeübte  Gcsammtivir- 
hmg,  oder  vielmehr  die  der  Nor- 
male 71  entsprechende  Compo- 
nente  N  dieser  Gesammtwirkung 
näher  zu  untersuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  zerlegen 
wir  zuvörderst  die  Fläche  durch 
eine  um  o  herumlaufende  Curve 
in  zwei  Theile  x  und  A;  der  Art, 
dass  der  den  Punkt  o  enthaltende 
Theil  X  unendlich  Idein  ist.    Die 

Flächendichtigkeit  s  wird  alsdann  innerhalb  x  als  conafant,  nämlich  als 
identisch  mit  demjenigen  Werthe  £„  anzusehen  sein,  den  sie  im  Punkte 
0  besitzt. 

Wäre  der  Krümmungsradius  der  gegebeneu  Fläche  im  Punkte  o 
für  alle  durch  o  gelegten  Normalschnitte  derselbe,  so  würde  jenes  den 
Punkt  0  umgebende  Flächenelement  x  unmittelbar  als  ein  Theä  einer 
Kiigclfläclie  anzusehen  sein,  deren  Radius  identisch  wäre  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Werthe  jener  Krümmungsradien. 

Im  Allgemeinen  ist  das  nicht  der  Fall.  Doch  wird  der  Werth 
des  Krümmungsradius  von  einem  Normalschnitt  zum  andern  in  stetiger 
Weise  variiren.  Und  demgemäss  wird  wenigstens  derjenige  Theil  von 
X,  welcher  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Normalschnitten  liegt, 
als  Theil  einer  Kugelfläche  d.  i.  als  ein  sphärisches  DreiecJc  anzusehen 
sein.  Denkt  man  sich  nun  das  Element  x  durch  die  in  unendlich 
kleinen  Winkeldistanzen  auf  einander  folgenden  Normalschuitte  in  lauter 
solche  unendlich  schmale  sphärische  Dreiecke  zerlegt,  und  irgend  eines 
derselben  mit  Ö  bezeichnet,  so  sind  die  Formeln  (17.)  pg.  168  auf 
dieses  Dreieck  Ö  sofort  anwendbar;  so  dass  man  also  erhält: 


(1.)        iV-J-^'  -  Nß^  =  +  e.,d(p ,     und     ^^^  —  iV;/'»  =  —  £od(p , 

wo  d<p  den  Winkel  des  Dreiecks  bei  der  Ecke  o  vorstellt,  während 
£„  die  constaute  Flächendiclitigkeit  von  x  oder  d,  oder  (was  dasselbe 
ist)  den  Werth  der  Flächendichtigkeit  im  Punkte  o  bezeichnet. 
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Bildet  man  die  Gleichuugen  (1.)  der  Reihe  nach  für  all  jene 
Dreiecke  d,  in  welche  x  zerlegt  worden  ist,  so  gelaugt  mau  durch 
Addition  all'  dieser  Gleichuntieu  zu  t'ol<;endeu  Formeln: 


(2.)       iV:^  —  NS"^  =  +  e,:27i,     und     JV/'^>  —  iV^C^'  =  -  t,27i, 

wo   NJ''-\  No^''-^  Nj'-"-^   die   vom  Flächentheile  x   herrührenden   Nornial- 
compoueuten  vorstellen. 

Der  andere  Flächentheil  A  bleibt,  falls  der  materielle  Funkt  längs 
n  von  i  über  o  nach  a  geht,  von  diesem  Punkte  stets  durch  irgend 
welche  Entfernungen  getrennt.  Die  von  A  ausgeübte  Normalcompo- 
neute  N^^^  wird  sich  also  während  jener  Bewegung  ioa  Schritt  für 
Schritt  in  stetiger  Weise  ändern.     Demgemäss  ist: 

(3.)  iv,,«^)  —  N,y-^  =  0 ,   und   i\^/')  —  iv;;^)  =  o . 

Und   ebenso   ergeben  sich,    was   die   von   den   Massen  9J?  herrührende 
Normalcompouente  iV^^'^'^'  betrifft,  die  analogen  Formeln: 


(4.)  iV„(^)  —  N,P^^  =  0 ,     und     NP^^  —  NP^)  =  0 . 

Addirt    man    schliesslich    die    Formeln    (2.),    (3.),    (4.),    und    be- 
achtet, dass 

ist,    wo   N  die  Normalcomponente    der    eigentlich    zu   untersuchenden 
Gesammtivblamy  vorstellt,  so  erhält  man: 

(5.)  Wa  —  No=-{-  2nE,,     und     N/ —  No  =  —  27i£„, 

oder,  ein  wenig  anders  geschrieben: 

/gN  Na  =  N,-\-2jt£„, 

Ni  =  N„  —  27C£^. 
Diese  Formeln  lassen  sich  leicht  noch  weiter  vervollständigen. 
Bezeichnet  man  nämlich  das  Potential  der  in  Hede  stehenden  (von  der 
Fläche  und  den  Massen  iüi  ausgeübten)  Gesammtwirlcuny  mit  V,  und 
den  Werth  desselben  für  die  Punkte  a  und  i  respective  mit  Va  und 
Viy  SO  ist  offenbar*): 

N  =-'^ 

(1.)  "*»    ' 

^    ^  dV. 

an 

Auch   werden   diese  Formeln   (7.)   gültig  bleiben,   wie  nahe  man  auch 

die  Punkte  a  und  i  an  o  heranrücken  lässt.    Dem^iemäss  er<;iebt  sich: 


*)   Es   ergeben   sich  niimlich   diese  Formeln  aus  (c.)  pfj.  103,   falls  man  nur 
beachtet,  dass  die  Masse  des  soUicitirten  Punktes  =  1  sein  soll. 
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(8-) 


N,= 


N^  = 


a 

dn 

du 


Somit  gelangt  mau  schliesslicli,  durcli  Zusammeufassmig  der  Formeln 
(6.),  (8.),  zu  folgendem  llesultate: 

Erster  Satz.  —  Eine   stetig  gekrümmte  Fläche  sei  in  stetiger 

Weise  mit  Masse  belegt;  und  überdies  seien  irgendwo  im  Itaume,  jedoch 
entfernt  von  der  Fläche,  irgend  welche  Massen  3J?  gegeben.  Bezeichnet 
man  alsdann  das  Potential  der  von  der  Fläche 
selber  und  von  jenen  Massen  9JJ  auf  einen  va- 
riablen Funld  ausgeübten  Gesammtwirhung  mit 

V,  und  die  der  Normale  n  entsprechende  Com- 
ponente  dieser  Gesammttvirhung  mit  N,  so  gelten 
die  Formeln: 


(9.) 


d'^r, 

a 
dn 

dn 


=  Ni    =  Na—   27tSo, 


wo  die  Punlcte  a,  o,  i  die  in  der  Figur  angegebene  Lage  haben  sollen,  und 
wo  £o  den  Werth  der  Flächendichtigheit  im  Punlte  o  vorstellt. 
Aus  den  Formeln  (9.)  folgt  durch  Addition: 


und  andererseits  durch  Subtraction 


dn 

dV, 
dn 


)  =  2No, 


)  =  47t£o. 


Die  letzte  dieser  Formeln  zeigt,  wie  man,  falls  das  Potential  V  beJcannt 
ist,  hieraus  die  Dichtigkeit  s  der  Flächenbelegung  zu  berechnen  vermag. 


§  6. 

Ueber   das  Potential   einer  mit  Masse  belegten  Fläche  in  Bezug  auf 
einen  variablen  Punkt. 

Der  allgemeinen  Untersuchung  mag,  ähnlich  wie  früher,  die  Be- 
trachtung einer  glcichmässig  mit  Masse  belegten  Kngcl/Iüche  voran- 
geschickt werden.  Hält  man  fest  an  Cion  früher  (pg.  11)5)  für  diesen 
Fall  eingeführten  Bezeichnungen,  so  ergiebt  sich  sofort: 
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+  1  2n 


—  1  II 
oder,  falls  miiu  die  liitegratiüii  nach  cp  wirklich  ausführt: 

K.  =  2ns A'  f  ■'j'^  , 


WO  F„   das  Potential   der  Kui-elfläche   iu  Bezug   auf  den  Puukt  a  vor- 
stellt,   und   wo  E^  =  r  +  Ä'^  —  2rA^   ist.     Führt   man   nun  E,    au 
Stelle  von  ^,  als  Integratiousvariable  ein,  so 
erhält  mau: 

.  i!.o  =  («0) 

F„  =  ^  f  (-  dE), 


Ej,  =  {ap) 


oder,  was  dasselbe  ist: 


(«.)    V„ 


27ctA 
r 


[{ap)  —  i^ao))  = 


4:71  sA'^ 


In  analoger  Weise  ergiebt  sich  offenbar  das 
auf  den  Flächenpunkt  o  ausgeübte  Potential: 

iß-)     K  =  '^^  {(op)  -  (oo))  =  4^eA , 

und    ferner    das    dem    iunern   Punkte   i  ent- 
sprechende Potential : 

,     .         ,,  2nsÄ 

(y-)    Vi  =  — — 


((^»  —  {io)j  =  4neÄ 


Aus  («.),  (ß.),  (y.)  folgt  nun  weiter,  falls  man  die  Punkte  a  und 
i,  unendlich  nahe  au  o  heranrücken,  mithin  die  Centraldistanzeu  r  dieser 
Punkte  in  Ä  übergehen  lässt: 

(d.)  Va  =  47t6A,     Vo  =  47i£Ä,     Vi=^4nsÄ, 

mithin: 

Von  diesen  Formeln  (d.),  (f.)  aus  kann  man  nun  Schritt  für 
Schritt  in  derselben  Weise  operiren,  wie  früher  von  den  Formeln  (14.) 
pg.  166  aus,  indem  man  zunächst  zur  Betrachtung  eines  zwischen  zwei 
Meridianen  liegenden  Kugelflächenstreifens  a,  sodann  zur  Betrachtung 
eines  sphärischen  Dreiecks  Ö,  und  endlich  zur  Untersuchung  heliehiyvr 
Fläclien  übergeht.  Man  gelangt  in  solcher  Weise,  wie  leicht  zu  über- 
sehen ist,  zu  folgendem  Resultate: 
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Zweiter  Satz.  —  Eine  stetig  (jeJirümmtc  Fläche  sei  in  stetiger 
Weise  mit  Masse  belegt;  und  nherdies  seien  irgendwo  im  Räume,  jedoch 
entfernt  von  der  Fläche,  irgend  welche  Massen  9J?  gegeben.  Bezeichnet 
man  alsdann  das  von  der  Fläche  seiher  und  von  jenen  Blassen  9}i  auf 
einen  variablen  Funkt  ausgeübte  Potential  mit  V,  so  gilt  stets  die  Formel: 

(12.)  v:=Vo=Y,, 

tvo  die  Punkte  a,  o,  i  die  in  der  Figur  angegebene  Lage  besitzen. 

Dieses  Potential  V  der  in  Eede  stellenden  Gesammtwirhmg  ändert 
sich  also  beim.  Durchgange  durch  die  Flüche  Schritt  für  Schritt  in  stetiger 
Weise;  icährend  [vgl.  (9.)]  die  normale  Componente  N  der  Gesammt- 
tvirhmg  bei  einem  solchen  Durchgange  zwei  unmittelbar  aufeinander- 
folgende Sprünge  erleidet. 

§  7. 

Anwendung  der  Sätze  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  auf 
die  Theorie  der  elektrischen  Vertheilung. 

Sind  beliebicr  viele  elektrisch  sjeladene  Conductoren  und  Isolatoren 
C£,  S',  ß",  etc.  und  3,  S',  S",  etc.  gegeben,  so  wird  das  elektrische  Ge- 
sammtpolential  F,nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes,  im  Innern 
eines  jeden  Conductors  constant  sein,  etwa  =  G  innerhalb  (S,  ferner 
=  G'  innerhalb  ©',  u.  s.  w.  Auch  werden  die  einzelnen  Conductoren 
G,  (£',  ©",  etc.  zur  Zeit  des  Gleichgewichtszustandes,  mit  gewissen  elek- 
trischen Belegungen  (s),  («'),  {ß"),  .  .  .  behaftet  sein,  während  im  Innern 
derselben  nur  neutrale  Elektricität  sich  vorfindet. 

Betrachtet  man  also  z.  B.  einen  variablen  Punkt,  der  nahe  an  der 
Überfläche  des  Conductors  6  bald  in  a,  bald  in  o,  bald  in  /  sich  be- 
findet, und  bezeichnet  man  die  auf  diesen 
Punkt  von  allen  elektrischen  Massen  des 
ganzen  Systems  ausgeübte  Gesammtwirkung 
mit  R,  ferner  die  der  Normale  n  ent- 
sprechende Componente  dieser  Gesammt- 
wirkung mit  N,  so  werden  R  und  N  theils 
herrühren  von  der  auf  (S  vorhandenen 
f'lektrischen  Oberflächenbelegung  (f),  an- 
derntheils  von  denjenigen  elektrischen 
Massen  9Jf,  die  in  allen  übrigen  Körpern 
des   Systems    (d.   i.  in   ©',  ß",  etc.   und 

3,  S',  S",  etc.)  zusammengenommen  vorhanden  sind.  Gleiches  gilt  von 
V.  Domgemäss  sind  die  Sätze  (9.),  (10.),  (11.),  (12.)  auf  den  vorliegen- 
den Fall  ohne  Weiteres  anwendbar.     Man  erhält  also  z.  B.  nach  (9.): 
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(13.) 
(14.) 


dV. 


-^  =  Na  =  N,-\-27tSo, 


dn 
dV. 


wo    £o   die   Dichtigkeit  der  Belegung   (f)  im   Punkte   o  vorstellt,    und 
ferner  nach  (12.): 

(15.)  v:=Vo  =  V,. 

Nun  ist  aber,  was  die  Formel  (14.)  betriflFt: 


dV, 


dV. 

also  auch  -, —  =  0. 
an 


Vi  =  Const. ,    =  G,    mithin  —r^  =  0 

'  '  dn 

Und  mit  Rücksieht  hierauf  folgt  aus  (14.)  sofort: 

(IG.)  N,  =  Q),     und     iV,  =  2jr£o, 

also,  falls  man  diesen  Werth  von  No  in  (13.)  substituirt: 


(17.) 


dV, 


dn 


^  =  Na  =  4:7t£o, 


Durch  Zusammenfassung  dieser  Resultate  (15.),  (16.),  (17.)  gelangt  man 
zu  folgendem  Satze: 

Satz.  —  Betrachtet  man  irgend  ein  System  eleldriscli  geladene^-  Con- 
ductorcn  und  Isolatoren  nach  Eintritt  des  clehfrischcn  Gleichgewichts- 
zustandes, so  gelten  an  der  Oberfläche  eines 
jeden  Conductors  ß  folgende  Formeln: 

(18.)    'K=Vo=Vi, 
dV 

(20.)  Na  =  47r£„,  No  =  27is„,  Ni  =  0. 
Dabei  bezeichnet  V  das  Totential  und  N 
die  normale  Comj)onente  derjenigen  eleJc- 
trischen  G esammtrvirhung ,  tvelche  von 
Seiten  des  ganzen  Systems   auf  einen 

variablen,  bald  in  a,  bald  in  o,  bald  in  i  zu  denkenden  Funli  ausgeübt 
wird.  Ferner  bezeichnet  £„  die  Bichtiglceit  der  auf  dem  Condu^tor  (S  vor- 
handenen clelirisehcn  Bdegung  an  der  Stelle  o. 

Bciläulige  IJeiiierkHli;?.  —  Denkt  man  sich  die  betrachteten  Conductoren 
G,  ©',  S",  .  .  .  von  l/uft  umgeben,  so  wird  die  in  dieser  Luft  vorhandene 
neutrale  Elektricität  durch  die  Einwirkung  der  Conductoren  allmählich  zer- 
setzt, und  ein  Theil  dieser  zersetzten  Elektricität  in  die  Condiicloren  hincin- 
gezosren  werden. 
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Repräsentirt  z.  B.  die  vorstehende  Figur  die  Überfläche  des  Condnctors 
®,  ferner  a  irgend  ein  in  der  Nähe  dieses  Conductors  befindliches  Luft- 
theilchen,  und  bezeichnet  man  die  beiden  in  a  enthaltenen  einander  neutra- 
lisirenden  Elektricitätsmengen  mit  m  und  in  (wo  in  =  —  m),  so  werden  die 
auf  m  und  m  in  der  Richtung  n  ausgeübten  Kräfte  N  und  N\  zufolge 
(20).,  die  Werthe  haben: 

N=i7tf^7n,         N'  =  4:ns^m'. 

Denkt  man  sich  also  die  Bezeichnung  m,  m'  so  gewählt,  dass  m  und 
f^  gleiches  (mithin  m'  imd  s^  verschiedenes)  Vorzeichen  haben,  so  wird  N 
positiv,  und  N'  negativ  sein.  Die  mit  s^  gleichartige  Elektricität  des  Luft- 
theilchens  wird  also  von  der  Oberfläche  abgestossen,  während  die  mit  s  un- 
gleichartige zu  derselben  hingezogen  wird.  Diese  letztere  wird  daher  in  den 
Conductor  hineinfahren,  und  die  dort  bereits  vorhandene  Elektricität  zu 
einem  gewissen  Theile  netäralisiren.  Die  diese  Neutralisirung  bewirkenden 
Kräfte  iV",  N'   sind   aber  proportional  der  Flächendichtigkeit  f^.     Und  dies 

stimmt  mit  der  Erfahrungsthatsache  überein,  dass  der  Verlust  eines  Con- 
ductors an  Elektricität  der  Dichtigkeit  derselben  proportional  ist. 

§  8. 
Ueber  die  elektrische  Dichtigkeit  an  der  Berührungsstelle  zweier 

Conductoren. 

Zwei  mit  Elektricität  beliebig  geladene  Conductoren  6  und  S' 
mögen  einander  heriihren,  wobei  dahingestellt  sein  mag,  ob  die  Be- 
rührungsstelle ein  Punkt,  eine  Linie  oder  eine  Fläche  ist.  Es  soll 
die  elektrische  Belegung  dieser  Conductoren  zur  Zeit  des  Gleichgewichts- 
zustandes  näher  untersucht  werden,  namentlich  die  Dichtigkeit  dieser 
Belegung  an  der  Berührungsstelle. 

Wir  wollen  uns  zuvörderst  die  Belegung  der  Berührungsstelle  als 
eine  Superposition  zweier  Belegungen  vorstellen,  von  denen  die  eine 
dem  einen,  die  andere  dem  andern  Conductor  zugehört.  Diese  Tren- 
nung der  an  der  Berührungsstelle  wirklich  vorhandenen  Belegung  in 
zwei  Theile  mag  in  willkürlicher  Weise  geschehen,  jedoch  so,  dass, 
nach  Ausführung  derselben,  die  dem  einen  Conductor  zugehörige  elek- 
trische Oberflächenbelegung  eine  überall  stetige  Dichtigkeit  besitzt,  und 
Gleiches  auch  gilt  von  der  Belegung  des  andern  Conductors. 

Wir  bezeichnen  diese  idealen  Belegungen  der  beiden  Conductoren, 
was  die  Dichtigkeiten  betrifft,  mit  ri  und  ri\  ferner  die  Werthe,  welche 
ri  und  ri'  an  der  Berührungsstelle  o  besitzen,  mit  ri.j  und  Tq,'.  Alsdann 
wird  die  in  Wirldichheit  an  der  Stelle  o  vorhandene  elektrische  Dichtig- 
keit So  gleich  der  Summe  von  rjo  und  rjo'  sein: 
(A.)  £o  =  no-{-Vo- 

Es  handelt  sich  darum,  den  Werth  von  £„  nälirr  su  bestimmen. 
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(B.) 


Auf  den  Conductor  C£  und  seine  ideale  Belegung  (>;)  ist  der  Satz. 
pg.  171  ohne  Weiteres  anwendbar.  Demgemäss  ergeben  sich  die  Formeln: 

Na  =  No   +   2jCt]„, 

Ni  =  No  —  27ir]o, 

wo  unter  den  ^'s  diejenigen  Kräfte  zu 
verstehen  sind,  welche  in  der  Richtung  n 
oder  ioa  ausgeübt  werden  von  jener  auf 
dem  Conductor  6  gedachten  idealen  Be- 
legung (rj).  Dabei  soll  unter  n  die  in  der 
Berührungsstelle  o  der  beiden  Conductoren 
errichtete  Normale  der  beiden  Conductor- 
oberfliichen,  und  zwar  die  äusset'e  Nor- 
male des  Conductors  (S  verstanden  sein. 

Aualoire  Formeln  iielteu  offenbar  für  den  Conductor  C£': 


(B'.) 


n;  =  n:  -^2%!]:, 

N]  =  N:  -  2%r],:  , 


wo  unter  den  Kräften  N'  diejenigen  verstanden  sind,  welche  in  der  zu 
n  entgegengesetzten  Richtung  n'  ausgeübt  werden  von  der  idealen  Be- 
legung {ti')  des  Conductors  (£'.  Dass  die  Punkte  a  und  i  beim  Ueber- 
gange  von  den  Formeln  (B.)  zu  (B'.)  vertauscht  werden  mussten,  bedarf 
Kaum  noch  der  Erläuterung.  Ebenso  nämlich  wie  a  einen  Aussen- 
punkt  von  (S  vorstellt,  ebenso  repräsentirt  i  einen  Aussenpunkt  des 
andern  Conductors  S'.     U.  s.  w. 

In  Wirklichkeit  wirken  auf  die  betrachteten  Punkte  heicle  Con- 
ductoren ein.  Die  in  Wirklichkeit  auf  den  Punkt  a  in  der  Richtung.: 
n  einwirkende  Kraft  wird  daher  =  JV„  —  Na  sein,  und  ebenso  wird 
die  in  dieser  Richtung  auf  i  influirende  Kraft  =  N,  —  Nf  sein.  Diesr 
in  Wirklichkeit  vorhandenen  Kräfte  müssen  aber,  weil  Gleichgewicht 
vorhanden  sein  soll,  den  Werth  Ntdl  haben.  Demgemäss  ergeben  sich, 
mit  Rücksicht  auf  (B.),  (B'.),  die  Formeln: 


(C.) 


Na  -  N,;  =  {N„  -  N,:)  +  27c{ii,:,  +  V)  =  Null , 
Ni  —  Nj  =  {No-  N,:)  —  2n{n„  +  7^/)  =  Null. 
Hieraus  folgt  durch  Addition: 

(D.)  iv;,-iv;  =  o, 

und  andererseits  durch  Subtraction: 

(E.)  ^„  +  ,/,;  =  o, 
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also  mit  Rücksicht  auf  (A.): 

so  dass  mau  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

An  der  Berührimgsstelle  zweier  eleMrisch  geladener  Condnctoreii  ist 
zur  Zeit  des  Gleichgeivichts  die  Dichtigleit  der  Eleltricität  stets  =  0. 

Dieser  Satz  gilt  ganz  allgemein,  einerlei  oh  die  beiden  Coruluctoren 
sich  selbst  überlassen,  oder  oh  sie  dem  Einflösse  irgend  iceleher  äusserer 
Kräfte  ausgesetzt  sind. 

In  der  Tliat  wird  man  den  Satz  z.  B.  für  den  F0II,  dass  irgend 
ein  elektrisch  gemachter  Isolator  von  Aussen  her  auf  die  beiden  Con- 
duetoren  einwirkt,  in  genau  derselben  Art,  wie  vorhin,  zu  beweisen  im 
Stande  sein. 

§  9. 

Die  elektrisch.e  Vertheilung  auf  einer  isolirten  Metallkugel  unter 
der  Einwirkung  eines  äussern  elektrischen  Massenpunktes. 

Ist  eine  isolirte  Metallkugel  mit  irgend  welchem  Quantum  M  freier 
Elektricität  geladen,  so  entsteht  an  ihrer  Oberfläche  eine  überall  gleicli- 
müssige  elektrische  Belegung,  d.  h.  eine  Belegung  von  constanter  Dichtig- 
keit*). Diese  Gleichmässigkeit  wird  aber  aufhören,  sobald  auf  die 
Kugel  von  Aussen  her  irgend  welche  elektrische  Kräfte  einwirken. 

Solche  äusseren  Kräfte  mögen  nun  in  der  That  vorhanden  sein; 
und  zwar  mögen  dieselben  ausgehen  von  einem  ausserhalb  der  Kugel 
fest  aufgestellten  elektrischen  Massenpunkte  M^.  Es  soll  die  Dichtig- 
keit  £  der  unter  diesen  Umständen  auf  der  Kugeloberfläche  entstehenden 
elektrischen  Belegung,  und  ebenso  auch  der  innerhalb  der  Kugel  ent- 
stehende Potentialwerth  G  berechnet  werden**).  Zur  Bestimmung 
dieser  beiden  Unbekannten  ergeben  sich  aus  unserer  allgemeinen  Theorie 
[vgl.  (A.),  (B.)  pg.   161]  die  beiden  Gleichungen: 


*)  Dass  auf  der  Kugeloberfläche  eine  elektrische  Belegung  entsteht,  folgt  un- 
mittelbar aus  unsern  allgemeinen  Sätzen  pg.  159;  und  dass  diese  Belegung  eine 
gleichmässige  ist,  ergiebt  sich  aus  der  Symmetrie,  welche  die  Kugel  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt  besitzt. 

**)  An  Stelle  des  Massenpunktes  M^  kann  man  sich  ausserhalb  der  gegebenen 
Metallkugel  auch  eine  ScheUaclJaigel  aufgestellt  denken,  deren  Oberfläche  durch 
Reiben  überall  gleich  stark  elektrisch  gemacht,  also  mit  einer  festen  elektrischen 
Belegung  von  überall  gleicher  Dichtigkeit  versehen  ist.  Denn  diese  Belegung  der 
Schellackkugel  wird  auf  alle  Punkte  ausserhalb  der  Schellackkugel  in  genau  der- 
selben Weise  einwirken,  als  wäre  die  ganze  Masse  der  Belegung  concentrirt  im 
Mittelpunkte  derselben.     [Vgl.  (7a.)  pg.  13  und  (a.)  pg.  172.] 

F.  Neu  mann.  Vorl.  üb.  das  Potential.  12 


178  Achtes  Capitel. 

(1.)  fedo  =  M, 

(2.)  Ä.+Ji^  =  ,., 

die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  do  der  Kugel- 
oberfläche. Dabei  bezeichnet  i  einen  Punkt,  der  innerhalb  der  Kugel 
jede  beliebige  Lage  annehmen  darf;  und  gleichzeitig  bezeichnen  J?,^ 
und  Ei  die  Abstände  des  Punktes  i  vom  Massenpunkte  Mi  und  vom 
Element  sdo. 

Den  Werth  der  unbekannten  Constanten  G  kann  man  leicht  da- 
durch finden,  dass  man  den  Punkt  i  in  das  Centrum  der  Kugel  hinein- 
schiebt.    Alsdann  nämlich  geht  die  Gleichung  (2.)  über  in: 

M  ffdo 

A,     ^        A  ^' 

WO   Ä   den   Kugelradius,  und   A^   den   Cenfralahstand  des   Punktes   31^ 

vorstellen.  Diese  letzte  Gleichung  aber  gewinnt,  mit  Rücksicht  auf 
(1.),  die  Gestalt: 

(3.)  f  +  l-e; 

.  und  liefert  also,  weil  31,  31^  und  A,  A^  gegeben  sind,  den  Werth  von  G. 
Was  nun  ferner  die  unbekannte  Dichtigkeit  £  betrifft,  so  führe  man 
ein  Polarcoordinatensystem  ein,  dessen  Anfangspunkt  0  im  Centrum 
der  Kugel  liegt,  und  dessen  Axe  durch  den  Punkt  31^  geht.  Sodann 
bezeichne  man  in  diesem  System  die  Polarcoordinaten  des  Flächen- 
elementes do  mit  (A,  &,  (f)  oder  (A,  (i,  cp),  wo  ^  =  cos  ■O-  sein  soll, 
setze  also: 
(4.)  do  =  Ahly.d(p. 

üeberdies  denke  man  sich  die  an  der  Stelle  doiA,  /u.,  tp)  vorhandene 
Dichtigkeit  e,  welche  eine  unbekannte  Function  von  ft,  (p  ist,  entwickelt 
nach  Kugelf unctionen: 

(5.)  S=2Yn{i^..^). 

U 

Die  beiden  Grundgleichuugen  (1.),  (2.J  nehmen  nun,  falls  man  die 
Coordinaten  des  Punktes  i  mit  ((),,  (ti,,  qp,)  bezeichnet,  und  für  ^^r^  und 

-^,    die  bekannten  Keihen  [pg.  4GJ  substituirt,  folgende  Gestalt  an: 

(G.j  J  sdo  —  31  =0, 

(7.)   31,  2 ^^^, i\M  +/(i'-^+-i  ^^"(^0« y))  ^'^^  -G  =  0. 


AnÄ'Y, 

=  31, 

^  +  4nÄY, 

=  G, 

4:71  A'           l\((l.,<p.) 

n 
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In  dieser  letzten  Gleichung  müssen,  weil  der  Punkt  i  innerhalb  der 
Kugel  von  willkürlicher  Lage  ist,  die  Coefüeienten  der  einzelnen  Po- 
tenzen von  Qi  einzeln  ==  0  sein.  Somit  ergeben  sich  aus  (6.),  (7.)  die 
Formeln : 

fsdo  -  71/ =  0, 

]\f  (  Bdo 

~^^  +  ^-~^ =  0,    [«=1,2,3,...]; 

und  diese  Formeln  gewinnen,  falls  man  für  do  und  a  die  Werthe  (4.) 
und  (5.)  substituirt,  und  sodann  die  Integrationen,  auf  Grund  der  be- 
kannten Integraleigenschaften  der  Kugelf unctionen  [pg.  77],  wirklich 
ausführt,  folgende  Gestalt: 

(f.) 
(g.) 

(h.)         ^b^:!tM,  ^  ^p:—  -.v-»'^>y  _Q      [w  =  1,2,3,...]. 

Eliminirt  man  Y^  aus  (f.)  und  (g.),  so  gelangt  man  zurück  zur  Glei- 
chung (3.).  Beachtet  man  ferner,  dass  der  Punkt  i  innerhalb  der  Kugel 
von  tviUldirliclier  Lage  ist,  dass  mithin  die  in  (h.)  enthaltenen  Argu- 
mente fi,,  (pi  hcliehig,  also  z.  B.  vertauschbar  sind  mit  /u.,  g?;  so  gelangt 
man  auf  Grund  der  Formeln  (f.),  (h.)  zu  folgenden  Resultaten: 

Y  _      M 

r„(>.  cp)=-  -^  (2n  +  1)  {^y-^'  P„(^),     [n  =  1,  2,  3, . . .]. 
Substituirt  man  aber  diese  Werthe  der   Y's  in  (5.),  so  folgt: 

oder,  falls  man  als  untere  Summationsgrenze  die  0  statt  der  1  einführt: 

Die  Formeln  (3.)  und  (8.)  geben  die  Werthe  von  G  und  e,  und 
repräsentiren  also  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe.  Es  bleibt  noch 
übrig,  die  Formel  (8.)  weiter  zu  vereinfachen  durch  Summation  der 
dort  auftretenden  Reihe. 

12* 
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Bezeichnet  li  den  Abstand   des  Oberflächenpunktes  {Ä,  fi,  cp)  vom 
festen  Punkte  iHj,  so  ist  [vgl.  pg.  46]: 


1   _  y^ 


0        -^1 

Diese  Formel  gilt  ganz  allgemein  für  jedwedes  Dreieck  mit  den  Seiten 
i?,  J.,^1,  falls  nur  A  <i  Ä^  ist,  und  ,a  den  Cosinus  des  der  Seite  7t 
gegenüberliegenden  Winkels  bezeichnet,  und  kann  daher  z.  B.  nach  A 
diflFerentiirt  werden.     Demgemäss  erhält  man: 

]_  cR^  _   y  nA"-'^   p  ,  . 

B^  cÄ  ~  ^    ^»  +  1    -^»W; 

oder,  falls  mau  diese  Formel  mit  der  vorhergehenden  combinirt: 
1  2Ä    dB         ^  ,^       I    IN     ^1"      ü  /  \ 

-B-^JÄ  =  ^    (2^^  +    1)   -^n+I  ^n{ii), 

oder,  falls  man  noch  mit  A  multiplicirt: 

(0.)         i  (2«  +  1)  (^)"+'  P,.  W  =  4,  {k-  -  2  AR  »f )  . 

Nun  ist  aber,  wie  aus  jenem  Dreieck  BAA^  sofort  sich  ergiebt: 
R^  =  A^-\-A,^  -  2AA,ii, 


mithin 

97? 

dA 


2R^  =  2A-2A,^, 


und  folglich: 

B^  —  2  AR  1^  =  A;'  —  A'; 

so  dass  die  Formel  (9.)  übergeht  in: 

(10)  i  (2»  +  1)  (^  )"+'  P.W  =  ^^^  ■ 

Dies  in  (8.)  substituirt,  erhält  man: 

^       '  ^~iitA\Ä~^    aJ  4.7tA  \rJ   ^ 

so  dass  man  also,  auf  Grund  der  Formeln  (3.)  und  (11.),  zu  folgendem 
Satze  gelaugt: 

Denkt  man  sich  eine  isolirte  Metallkugel  mit  der  elektrischen  Ladung 
M  versehen,  und  der  Einwirkung  eines  äussern  elektrischen  3IassenpunJctes 
il/j  ausgesetzt,  so  ivird  auf  der  Kugeloberfläche  eine  elektrische  Belegung 
entstellen,  deren  Dichtigkeit  s  in  einfacher  Beziehung  steht  zu  den  Ent- 
fernungen der  einzelnen  Stellen  der  Kugclohcrfläche  vom  Punkte  M^.  Br- 
trachtet    man    nämlich    eine   hclicbige   Stelle   der   Kugeloher fläche ,    lüni 
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bezeichnet  man  den  Abstand  dieser  Stelle  vom  Funkte  Ji,  mit  li,  so 
hat  die  Dicläujlceit  e  daselbst  den   Werth: 

(12.)  e  =  K-§-, 

wo  K  und  H  Constanten  sind. 

Will  man  diese  Constanten,  und  überdies  auch  den  in  der  Kugel 
vorhandenen  Potentialwerth  G  näher  angeben,  so  sind  folgende  Formeln 
zu  notiren: 

(13.)  ^  =  f+-^, 

in  denen  A  den  Kngelradius,  und  A^  den  Centralabstand  des 
Punktes  31^  vorstellen.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  die  in  (14.)  enthaltene 
Di/ferens  (A^^  —  A^)  den  Werth  hat: 

(14a.)  A^'  -A'  =  B,\ 

wo  B^  die  Länge  der  von  M^  aus  an  die  Kugel  gelegten  Tangente  be- 
zeichnet. 

§  10. 

Fortsetzung.     Betrachtung  eines  speciellen  Falles. 

Wir  betrachten  deu  speciellen  Fall,  dass  die  der  Kugel  mitgetheilte 
elektrische  Ladung  M  gleich  Ntäl  ist: 

(15.)  M=0. 

Alsdann  gehen  die  Formeln  (13.),  (14.)  über  in: 

(16.)  G  =  ^, 

wo  I>i  die  in  (14a.)  genannte  Bedeutung  hat.  Die  letzte  Formel  ist 
auch  so  darstellbar: 

(18-)  -Ä(l-^1. 

WO  alsdann  ii,   eine  neue  Constante  vorstellt,  die  sich  bestimmt  mittelst 

der  Gleichung: 

(19.)  K,'  =  A,B,', 
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und   die   also,   ihrem    Werthe   nach,   nothwendig  zwischen   A^   und  B^ 
liegt*): 

(19  a.)  B,<B,<A,. 

Denkt  man  sich  um  den  Punkt  il/j  (als  Centrum)  drei  Hülfskugel- 
flächen  (B^,  (B^),  {A^)  beschrieben,  respective  mit  den  Radien  B^, 
Bi  und  Ai,  so  wird  die  Oberfläche  der  gegebenen  Metallkugel  von 
den  Flächen  (B^)  und  (^i)  stets  geschnitten  werden**),  folglich  auch 
geschnitten  werden  von  der  zivischen  diesen  beiden  Flächen  (^i>i)  und 
{A^  sich  hinziehenden  Fläche  {B^. 

Die  Kreisperipherie,  in  welcher  die  Oberfläche  der  Metallkugel  von 
der  Fläche  (jRj)  geschnitten  wird,  mag  jc  heissen.  Gleichzeitig  mögen  die 
beiden  Calotten,  in  welche  die  Metallkugeloberfläche  durch  die  Peripherie  a 
zerfällt,  mit  S^  und  ß,i  benannt  werden,  der  Art,  dass  die  Calotte  ©« 
dem  Punkte  Jfj  abgewendet,  die  Calotte  ^^  dem  Punkte  M^  zugeivendet 
ist.  üeberdies  mögen  unter  a  und  ß  die  sjjJiäriscJien  Mitteljnmkte  der 
beiden  Calotten  verstanden  sein,  der  Art,  duss  a  und  ß  diejenigen 
Punkte  vorstellen,  in  denen  die  Metallkugeloberfläche  von  einer  durch 
ilir  Ceutrum  und  den  Punkt  Mi  gehenden  geraden  Linie  getroffen  wird. 

Betrachtet  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  auf  der  gegebenen 
Metallkugeloberfläche,  und  bezeichnet  mau,  ebenso  wie  in  (18.),  die 
elektrische  Dichtigkeit  in  diesem  Punkte  mit  s,  und  den  Abstand  des 
Punktes  von  Jij  mit  B,  so  wird  offenbar  B  >  Bj  oder  =  B^  oder 
<  B^    sein,   jenachdem    der  Punkt   auf  S«,    auf  x   oder   auf  S^^   liegt. 

Und  demgemäss  wird  der  Quotient  -^,  wie  aus  (18.)  folgt,  positiv  sein 

für  alle  Punkte  der  Calotte  ©«,  ferner  Nidl  sein  für  alle  Punkte  der 
Peripherie  x,  endlich  negativ  sein  für  alle  Punkte  der  Calotte  ©^^.  Die 
elektrische  Belegung  hat  also  auf  ß«  gleiches  Vorzeichen  mit  M^,  und 
auf  (5^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen;  während  die  Peripherie  x,  in 
welcher  die  beiden  Calotten  zusammengrenzen,  eine  neutrale  Zone 
repräsentirt,  auf  welcher  die  elektrische  Dichtigkeit  überall  =  0  ist. 
Bezeichnet  man  die  auf  ©„  und  ^^  vorhandenen  Elektricitäts- 
mengen  respective  mit  3/„  und  31  i,  so  ist  offenbar  (ü/,,  -f"  ^^(i)  gleich 


*)  Es  ist  J.J  der  Centralabstand  des  Punktes  Jf, ,  und  B^  die  von  ilf,  ans 
an  die  Kugel  gelegte  Tangente.  Folglich  ist  JBj  <C  -^i  •  l^ie  rechte  Seite  der 
Formel  (19.)  wird  daher  vergrössert  werden,  sobald  mau  das  dortige  J5i  durch  A^ 
ersetzt.  Demgemäss  ergiebt  sich:  i?^' <[  .äj*,  d.  i.  JBi  <[ -4i .  Und  in  ähnlicher 
Weise  findet  man  andererseits:  J?,  >  B, .  —  Q.  e.  d. 

**)  Die  Fläche  (jl,)  geht  nämlich  durch  das  Centrum  der  Metallkugel.     Und 
die  Fläche  (B^)  schneidet  die  Oberfläche  der  Metallkngel  orthogonal. 
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der  der  Metallkugel  vou  Hause  aus  zuertheilteu  elektrischen  Ladung  M, 

also  nach  (15.): 

(20.)  Ma  +  31^  =  0. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diese  Quantitäten  Ma  und  Mji  einzeln  zu 
berechnen. 

Sind  (A,  ^,  (p)  die  Polarcoordinaten  des  Elementes  sdo  in  Bezug 
auf  das  schon  früher  benutzte  Polarcoordinatensystem,  dessen  Anfangs- 
punkt 0  im  Centrum  der  Kugel  liegt,  und  dessen  Axe  mit  der  Linie 
OMi  zusammenfällt,  so  ist  ofifenbar: 

(21.)  Ma=J  J  sAhliidfp, 

—  1    0 

wo  die  obere  Grenze  ^^  den  der  Peripherie  y.  entsprechenden  Werth 
von  fi  vorstellen  soll,  während  die  untere  Grenze  —  1  den  Werth  von 
fi  im  Punkte  a  repräsentirt.  Diese  Formel  (21.)  ist,  weil  e  vom 
Azimuth  q)  unabhängig  ist,  auch  so  darstellbar: 

Ma  =  2%A^  J  edii. 
—1 

Hieraus  folgt,  falls  mau  für  £  seineu  Werth  (18.)  substituirt: 

—1 
oder,  falls  mau,  auf  Grund  der  Formeln: 

R^  =  A^  -\-  A,^  —  2AA,^, 
RdR  =  —  AAidfi, 
die  Variable  R,  an  Stelle  vou  ft,  als  Integrationsvariable  einführt: 

oder,  falls  man  die  Integration  wirklich  ausführt: 

^^"  ~  2A,-'  L  2  "•"  ^1  +  A^  '  -J' 

oder,  falls  man  im  vorletzten  Gliede  für  Uj^  den  aus  (19.)  und  (14a.) 
ersichtlichen  Werth  Ai  (Ai^  —  A^)  substituirt: 

oder  besser  geordnet: 

(22.)  Jf .  =  ;^; ,  [3 (A,^  -  R^)  +  A-^  . 
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Ueberdies  ist  nach  (20.): 

(23.)  Mfi   =  —  3Ia. 

Wir  gelangen   somit,    auf  Grund   der   Formeln  (18.),    (19.)   und  (22.  . 
(23.)  zu  folgendem  Resultate: 

Wird  einer  isolirtcn  3IetaUh(gel,  die  im  natibiichoi  {imdelirischen) 
Zustande  sich  befindet,  von  Aussen  her  ein  eleldrischer  Massenimnld  JSl^ 
gotähert,  so  entsteht  auf  der  Kugeloberfläche  eine  theils  positive  tlieils 
negative  eleJctrische  Belegung.  Es  marhiren  sich  nämlich  auf  der  Kugel- 
oberfläche zivei  Calottcn,  von  denen  die  dem  PunJäe  M^  ahgeivendete  die- 
selbe EleMricität  besitzt,  wie  der  FunU  M^  selber;  icährend  die  andere, 
diesem  PunMe  zugewendete,  die  entgegengesetzte  EleJctricität  aufweist. 
Die  neutrale  Zone,  in  tvelcher  diese  beiden  Calottcn  aneinander  grenzen, 
besteht  aus  denjenigen  Punkten,  deren  Entfernung  li^  vom  Punlte  M^  der 
Fm'mel  entsprich  t : 

(24.)  B,'  =  A,B,'; 

dabei  bezeichnet  A^   den  Central  ab  stand  des  Punktes  M^,  und  Bi  die 
Länge  der  von  31^  aus  an  die  Kugel  gelegten  Tangente. 

Die  auf  den  beiden  Calottcn  vorhandenen  Elektricitätsmengcn  sind, 
dem  absoluten  Betrage  nach,  einander  gleich.  Und  zwar  hat  dieser  ab- 
solute Betrag  den  Werth: 

(25.)  (absJ/O^^^^mV^A^ 

ivo  Ai,   Bi    die   schon  genannten   Bedeutungen   haben,   ivähreml   A    da/ 
Kugelradius  bezeichnet. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  der  in  der  Kugel  vorhandene  Po- 
tentialwerth  G  lauten  ivird: 

(2G.)  ^  =  1^5 

lüie  solches  in  (16.)  constatirt  wurde. 
Nach  (19.)  und  (14  a.)  ist: 

B,'  =  AM.'-A'), 

„  )  Potenz,  und  setzt  man  dabei 
voraus,  dass  der  Punkt  My  von  der  Kugel  weit  'entfernt  ist,  dass 
mithin  die  höhern  Potenzen  von  .  vernachlässigt  werden  dürfen,  so 
erhält  man: 
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^■v=A^'['-i(-ir]. 

d.  i.  11,-  =  Ä,-  -  l  A\ 

Substituirt  inaii  aber  diesen  Wertb  von  B^  in  (25.),  so  erbült  man 
für  den  absoluten  Betrag  der  auf  jeder  der  beiden  Calotten  vorban- 
denen  Elektricitätsmengen  den  Wertb: 

(27.)  (absJfO|£,; 

woraus  folgt,  dass  dieser  Betrag  verscliwindet,  sobald  der  Punkt  M^ 
ins  Unendlicbe  sieb  entfernt. 

§  11. 
Betrachtung  des  Falles,  dass  die  Metailkugel  zur  Erde  abgeleitet  ist. 

Die  Formeln  (A.),  (B.)  der  allgemeinen  Theorie  [pg.  161]  gelten 
nicbt  nur  für  die  isolirte,  sondern  auch  für  die  zur  Erde  abgeleitete 
Kugel;  nur  mit  dem  Unterscbiede,  dass  die  in  jenen  Formeln  ent- 
haltenen Constauten  31,  G  im  einen  und  im  andern  Fall  einen  etwas 
verschiedenen  Charakter  besitzen.  Während  nämlich  im  Fall  der  isoUrten 
Kugel  31  die  gegebene  eleJärische  Ladung  repräsentirt  und  G  unheJcannt 
ist,  wird  umgekehrt  im  Fall  der  abgeleiteten  Kugel  31  imbelcannt,  hin- 
gegen G  belmmit,  nämlich  =  0  sein. 

An  Stelle  der  Formeln  (13.),  (14.)  p.  181,  die  wir  für  den  Fall 
der  isolirten  Kugel  erhalten  haben,  werden  wir  daher  für  den  Fall 
der  abgeleiteten  Kugel  folgende  erhalten*): 

Die  erste  dieser  Formeln  giebt  den  Werth  von  31,  d.  i.  die  Gesammt- 
masse  der  auf  der  Kugeloberfläche  entstehenden  elektrischen  Beleguug, 
und  die  ztveite  liefert  den  Werth  der  Dichtigkeit  s  dieser  Belegung. 
Demgemäss  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultate: 

Wird  einer  mr  Erde  abgeleiteten  3Ietallh(gel  von  Aussen  her  ein 
elektrischer  3Iassenimnlit  M^  genähert,  so  entsteht  auf  der  Kugelober fläcJie 
eine  elelctrische  Belegung,  deren  Gesammtmasse  Jf  den   Werth  hat: 

(28.)  31=-^, 

ivo  A  den  Kugelradius,  und  A^  den  Centr alab stand  des  PunJctes  31, 
vorstellen. 


*)  Aas  (13.)   ergiebt  sich  sofort  die  Formel  (a.).     Mit  Rücksicht  auf  {ct.)  t>r- 
giebt  sich  sodann  aber  aus  (14.)  die  Formel  {ß.). 
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Die  Dichtigkeit  a  dieser  Belegimg  ist  an  jeder  Stelle  der  Kiigclöber- 
fläche  umgehehrt  proportional  mit  dem  Cuhus  des  Ahstandes 
dieser  Stelle  von  M^,  nämlich  ausdrüchhar  durch  die  Formel: 

(^c)\  ,^  _  M,(A,'-A^)  (\y m,b:-  i\y 

■"'•^  \TtA  \Bl  4:nÄ     \R/    ' 

HO  U  den  genannten  Abstand  bezeichnet,  während  B^  die  Länge  der  von 
Ml  aus  an  die  Kugel  gelegten  Tangeide  rejn'äsentirt. 

Ist  der  Pnnht  Jij  positiv,  so  wird  [wie  aus  (29.)  folgt]  e  iiherall 
negativ  sein.  Und  umgehehrt:  Ist  31^  negativ,  so  tvird  s  überall 
positiv  sein. 

Es  sei  P  der  gegebene  Ort  des  elektrischen  Mas?;enpunktes  3ij, 
ferner  Q  der  zu  P  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  conjugirte  Piinli. 
Mit  andern  Worten:  Es  sei  Q  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises, 
in  welchem  der  von  P  an  die  Kugelfläche  gelegte  Tano-entialkeficel 
diese  Fläche  berührt.  Unter  Anwendung  dieser  beiden  Punkte  P  und  Q 
ergeben  sich  alsdann  noch  zwei  weitere  Sätze,  auf  deren  Beweis  (weil 
er  leicht  zu  fähren  ist)  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  soll. 

Erstens:  Das  Potential  der  in  Rede  stehenden  auf  der  Kugelober- 
fläche  ausgebreiteten  elektrischen  Belegung  in  Bezug  auf  innere  Punkte 
ist  von  genau  derselben  Beschaö'enheit,  als  rührte  es  her  von  einer 
in  P  concentrirten  elektrischen  Masse:  ( —  Mj). 

Ziveitens:  Das  Potential  jener  Belegung  in  Bezug  auf  äussere 
Punkte  ist  von  derselben  Beschaffenheit,    als  rührte  es  her  von  einer 

in  Q  concentrirten  Elektricitätsmasse:  ( j~j  •    Diesem  zweiten  Satz 

kann  mau  übrigens,  mit  Rücksicht  auf  (28.),  auch  folgende  einfachere 
Gestalt  geben:  Das  Potential  der  Belegung  auf  äussere  Punkte  ist  von 
derselben  Beschaffenheit,  als  wäre  die  ganze  Masse  31  dieser  Belegung 
im  Punkte  Q  concentrirt. 

§  12. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  einem  Sphäroid. 

Es  sei  ein  isolirter  metallischer  Conductor  gegeben,  der  die  Form 
eines  Spliäroids  besitzt,  und  der  mit  einer  gegebenen  Elektricitäts- 
menge  31  geladen  ist.  Dabei  aber  mag  vorausgesetzt  sein,  dass  auf 
denselben  von  Aussen  her  Jceinerlei  Kräfte  einwirken.  Für  die  Dichtig- 
Iceit  £  der  unter  diesen  Umständen  auf  der  Sphäroidoberfläche  entstehen- 
den elektrischen  Belegung,  und  für  den  gleichzeitig  innerhalb  des 
Sphäroids  entstehenden  Potentialwerth  G  ergeben  sich  alsdann  aus  der 
allgemeinen  Theorie  [vgl.  (A.),  (B.)  pg.  IGl]  die  Formeln: 
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(1.)  fedo  =  M, 

(2.)  r4'=^' 

wo  i  eiueu  Puukt  innerhalb  des  Sphäroids  vorstellt,  dessen  Lage  da- 
selbst beliebig  variiren  darf.  Es  handelt  sich  darum,  die  beiden  Un- 
bekannten £  und  G,  auf  Grund  dieser  beiden  Gleichungen,  zu  berechnen. 
Ebenso  wie  früher  [pg.  88]  mag  die  Gleichung  der  Sphüroidober- 
fläche  in  der  Form  gegeben  sein: 
(3.)  Ii  =  A[l  +  af{ii,cpy\, 

wo  a  eine  äusserst  kleine  Constante  bezeichnet,  deren  siveite  Fofenz  2u 
vernachlässigen  ist,  während  f{ii,  rp)  eine  nach  Kugelfuuctionen  ent- 
wickelte Function  vorstellt: 

0 

xA.uch  mag,  ebenso  wie  damals,  die  in  (3.)  enthaltene  Constante  Ä  der 
Art  gewählt  sein,  dass  das  Volnmen  des  Sphäroids  ebenso  gross  ist 
wie  das  Volumen  einer  Kugel  vom  Radius  Ä.  Alsdann  wird  die 
Constante  Y(,,  wie  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  [in  §  4 
pg.  9-4—96]  sich  leicht  ergiebt,  den  Werth  Nidl  haben;  so  dass  also 
die  Formel  für  f(^,  qp)  sich  reducirt  auf: 

(4.)  f(ii,g^)  =  ^Y.{(i,ip). 

1 
Es  sei  0  das  Centrum  des  Sphäroids,  d.  i.  der  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystems.  Ferner  sei  do  ein  an  der  Stelle  {R,  [i,  9?)  ge- 
legenes Element  der  Sphäroidoberfläche;  und  zwar  mag  dieses  Element 
do  von  solcher  Figur  sein,  dass  ein  vom  Punkte  0  nach  dem  Rande 
von  do  gelegter  Kegelmantel  aus  einer  um  0  mit  dem  Radius  Eins 
beschriebenen  Kugelfläche  ein  unendlich  kleines  Rechteck  d^dcp  aus- 
schneidet.    Alsdann  ist  offenbar: 

,    R^dfidcp 

cos  r      ' 

wo  T  den  Winkel  vorstellt,  unter  welchem  die  äussere  Normale  des 
Elementes  do  gegen  den  Kadiusvector  B,  oder  vielmehr  gegen  die  Ver- 
längerung desselben,  geneigt  ist.  Demgemäss  hat  die  auf  do  vor- 
handene Elektricitätsmenge  edo  den  Werth: 

(5.)  edo=:{-^)R'diid<p. 

Um   nun    die  unbekannte  Dichtigkeit  s  zu  ermitteln,  machen  wir 
für  den  Ansatz: 
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(6-)  75^  =  ^'[l +  «"•(»'.  V)]. 

WO  a  dieselbe  äusserst  kleine  Constante,  wie  iu  (3.),  seiu  soll,  während 
C  eine  noch  zu  bestimmende  Constante,  und  t(ß,(p)  eine  noch  zu  be- 
stimmende Function  vorstellen.  Diese  letztere  deukeu  wir  uns  nach 
Kugelfunctiouen  eut wickelt: 

ao  4^i^,^)  =  'v.  +  i'Vni^,cp). 

1 

Es  sei  a  <i  A,  und  zwar  sei  a  so  klein,  dass  eine  um  0  mit  dem 
Radius  a  beschriebene  IlülßJcvgelfläcJte  vollständig  innerhalb  der  Sphäroid- 
oberfläche  liegt.  Bezeichnet  mau  alsdann  die  Coordiuaten  irgend  eines 
innerhalb  dieser  Hülfskugeloberfläche  («)  gelegenen  Punktes  i  mit  (p,-, 
ft/,  qp,)  und  den  Abstand  des  Punktes  i  vom  Element  do  {R,  ,u,  qp)  mit 
Ei,  so  ist  [vgl.  pg.  46]: 

(8.)  i^  =  J^r^.(eosy), 

wo  y  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Richtungen  (ju-,,  cpi)  und  ((i,  q)) 
bezeichnet. 

Die  beiden  Grundgleichuugen  (1.),  (2.)  gewinnen  nun  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  (5.)  und  (8.)  folgende  Gestalt: 

+  1    2« 

(9-)  //  (^^)  «'''»"''' -^^=0' 

(10.)        //    (i  ^  P.  (cos  y)j  (^)  df^clv  -  G  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  muss  stattfinden  für  alle  Lagen,  welche  der  Punkt  i 
innerhalb  der  Hülfskugellläche  (a)  überhaupt  anzunehmen  im  Staude 
ist.  Demgemäss  müssen  in  ihr  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  ^,- 
einzeln  =  0  sein,  so  dass  man  also  zu  folgenden  Formeln  gelangt: 

+  !:.'« 

(11.)        //  it!P, (cos  y)  (^)  d^dcp  -  G  =  0, 


—  10 
+  1    2rt 


Pn  (coa  y) 


(12.)        //  ^'r  (^)  di^.lv  =  0,     [»  =  1,  2,  3, . . .] 


-10  ^ 


Substituirt    man   jetzt   in   (9.)    und   (11.),    (12.)  für  R  und  -^^   die 

Werthe  (3.)   und  (6.),   und  beachtet  man,  dass   u^  zu  vernachlässigen 
ist,  und  beachtet  man  überdies,  dass  P(,(cos  y)  =  1  ist,  so  erhält  man: 
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4-1  2rt 


-^'^  /  /   [^  +  2af{iL,cp)-\-arl,{ii,<p)\diLd(p  =  M, 

—  1     0 
+  12;r 

ÄC    ff  ll-{-af{^,cp)-]-ai'{^.,(p)\d(id<p  =  G, 


—  1     0 
+  1  27r 


f  f  [l  —  {n  —  l)ccf{fi,  (p)-{-ai'{^i,(p)\r„(cos'y)d^d(p  =  0 , 

[n=l,  2,  3,  ...]. 

Substituirt  mau  aber  hier  für  f\^,  (p)  und  ^(jii,  q))  die  Entwicklungen 

(4.)  und  (7.),  so  erhält  man  unter  Anweuduiig  der  Integraleigenschaften 

der  Kugelf unctionen  [p.  77]: 

(a.)         47tÄ'C[l  +  aYol  =  ^^> 

iß.)         4:7tÄC  [l-f-aYo]  =  G, 

(y.)         -  («  -  1)  Y„{(i,,  <p^)  +  M^«(fto  9^0  =  0,     [w  =  1,  2,  3, . . .]. 

Der  Punkt  i  darf  innerhalb  der  Hülfskugelfläche  (a)  jede  beliebige 
Lage  annehmen.  Demgemäss  sind  die  Argumente  ^;,  (pi  ganz  will- 
Mrlich,  also  z.  B.  auch  ersetzbar  durch  ft,  9).  Und  mit  Rücksicht 
hierauf  folgt  aus  (a.)  und  (y.): 

(£.)  Y„(iit,9))  =  («-l)r„(^,9)),     [w  =  l,2,3,...]. 

Substituirt  man  aber  diese  Werthe  (d.),   (f.)  in  die  aus  (6.),  (7.)  ent- 
springende Formel: 

CO 

^  =  C(l  +  «H^o)  +  C/a  ^  Y.  (^,  9^), 

und  beachtet  man   dabei   von  Neuem,   dass  a^  zu  vernachlässigen  ist, 
so  ergiebt  sich: 

(13.)  -^  =  r^  +  7^,  i  (»^  -  1)  3^n  (f' ,  9^). 

^  ''  cos    T  4:71  A-         '         4:7t  A-        j  ^  ^  \i      '      T   / 

Ueberdies  ergiebt  sich  aus  (a.)  und  (ß.)  durch  Division: 
(14.)  G  =  ^; 

so    dass   man   also   auf  Grund   der  Formeln  (13.),  (14.)   zu   folgendem 
Resultate  gelangt: 

Es  sei  gegeben  ein  Sphäroid: 


(15.)  R  =  A 


l   -\-  «^   Yn{(l,  (f] 


vom  Volumen  — 5—,  [vgl.  den  Uebergang  von  (3.)  zu  (4.)]. 
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Dcnlct  man  sich  dieses  Spliäroiä  als  einen  isolirten  metallischen  Con- 
ductor,  der  mit  der  elchtrischen  Ladung  M  verseJicn  ist,  so  wird  die  nach 
Eintritt  des  Glcichgewichtsmstandes  auf  der  Sphäroidöberflüchc  vorhandene 
cleldrischc  Belegung  eine  Dichtigheit  s  besitzen,  welclie  den  Woth  hat: 


^      ^  in  A- 


1  +  c(  2^(ii  —  1)  r„(^,a,  9?) 


WO   t   den    WinJcel   vorstellt,   unter   ivelchem   die   äussere   Normale   der 

SpJtäroidoherfläche  gegen  den  vom  Anfangspunldc  ablaufenden  Iladiusvectör 

geneigt  ist.  —  Gleichzeitig  wird 

M 
(17.)  G  =  ^ 

der  im  Sphäroid  vorhandene  Potentialiverth  sein. 

§  13. 

Allgemeine  Betrachtung  über  das  Gesetz,  nach  welchem  zwei 
elektrische  Massentheilchen  auf  einander  einwirken. 

Wir  wollen  iu  diesem  letzten  Paragraph  die  repulsive  Kraft, 
welche  zwei  elektrische  Theilchen  m  und  %  im  Abstände  E  auf  ein- 
ander ausüben,  mit 

(1.)  mm^F{E) 

bezeichnen,  und  die  Function  F{E)  als  eine  völlig  unhelannte  uns 
denken.  Dabei  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  diese  Function,  lediglich 
auf  Grund  experimenteller  Thatsachen,  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  eine  isolirte,  mit  irgend  welcher 
elektrischen  Ladung  M  versehene  Metallkugel,  auf  welche  von  Aussen 
her  keinerlei  Kräfte  influiren.  Nach  Eintritt  des  Gleichgewichts- 
zustandes ist,  wie  aus  den  experimentellen  Untersuchtmgen  Coulomb's 
hervorgeht,  freie  Elektricitüt  immer  nur  an  der  OherfläcJie  vorhanden. 
Auch  muss  diese  an  der  Kugeloberfläche  vorhandene  elektrische  Be- 
legung, wie  aus  der  Symmetrie  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  folgt, 
von  überall  gleicher  Dichtigkeit  sein. 

Soll  nun  aber  dieser  direct  aus  den  experimentellen  Thatsachen 
sich  ergebende  Gleichgewichtszustand  den  Anforderungen  des  Gleich- 
gewichts wirklich  entsprechen,  so  muss  während  dieses  Zustandes  die 
Wirkung  auf  jedwede  Stelle  im  Innern  der  Kugel  =  0  sein.  Denn 
andernfalls  würde  die  an  einer  solchen  Stelle  vorhandene  neutrale 
Elektricitüt  durch  jene  Wirkung  eine  Zersetzung  erleiden,  also  kein 
Gleichgewicht  vorhanden  sein.  —  Demgemäss  gelangen  wir  zu  folgen- 
dem Satz: 
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Das  noch  nnheJcannte  Gesetz  (1.)  muss  von  solcher  Beschaffenheit  sein, 
dass  anf  Grund  dieses  Gesetzes  die  Wirhmg  einer  gleichmässig  mit 
Elehtricität  belegten  Kugel  fläche  in  Bezug  auf  alle  innern  Pnnlie  den 
Wcrth  Null  hat. 

Um  nach  dieser  Vorschrift  jenes  Gesetz  (1.)  d.  i.  die  unbekannte 
Function  F(E)  näher  zu   bestimmen,    wird  es  zweckmässig  sein,  noch 
zwei    weitere    unbekannte    Functionen    ^{JE)    und    ^  (E)    einzuführeu, 
welche  zu  F{E)  in  folgender  Beziehung  stehen: 
(2.)  F(E)  =  0'(E), 

(3.)  E<\>(E)  =  Y(E), 

wo  die  Accente  Differentiationen  andeuten  sollen. 

Bezeichnet  man  nun  die  constantc  Dichtigkeit  der  in  Rede  stehenden 
gleichmässigen  Belegung  der  Kugelfläche  mit  s,  und  irgend  ein  Element 
dieser  Fläche    mit   do,    und   denkt  man   sich   irgendwo   innerhalb   der 


Fläche   einen  Punkt  i  von  der  Masse  Eins,  so  hat  die  von  edo  auf  i 
ausgeübte  Kraft  P,  bei  Zugrundelegung  des  Gesetzes  (1.),  den  Werth: 

P=F{E).sdo, 
wo  E  den  Abstand  des  Punktes  i  von  sdo  vorstellt.    Die  Componente 
dieser  Kraft  P  nach   der  vom  Centrum  0  ausgehenden  Richtung  Oia 

ist  daher: 
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Pcos  d  =  F{E)  cos  d  .  eäo, 
wo  d  den  Neigungswinkel  der  Kraft  P  gegen  jene  Richtung  vorstellt. 
Demgemäss   wird   die   von  der  ganzen  Belegung  auf  den  Punkt  i  aus- 
geübte Kraft  ü,  gerechnet  in  der  Richtung  0/a,  den  Werth  haben: 

(4.)  n=fF(E)  cosd  .sdo, 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  do  der  Kugel- 
fi äclie. 

Bezeichnet  man  die  Polarcoordinaten  des  Elementes  sclo  mit  {A, 
Q-j  (p)  oder  {Ä,  fi,  (p),  wo  /Li  =  cos  d-  sein  soll,  indem  man  dabei  ein  Polar- 
coordinatensystem  anwendet,  dessen  Anfangspunkt  mit  dem  Kugel- 
centrum 0,  und  dessen  Axe  mit  der  Linie  Oia  zusammenfällt,  so  ist 

offenbar : 

7            A2J     7                1             X         r  —  Ä  COS  &         r  —  Äfi 
do  =  A^diidq) ,     und     cos  o  = -^ =  — ^— ^ , 

wo  r  den  Centralabstand  des  Punktes  i  bezeichnet.    Somit  folgt  aus  (4.): 
(4a.)  il  =  ff^^^^  '-^  eA^d^.d<p  , 

—  1     0 

oder,  falls  man  die  Integration  nach  g)  wirklich  ausführt: 

(4b.)  B  =  27tEA'  f  F[E)'^=^dii; 

—1 

eine  Formel,  die  man  mit  Rücksicht  auf  (2.)  offenbar  auch  so  schreiben 
kann: 

(4c.)  li  =  2jtsA'  f  <^'{E)^dii, 

—  1 
oder  auch  so: 

(5.)  E  =  27r£^2i;  I  /0(i;)^jit}; 

denn  es  ist,  was  den  Uebergang  von  (4b.)  zu  (4c.)  betrifft: 

(a.)  E^  =  A'  +  r--  2 Arn, 

mithin: 

KP-)  dr  E 

Führt  man  jetzt  statt  yu  die  Variable  E  als  Integrationsvariable 
ein,  indem  man,  auf  Grund  der  Relation  (a.), 

EdE 
'^^  =  -  -Er- 
setzt, so  gewinnt  die  Forniol  (5.)  folgende  Gestalt: 
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A  +  r 


(G.) 


^  A  —  r  > 


uuJ  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

(7.)  B  =  2,,^^p_:iA±i)_^^(A=z)). 

Zufolge  des  vorhin  ausgesprochenen  Satzes  [pg.  191]  muss  nun 
11  =  0  sein,  und  zwar  für  beliehige  Lagen  des  inucru  Punktes  /,  d.  i. 
für  beliebige  Werthe  von  r  zwischen  den  Grenzen  r  =  0  und  r  =  Ä. 
Demgemäss  erkennt  man,  dass  der  in  (7.)  in  der  geschweiften  Klammer 
enthaltene  Ausdruck  einen  von  r  unabhängigen  Werth  C  besitzen  muss. 
Aus  der  so  entstehenden  Gleichung 

Y(^  +  r)  -  V(^  — r)  =  a>- 
ergiebt  sich  durch  zweimalige  Differentiation  nach  r: 
(8.)  ^'"(Ä  +  r)  =  r\Ä-r). 

Diese  Formel   s^t   aus,    dass   die  Function  Y'{E)   für   zwei   be- 
liebige Werthe  von  E  stets  einerlei  Werth  besitzt,  dass  mithin  diese 
Function   einen   von  E  unabhängigen  Werth  K  haben  muss.     Aus  der 
so  entstehenden  Gleichung: 
(9.)  r\E)  =  K 

folgt  aber  durch  Integration: 
(10.)  r{E)  =  KE-  II, 

wo  H,  ebenso  wie  K,  von  E  unabhängig  ist. 

Dividirt  man  jetzt  die  Gleichung  (10.)  durch  E,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  (3.): 

(11.)  ct>(E)  =  K-§- 

und  differentiirt  man  endlich  diese  letztere  Gleichung  nach  E,  so  folgt 
mit  Rücksicht  auf  (2.): 

(12.j  F(E)  =  ^; 

so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Die  expenmentelle  Thaisache,  dass  bei  einem  cleJärisch  geladenen 
Condudor  freie  Eleldricität  immer  nur  an  der  Oberfläche  anzutrcfjhi  ist, 
kann  dazu  dienen,  um  das  Gesetz  zu  bestimmen,  nach  tvelchcm  zwei  rleJc- 
trische  Theilclien  auf  einander  eimvirJcen.  Und  zwar  ergiebt  sich  auf 
Grund  jener  Thatsache,  dass  diese  Eimvirhing  umgekehrt  proportional  sein 
muss  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung. 
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Neuntes  Capitel. 
Allgemeine  Betrachtungen  über  die  elektrische  Vertheihmg. 

Als  lustrument  für  unsere  weiteren  Untersuchungen  werden  wir 
zunächst  drei  sehr  allgemeine  Formeln  (A.),  (B.j,  (C.)  ableiten,  die  zum 
ersten  Mal  wohl  von  Green  (1828)  aufgestellt  sein  dürften*).  Mittel -t 
dieser  Formeln  werden  wir  sodann  zeigen,  dass  die  im  vorhergehenden 
Capitel  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  elektrischen  Vertheiluug  her- 
geleiteten Gleichungen  stets  nur  eine  Lösung  zulassen,  dass  also  die 
elektrische  Vertheilung  durch  jene  Gleichungen  in  jedem  gegebenen 
Fall  vollstündirj  und  eindeutig  bestimmt  ist.  Auch  werden  wir  diesen 
wichtigen  Satz  auf  mancherlei  Beispiele  anwenden,  um  in  solcher 
Weise  seinen  praktischen  Nutzen  deutlicher  hervortreten  zu  lassen. 

Endlich  werden  wir  am  Schlüsse  des  Capitels  zwei  Sätze  über  die 
Suhsfitution  von  Massen  aufstellen,  nämlich  zeigen,  dass  gegebene  3[assen 
durch  gewisse  andere  Massen  ersetzt  werden  können,  ohne  dass  da-, 
durch  die  Wirhiing  innerhalb  eines  gegebenen  Raumes  irgendwie  nlterirt 
würde. 

§   1. 
Aufstellung  einiger  Hülfssätze. 

Lässt  man  vom  Punkte  {x,  y,  z)  irgend  eine  Richtung  n  ausgehen, 
so  gelten  bekanntlich  [vgl.  (14.)  pg.  ö.J  die  Formeln: 

^"•)  dn  ^  ^^^  ^'*'  ^)  '        dn  =  ^^^  *^*^'  y^  '        dn  =  *^°^  ^**'  ^^• 

Versteht  man  nun  unter  f  =  /'(x,  y,  z)  eine  beliebig  gegebene  Func- 
tion, so  erhält  man  für  den  Ditferentialquotienten  dieser  Function! 
nach  der  Richtung  n  den  Ausdruck: 

*)  In  der  schon  auf  pg,  1  citiiten   Abhandlung. 
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df  cf    dx     .     cf    dy 

dn         dx   dn  "'     dy    dn 

Diesen  Ausdruck  kann  mau,  mit  Rücksicht  auf  («.),  auch  so  schreiben: 


cf    dz 
dz    dn 


iß-) 


df         df         /■        \    1     ^f         r        \    \     ^f         /        \ 
V-  =  -5-^  cos  (n,  x)  -\-  ^^  cos  (n,  y)  4-  -^-~  cos  («,  z). 
dn         dx         ^   '    ''    '     cy         ^   '  '^■'    '     dz  v    '    / 

Lässt  man  jetzt  vom  Punkte  (x,  y,  z)  irgend  eine  neue  Richtung  v 


ausgehen,  so  ergiebt  sich  die  analoge  Formel: 

(^•)      Iv  =  ü  ^""^  ^'''  ^)  +  dy  *^°^  ^""^  y^'^T^  ^°-'  ^""^  ^)- 

Aus  diesen  beiden  Formeln  (/3.)  und  (y.)  folgt  aber  sofort,  dass 


dl 
dn 


K 

dv 


sein   wird,   sobald   die  Richtungen  n  und  v  zu  einander  entgegengesetzt 
sind;  so  dass  man  also  folgenden  Satz  aussprechen  kann: 

Satz.  —  Differentiirt  man  eine  Function  f^f{x,y,z)  nach  zivei 
zu  einander  entgegengesetzten  Fdcldungen,  so  iverden  die  in  solcher 
Weise  entstehenden  Differentialquotienten  entgegengesetzte  Werthe  haben. 

Dies  vorangeschickt,  gehen  wir  über  zu  uuserm  eigentlichen  Gegen- 
stände. Es  sei  gegeben  irgend  eine  geschlossene  Fläche  0.  Und  es 
repräsentire  f  =  f{x,  y,  z)  eine  Function,  die  innerhalb  0  stetig  ist.  Man 
construire  nun  parallel  zur  x-Axe  ein  unendlich  dünnes  rechttvinJdiges 
Frisma,  welches  innerhalb  0  von  1  nach  2  geht,  [vgl.  die  FigurJ.  Der 
senkrechte  Querschnitt  a  dieses  Prismas   sei  dargestellt  durch  ein  der 

und  ^-Axe  paralleles  unendlich  kleines  Rechteck  dydz: 
[1.)  a  =  dydz. 

dieses  Prisma  mag  unten  und  oben 
iurch  die  Fläche  0  begrenzt  gedacht 
werden;  so  dass  also  seine  beiden  End- 
flächen durch  zwei  Elemente  do^,  do^ 
jener  Fläche  dargestellt  sind. 

Das   über    alle    Volumelemenfe  adx 
des  Prismas  ausgedehnte  Integral 
df 


f 


dx 


adx 


ist  folgendermassen  darstellbar: 

p.)  fi^adx=^a{f,-f^, 


y% 


wo  f^  und  f.^  die  Werthe  von  /'  in  den  Punkten  1  und  2  vorstellen. 
Nun  kann  aber  der  Querschnitt  a  als  die  senkrechte  Projection  von 
fZoj,  und  ebenso  auch  als  die  senkrechte  Projection  von  (/o^  angesehen 

13* 
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werden.     Bezeichnet  man  also  die  auf  do^  und  do.^  erricliteteu  äKsscin  , 
Normalen  mit  n^  und  n.^,  so  gelten  die  Formeln: 

(.3.)  a  =  —  rZo,  cos  (mj,  x)     und     a  =  -f-  do^  cos  («g,  x)] 

denn  man  hat  zu  beachten,  dass  der  AVinkel  (n^,  x)  shmqyf  ht  [vgl. 
die  FigurJ,  während  {n.^,  x)  sich  als  sjyitz  erweist.    Aus  (3.)  folgt  sofort: 

(4.)      ttfi  =  —  fido^  cos  («, ,  x)     und     af^  =  +  f-^do.^  cos  (w^,  a:). 

Substituirt  man  aber  diese  Werthe  von  af\  und  af.,  in  (2.),  so  er- 
hält man: 

(5.)  /    r     adx  =  /i  cos  (Wj,  a;)  (ZOi  +  /^  cos  (%,  a;)  c7oo , 

wo  das  Integral  links  über  sämmtliche  Volutnelemente  adx  des  con- 
struirten  Prismas  sich  ausdehnt,  während  der  Ausdruck  rechte)'  Hand  auf 
die  beiden  Endflächen  do^  und  do^  dieses  Prismas  Bezug  hat. 

Denkt  man  sich  den  ganzen  Innenraum  der  Fläche  0  in  lauter 
solche  Prismata  zerlegt,  für  jedes  derselben  die  Formel  (5.)  aufgestellt, 
und  air  diese  Formeln  summirt,  so  erhält  man,  indem  mau  gleichzeitig 
für  a  seinen  Werth  (1.)  substituirt,  folgende  Formel: 

(6.)  j  f  j  T^  dxdyds  =  J  f  cos  (w,  x)  do , 

in  ivelcher  das  Integral  links  über  alle  Volumelemente  dxdydz  des 
Innenraumes  von  0  sich  ausdehnt,  icährend  das  Integral  rechts  über 
alle  Elemente  do  der  Fläche  0  sich  hinerstreckt. 

Uebrigens  kann  man  in  dieser  Formel  (6.),  an  Stelle  von  cos  (n,  x), 

auch  ^  setzen  [vgl.  (a.)  pg.  194J.    Demgemäss  gelangt  mau  zu  folgen- 

dem  Satz: 

Satz.  —  Versteht  man  unter  0  irgeiul  eine  geschlossene  Fläche 
ferner  unter  f=f(x,y,2)  irgend  eine  Function,  die  innerhalb  0  stetig 
ist,  so  gilt  die  Formel: 

^'^•^         fff  %  dxdyds    =  ff  cos  {n,  x)  do  =ff  ^^  do . 

über  den  Inneuraum  von  0 

Dabei  bezeichnet  n  die  äussere  Normale  der  Fläche  0. 

Ebenso  wie  die  Formel  (7.)  der  a;-Axe  des  Coordinatensystcms' 
entspricht,  ebenso  gelten  offenbar  analoge  Formeln  mit  Bezug  auf  die 
y-  und  z-Axe.     Dieselben  lauten: 

^^•^  JJJ  1?7  d^fhfd^    =  ff  cos  {n ,  y)  do  =ff  "^^^  do , 

über  den  luncnrauni  von  0 
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iiiiil : 

^'^^•^      fff  'dj  ^^^^y^^  =  ff  co^  ("'  ^)  ^^^  "^ff^i^^^- 

über  den  Inneuraum  von  0 

Stillscliweigend  habeu  wir  bisher  vorausgesetzt,  die  geschlossene 
Fläche  0  sei  von  solcher  Beschaöenheit,  dass  sie  von  einer  geraden 
Linie  (z.  B.  von  einer  Parallelen  zur  x-Axe)  stets  nur  in  ztvei  Punkten 
getroffen  wird.  Wie  nun  aber  die  Fläche  0  auch  beschaffen  sein  mag, 
stets  wird  ihr  Innenraum  durch  geeignete  Schnittflächen  ö  in  Jcleincre 
Bäume  —  wir  wollen  sie  Elementarräume  nennen  —  zerlegbar  sein, 
der  Art,  dass  die  Oberfläche  eines  jeden  solchen  Elementarraumes  jener 
Voraussetzung  entspricht.  Deragemäss  wird  also  z.  B.  die  Formel  (7.) 
correct  sein  für  jeden  solchen  Elementarraum.  Denkt  man  sich  nun 
aber  die  Formel  (7.)  für  all'  diese  Elementarräume  wirklich  gebildet, 
und  all'  diese  Formeln  zusammenaddirt,  so  werden  die  jenen  Schnitt- 
flächen 6  entsprechenden  Integraltheile  bei  dieser  Addition  sich  gegen- 
seif i/j  aufziehen,  wie  leicht  zu  übersehen  ist*).  Und  man  wird  daher 
durch  diese  Addition  zu  einer  Formel  gelangen,  welche  wiederum  die 
in  (7.)  angegebene  Gestalt  besitzt. 

Die  Formel  (7.)  ist  also  allgemein  gültig,  von  welcher  Beschaffen- 
heit die  gesclilusseue  Fläche  0  auch  sein  mag.  Gleiches  gilt  selbst- 
verständlich von  (8.)  und  (9.j. 

§  2. 

Aufstellung  gewisser  allgemeiner  Formeln  (Ä.),  (B.),  (C). 

Es  sei  0  eine  gegebene  geschlossene  Fläche.  Ferner  seien 
U=  üijc,y,s)  und  F^  V{x,ij,z)  zwei  gegebene  Functionen;  und 
zwar  sei  vorausgesetzt,  dass 


*)  Ist  z.  B.  do  irgend  ein  Element  jener  Schuittflächen  c,  und  sind  iH,  und 
9\„  die  zu  beiden  Seiten  von  da  vorhandenen  Elementarräume,   so  wird  die  For- 
mel (7.),  gebildet  für  $Rj,  ein  Glied  von  der  Gestalt 
(Gl-)  /'cos  (vi,  x)  da 

enthalten.  Ebenso  wird  diese  Formel  (7.),  gebildet  für  9?,,  mit  einem  Gliede  von 
der  Gestalt 

(Gj.)  /"cos  (v., ,  x)  da 

behaftet  sein.  Dabei  repräsentiren  v^  und  v^  zwei  einatulcr  entgegengesetzte  Rich- 
tungen. Denn  Ijeide  Richtungen  stehen  normal  zum  Elemente  da.  Die  eine  aber 
repräsentirt  die  äussere  Normale  des  Raumes  3{j ,  die  andere  hingegen  die  äussere 
Normale  von  JRj. 

Demgemäss  werden  die  beiden  Glieder  (Gi.)  und  (G.j.)  eiitgegoigesdztc  Werthe 
haben,  also  bei  der  Addition  der  in  Kede  stehenden  Formeln  sich  gegenseitig  auf- 
heben. —  Q.  e.  d. 
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cU 

dx  ' 

dy  ' 

^—     uml      V , 

dz                     ' 

dv 

dx  ' 

dv 

dy  ' 

dV 
'dz 
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(10.)  U, 

innerhalb  0  stetig  sind.  Alsdanu  gilt  otleiibar  Gleiches  innerhalb  O 
auch  von  dem  Ausdruck 

(11.)  f^u^^-V^- 

^      ■'  '  dx  ex  ^ 

so  dass  also  z.  B.  der  Satz  (7.)  auf  diesen  Ausdruck  (11.)  ohne  Weitere- 
anwendbar  ist.     Demgemäss  erhält  man: 

(12.)  fjfiu  Z  -  y 0)  <'-';'"-/>■  '^-y'^)'^. "- 

über  den  Innenraum  vun  0 

Ebenso  wie  diese  Formel  der  iC-Axe  entspricht,  ebenso  werden  offenbar 
analoge  Formeln  gelten  mit  Bezug  auf  die  ^/-  und  ^-Axe;  so  dass  mau 
also  durch  Addition  aller  drei  Formeln  erhält: 

(13-)   fffiV^V-  rAU)d^dycl.=f{u  ^  -  r^)do.  , 

über  ilun  Iijiieuruuin  von  0  ^ 

A 

Demgemäss  gelaugt  man  yax  folgendem  Resultate:  l 

Erster  Satz.  —  Versteht  man  unter  0  eine  geschlossene  Fläche, 
ferner  unter  U  ==  U{x,  y,  z)  und  V  =  V(x,  y,  z)  zwei  gegebene  Functionen, 
und  setzt  man  voraus,  dass 

TT     ^       cU_      ^      (    l    Y      ^      lü      ^ 

'     dx  '     dy  '      dz  '      ex  '     dy   '      dz 

innerhalb  0  stetig  sind,  so  gilt  die  Formel: 

(A-)    fffiU^y-  y^V)dxdyd,^f{u^-r^)do, 

über  den  Innenraum  von  0 

ivo  n  die  äussere  Normale  der  Fläche  0  bezeichnet. 

Die  hier  an  f/  =  lJ{x,  y,  z)  gestellten  Anforderungen  werden  offen 
bar  erfüllt  sein,  wenn  man   ?7==Const.,  etwa  ==  1  setzt.     In  solcher 
Weise  gelangt  man  zu  folgendem 

Zusatz.  —  Ist  eine  Function  V  =  V{x,  y,  z)  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass 

y     dv_      ar      dV_ 

'     dx  '     cy  '     dz 

innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  0  stetifj  sind,  so  gilt  die  Formel:  3 

I 

(Aa.)  fffAVdxdydz    -f^J-do,  | 

über  den  Innenraum  von  0  ', 

WO  n  die  äussere  Normale  der  Fläche  0  vorstellt. 

Vax  einer  mit  (A.)  analogen  Formel  wird  man  offenbar  auch  dann 
gelangen,  wenn   man,  an  Stelle  des  Innonraunics  von  O,  einen  von  zwei 


I 
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i'lilchen  begrenzteil  schaalenßnniycn  Raum  in  Betracht  zieht.  In  der 
Tliat  gehingt  man  durch  Zerlegimg  des  schaalentorniigen  Raumes  in 
« inzehie  Elementarräume,  durch  Aufstellung  der  Formel  (A.)  für  jeden 
-ulchen  Elementarraum,  und  durch  Addition*)  all'  dieser  Formeln  zu 
tulgendem  Resultate: 

Zweiter  Satz.  —  Repräsentirt  0  die  äussere  und  Q  die  innere 
Ilrgrensimgs fläche  eines  gegebenen  schaalen förmigen  Baumes,  sind 
/'liier  U=  U{x,y,z)  und  F=  V{x,y,s?)  stvei  gegebene  Functionen,  und 
ödzt  man  voraus,  dass 

j.       cU        cü         oU  ,     -rr        cV         cV        dV 

'     ox  '     cy  '      dz  '      8x  '      cy   ^      dz 

innerhalb  des  schaalenförmigen  Baumes,  d.  i.  stoischen  0  und  Q  stetig 
sind,  so  gilt  die  Formel: 


(B)    fJTsu^^-  r^u,M,j^.u  =  +f{ü  ^  -  F ^)  <lo 


über  den  Raum  zwisclieu  0  und  * ' 


Dabei  bezeichnet  n  die  äussere  Normale  der  Fläclie  0,  und  ebenso  v  die 
äussere  Normale  der  Fläche  Q.  Es  ist  also  n  dem  schaalenförmigen 
Baume  äbgeivendet,  während  v  in  denselben  hineinläuft;  wie  man  solches 
angedeutet  findet  in  der  nebenstehenden  Figur. 

Sind   die  Functionen   U  und  V  von  solcher        /^  v  \  ^r/ 

Beschaffenheit,  dass  sie  den  ihnen  auferlegten  Be- 
dingungen auch  dann  noch  entsprechen,  wenn  man 
die  äussere  Begrenzungsfläche  0  nach  allen  Seiten       \^^  ^^ 

hin  sich  mehr  und  mehr  ausdehnen,  und  schliess- 
lich in  eine  Kugelfläche  von  unendlich  grossem  Badius  B  übergehen 
lässt,  so  wird  während  dieses  Processes  die  Formel  (B.)  fortdauernd 
in  Kraft  bleiben,  und  schliesslich  die  Gestalt  annehmen: 

ffJ\vAr-rAU)ci.,iyä.  =  +f{v  i^  -  r'^'i),io 

über  den  Raum  zwischen  0  und  i^ 


-f{u^-v§)"^- 


Setzt  man  nun  voraus,  dass  das  über  die  Elemente  do  jener  unendlich 
grossen  Kugelfläche  ausgedehnte  Integral  einen  bestimmten  endlichen 
Werth  habe,  etwa  =  K  sei,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 


*;  Bei  dieser  Addition  werden  sich  die  den  Zerlegungs/lächen  entsprechenden 
Integraltheile  | ähnlich  wie  früher,  Mote  jjg.  Iü7j  wiederum  gegcnsdUif  aufheben; 
wie  bich  solches  mittelst  des  Satzes  pg.  195  leicht  ergiebt. 
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Dritter  Satz.  —  Versieht  man  unier  Q  eine  geschlossene  Fläche, 
feiner  unter  U  =  V{x,  y,  z)  und  V=  V(x,  y,  s)  zwei  gegebene  Functionen, 
und  setzt  man  voraus,  dass 

jj      oU        cU        dU_  oV        dV        dV 

^'     ex  '     oy  '      dz      ^"''^^     ^ '      dx  '     dy  '      dz 

im  Ausscnraume  von  Q  überall  stetig  sind,  so  gilt  die  Formel: 
(C.)   fJJiUAV  -  VA  U)dxdydz  =  K  -J  [u  ^  -  V  ^)  dco, 

über  den  Ausscuraiun  von  '' 

tvo  V  die  äussere  Normale  der  Fläehe  Q.  vorstellt  [vgl.  die  vorhergehende 
Figur]. 

Dabei  hat  K  den  Werth: 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  da  einer  um  irgend 
welchen  FunJct  [z.  B.  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems]  mit 
unendlich  grossem  Radius  R  beschriebenen  Kugelfläche. 

In  gewissen  Fällen  ist  der  Werth  von  K  leicht  angebbar.  Es  sei 
z.  B.  Z7=Const.,  etwa  =  1,  und  V  dasjenige  Potential,  welches  auf 
den  variablen  Punkt  {x,  y,  z)  ausgeübt  wird  von  irgend  welchen  im 
Endlichen  liegenden  festen  Massen  31.  Für  unendlich  ferne  Punkte 
{x,  y,  z)  wird  alsdann  dieses  Potential  V  von  derselben  Beschaffenheit 
sein,  als  wäre  jene  Masse  M  in  einem  einzigen  Punhte  concentrirt; 
wobei  es  einerlei  ist,  ob  man  zu  diesem  Concentrationspunkte  den 
Schwerpunkt  der  Massen  31,  oder  irgend  welchen  andern  in  der  End- 
lichkeit liegenden  Punkt  auserwählt*). 

Nimmt  mau  zu  diesem  Concentrationspunkte  den  Mittelpunkt  der 
vorhin  genannten,  mit  unendlich  grossem  Radius  R  beschriebenen 
Kugelfläche,  so   wird   das  Potential  V  für  solche  Punkte  {x,y,z),   die 

M 
auf  dieser  Kugelfläche  liegen,  den  Werth  -^  haben.     Substituirt  man 

aber  diesen  Werth 

und  den  hieraus  entspringenden  Werth 

rt.  dV  M 

in  (C),  und  beachtet  man,  dass  U  =  1,  mithin  -jjr  =  ^^  sein  sollte, 
so  erhält  man: 


*)  Wir  werden  übrigens  später  [in  §  4  pg.  207]  zeigen,  wie  man  diese  Be- 
trachtungsweise, die  sich  weiterhin  mehrfach  wiederholen  wird,  durch  ein  völlig 
strenges  Verfahren  zu  ersetzen  im  Stande  ist. 
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oder,   weil    /  do  =  47tl{'  ist: 

(c.)  K=  —  47c3I. 

Demgemäss  gewinnt  der  allgemeine  Satz  (C),  (C.)  im  gegenwärtigen 
Falle  folgende  Gestalt: 

Vierter  Satz.  —  ^6-  sei  Q  eine  geschlossene  Fläche.  Ferner  sei 
V=  V{x,  y,  z)  dasjenige  Potential,  tvelches  auf  den  variablen  Punkt  {x,  y,  z) 
ausgeübt  ivird  von  irgend  ivelchen  im  Endlichen  liegenden  Masse^i  31. 
Ueberdies  sei  vorausgesetzt,  dass 

y      dV        dV        dV 
'     dx  '     dy  '      dz 

im  Äiissenraiitne  von  Q  überall  stetig  sind.    Alsdann  gilt  die  Formel: 
{Ca.)  fffAVdxdyds       =  —  47t 31  -f^  da , 

über  den  Ausseurauin  von  i' 

WO  V  die  äussere  Normale  der  Fläche  Q.  vorstellt. 

Bemerkung.  —  Sollten  die  3Iassen  31  zufälliger  Weise  vollständig 
inner Jialb  Q  liegen,  so  würde  AF  [Satz  (6.)  pg.  9]  im  Aussenranme 
von  Q  überall  =  0  sein,  mithin  die  linke  Seite  der  Formel  (Ca.J  eben- 
falls =  0  sein. 

Wir  wollen  jetzt  ferner  den  allgemeinen  Satz  (C),  (C)  auf  den 
Fall  in  Anwendung  bringen,  dass  die  Functionen  JJ  und  V  beide  Poten- 
tiale sind.  Es  sei  nämlich  U  das  Potential  irgend  welcher  Massen  31^ , 
und  V  das  Potential  irgend  welcher  andern  Massen  JCj.  Auch  sei 
vorausgesetzt,  dass  all'  diese  Massen  iHf^  und  31^  im  Endlichen  liegen. 
Alsdann  erhält  n\an  folgende  mit  den  früheren  Formeln  (a.),  (6.)  ana- 
loge Formeln: 


ao 

u= 

B    '                 ^  ~ 

B    ' 

(g.) 

dU 
dB  ~ 

M,            dV 

B'   '        dB  ~~ 

B^-   ' 

so  dass 

also 

die 

Formel 

(C.)  übergeht  in: 

K=  - 

-M,3lJ{-^- 

-  ji.)do, 

d.  i.  in: 

Demgemäss *j  nimmt  also  der  Satz  (C.j,  (C.)  im  gegenwärtigen  Falle 
folgende  Gestalt  an: 


*)  Auch  diese  Betrachtungöweise   kann  iluich  eine  strenperc  ersetzt  werden 
[vgl.  den  §  4  pg.  207]. 
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Fünfter  Satz.  —  I'Js  sei  Q  eine  geschlossene  Fläelic.  Ferner  seien 
U  =  U{x,y,z)  und  V=  V{x,y,£)  die  Potentiale  siveier  Massensystemc 
Ml  und  J/j,  deren  jedes  im  Endliehen  liegt.  Vehe^'dies  sei  voraus- 
gesetzt, dass  ^ 

u    IE.    1^     IE    t  i   V    ^^     ^    — 

^     dx  '     dy  '      dz  '      ex  '     dy  '      dz 

im  Änssenraume  von  Q  iiherall  stetig  sind.    Alsdann  gilt  die  Formel: 

^^/^•)  fff^^^^^-  ^^  U)dxdydz  =  -f{u  4^  -  F  4^)  dco,     ■ 

über  duu  Aussenrauin  von  « 

tvo  V  die  äussere  Normale  'der  Fläche  Q  vorstellt. 

Bemerkung.  —  Sollten  zufälliger  }Veise  die  Blassen  Systeme  M^  und 
M.^  vollständig  innerhall)  Q  liegen,  so  ivürde  die  linlce  Seite  der  vor- 
stehenden Formel  offenbar  =  0  sein. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  die  Sätze  (Aa.)  und  (Ca.)  auf  einen 
besonders  einfachen  Fall  in  Anwendung  bringen.  Es  sei  nämlich  V 
das  Potential  irgend  welcher  Massen  M.  Liegen  diese  Massen  M 
ausserhalb  einer  gegebenen  geschlossenen  Fläche  Q,  so  ergiebt  sich 
aus  (Aa.),  falls  man  die  dortigen  Buchstaben  0,  o,  n  durch  Q,  co,  v 
ersetzt: 

jl  AVdxdydz      =J  -r-da, 

über  den  Iiiuciirauin  von  '' 

also,  weil  die  Massen  31  ausserhalb  Q  liegen  sollen,  mithin  AV  inner- 
halb Q  überall  =0  ist: 

Liegen  andererseits  die  Massen  M  innerhalb  Q,  so  folgt  aus  (Ca.): 
ff  AVdxdydz      =  —  4n3I  -  f  ^  dcj , 

über  den  Aussenrauin  von  *' 

also,  weil  die  Massen  M  innerhalb  Q  liegen  sollen,  mithin  AV  ausser- 
halb Q  überall  =0  ist: 
(t).)  0=  -4:^31 -f^da>. 

Diese  Formeln  (j.),  (l;.)  enthalten  folgenden  Satz: 

Sechster  Satz.  —  Versteht  man  unter  V  das  Potential  irgend  tvelehcr 
Blassen  M,  so  ivird  das  über  alle  Elemente  da  einer  geschlossenen  Fläeh< 
Q.  ausgedehnte  Integral 

=  0  sein,  falls  die  Massen  M  vollständig  ausserlialh  ß  liegen,  hi)igegcii 
=  —  ^ttM  sein,  falls  dieselben  vollständig  innerhalb  Q  sich  bcfindot. 
Dabei  bezeichnet  v  die  äussere  Normale  der  Fläche  Q. 
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Lässt  man  schliesslich  die  gegebenen  Massen  31  sich  reduciren 
auf  einen  einzigen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  Eins,  so  geht 
dieser  Satz  in  folgenden  über: 

Siebenter  Satz.  —  Bezeichnet  man  die  einseinen  Elemente  einer  (je- 
schlossencn  Fläche  Q  mit  da,  und  die  Ahstände  dieser  Elemente  da  von 
irgend  einem  festen  Pimlde  (a,  h,  c)  mit  E,  so  ivird  das  über  Q  aus- 
gedehnte Integral 

(E.) 

=  0  sein,  falls  der  Punld  {a,  h,  c)  aiisserhalh  Q  liegt,  hingegen 
=  —  4;r  sein,  falls  (a,  b,  c)  innerhalb  Q  sich  befindet.  Dabei  be- 
zeichnet V  die  äussere  Normale  der  Flüche  Q. 

Bemerkung.  —  Man  kann  übrigens  diesen  letzten  Satz  leicht  direct 
beweisen.      Der    unter    dem    Integral    stehende    Ausdruck    ist    nämlich 
folgendermassen  darstellbar: 
1 


d 


E 


dv 


j  1     dE   -,  1    (dE  dx    ,    dE   dy    ,    dE  dz\  -, 

E^    dv  E'  \dx    dv    '  cy    dv    '  dz    dv  J        ' 

wo  {x.  y,  s)  die  Coordinaten  des  Elementes  da  vorstellen,  so  dass  also 
E'^  =  {x  —  «)'"  -{-  ig  —  b'f  -\-  (z  —  cf  ist.    Hieraus  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (a.)  pg.   194: 
1 


d 


E 


da  =  -\-  ^2  y-^  <ios  (v,  X)  -j-  ^-^  cos  {v,  y)  +  ^—g^  cos  (v,  z)j  da , 


dv    "^^  '    E^  \    E 

oder,  was  dasselbe  ist: 

d 
(u.) 


da  =  + 


cos  ■9'  •  di 


dv     "*^  '  E^         ' 

wo  d-  denjenigen  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem  die  von  (x,  y,  s), 
d.  i.  von  da  nach  («,  b,  c)  laufende  Kichtuug  E  gegen  die  Normale  v 
«enei^ct  ist.     Hieraus  fol<>t  sofort: 


d 


E 


(v.)  — , —  da  =  -\-  do  , 

^    ^  dv  '  ' 

wo  do  die  Oeffnung  des  von  (a,  b,  c) 
nach  der  Peripherie  von  da  gelegten 
Kegels,  d.  i.  dasjenige  Fläclienelement 
vorstellt,  welches  dieser  Kegel  aus 
einer  um  {a,  b,  c)  mit  dem  Kadius 
Eins  beschriebenen  Kugelfläche  aus- 
schneidet. 


.do 


L,- 
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Diese  Füniielu  (u.),  (v.)  gelten  indessen  nicht  allgemein.  Hat 
nämlich,  während  sonst  alles  beim  Alten  bleiben  soll,  die  Normale  des 
Elementes  da  die  entgegengesetzte,  in  der  Figur  mit  v  bezeichnete 
Richtung,  so  erhält  man,  statt  (u.),  folgende  Formel: 

d  — 
/    ,  s                                          Et.     cos  %•'  ■  dta 
(u  .)  -ä,.-  dco  =  + ^, , 

wo  %"'  den  Winkel  von  E  gegen  v'  vorstellt.  Dieser  Winkel  d-'  ist 
aber  stumpf]  und  =  Jt  —  &,  mithin  cos  %•'  =  —  cos  %:  Und  demgemäss 
folgt  aus  (u'.): 

(V  .)  -^^-r~  d(0=    -do, 

WO  do  genau  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin,  in  (v.). 

Man  kann  dieses  do  die  scheinbare  Grösse  des  Elementes  dco  für 
einen  in  (a,  h,  c)  befindlichen  Beobachter  nennen;  und  alsdann  den  In- 
halt der  beiden  Formeln  (v.)  und  (v'.)  in  folgenden  Satz  zusammen- 
fassen : 

Satz.  Bezeichnet  E  den  Abstand  des  Pimläes  («>  b,  c)  vom  Flächen- 
elemente da,  und  v  eine  bestimmte  Normale  dieses  Elementes,  so  wird 

(w.)  — 5 —  da  =  -h  do 

^    ■'  dv  — 

sein,  wo  do  die  scheinbare  Grösse  des  Elementes  dco  für  einen  in 
(a,  h,  c)  befindlichen  Beobachter  bezeichnet.  Dabei  ist  das  Zeichen  -f-  oder 
—  zu  nehmen,  je  nachdem  der  Punkt  (a,  b,  c)  und  die  Normale  v  auf 
derselben  Seite  des  Elementes  dco,  oder  auf  verschiedenen  Seiten  des- 
selben gelegen  sind. 

Unter  Zugrundelegung  dieses  einfachen  »Satzes  (w.)  ergiebt  sich 
nun  der  eigentlich  zu  beweisende  Satz  (E.)  durch  unmittelbare  geome- 
trische Anschauung;  was  weiter  auszuführen  überflüssig  sein  würde. 

§  3. 

Sich  anschliessende  Sätze. 

Ausserhalb  der  geschlossenen  Fläche  0  seien  irgend  welche  Massen 
31  gegeben,  und  das  Potential  dieser  Massen  auf  den  variablen  Punkt 
(x,  y,  z)  sei  mit  W  bezeichnet.  Alsdann  wird  der  Satz  (A.)  pg.  198 
sofort  anwendbar  sein  auf 

U=l      und      V=^: 
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wodurch  man  erhält: 

über  den  Iiiueuranm  von  O 

Die  Massen  M  sollen  aber  ausserhalb  0  liegen.  Demgemäss  wird  A  W 
innerhalb  0  überall  =  0  sein,  so  dass  also  in  der  vorstehenden  Formel 
das  mit  AW  behaftete  Glied  verschwindet,  mithin  folgendes  Resultat 
entsteht: 

Erster  Satz.  —  Versteht  man  unter  M  irgend  welche  Massen,  die 
ausserhalb  der  gesclilossenen  Fläche  0,  oder  auch  auf  derselben  sich 
befinden,  so  gilt  für  das  von  diesen  blassen  M  auf  einen  variablen  Punkt 
{x,  y,  z)  ausgeübte  Potential  W  die  Formel: 

(«■)  ff/mr + {"^r + i^m  "-'y"^ =/  "'^ '"" 

über  den  Innenraum  von  0 

WO  n  die  äussere  Normale  der  Fläche  0  vorstellt 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das  Potential  W  sei  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  es  für  alle  auf  der  Fläche  0  liegenden  Punkte  vcr- 
schwindet.  Alsdann  verschwindet  in  (Sl.)  die  rechte  Seite,  mithin  auch 
die  linke.    Aus  dem  Verschwinden  dieser  linken  Seite  folgt  sofort,  dass 

cW        dW        dW 

8x  '       dy    '       dz 

innerhalb  0  überall  =  0  sind,  dass  mithin  W  selber  innerhalb  0  con- 
stant  ist.  Der  Werth  dieser  Constanten  kann  aber,  weil  W,  nach 
unserer  Voraussetzung,  auf  0  verschwindet,  kein  anderer  als  0  sein; 
so  dass  wir  also  zu  folgendem  Resultate  gelangen: 

Zweiter  Satz.  —  Bezeiclmet  0  eine  geschlossene  Fläche,  ferner  W 
das  Potential  irgend  welcher  Massen  M,  die  theils  ausserhalb  0,  theils 
auf  0  ausgehreitet  sind,  und  nimmt  man  an,  dass  dieses  Potential  W  auf 
0  überall  =  0  ist,  so  wird  dasselbe  auch  innerhalb  0  allenthalben 
=  0  sein. 

Um  den  Satz  zu  verallgemeinern,  stellen  wir  uns  die  Aufgabe, 
das  Potential  W  irgend  welcher  theils  ausserhalb  0,  theils  auf  0  aus- 
gebreiteter Massen  31  für  den  Fall  zu  untersuchen,  dass  der  Werth 
dieses  Potentials  auf  0  nicht  =  0,  sondern  =  k  ist,  wo  k  irgend  welche 
Constante  vorstellen  soll. 

Man  construire  eine  die  Fläche  0  umschliessende  Ilülfskugelfläche 
(/  vom  Radius  Ä',  und  denke  sich  diese  Kugelfläche  gleichförmig  mit 
Masse  belegt,  und  zwar  der  Art,  dass  die  Gesammtmasse  31'  der  Be- 
legung  =  —  kÄ'   ist,   wo  k  jene   gegebene  Constante   vorstellen   soll. 
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Das  Potential  W  dieser  Belegung  31'  besitzt  alsdann  in  Bezug  auf 
alle  Punkte  innerhalb  0',  mithin  z.  B.  auch  in  Bezug  auf  alle  Punkte 
auf  und  innerhalh  0,  ein  und  denselben  constanten  Werth,  nämlich  den 

Werth*):  ^^  =  -1-. 

Demgemäss  repräsentirt  die  Summe  W  -\-  W  ein  Potential,  dessen 
erzeugende  Massen  M,  M'  flieils  auf\  tlieils  ausscrhaU)  0  liegen,  und 
dessen  Werth  auf  0  überall  =  Je  —  k  =  0  ist,  —  also  ein  Potential, 
welches,  nach  dem  vorhergehenden  Satze,  auch  hmcrhaJh  0  überall 
=  0  sein  muss.  Mit  andern  Worten:  Man  gelangt  zu  dem  Resultate, 
dass  W  innerhalb  0  überall  =  —  W,  d.  i.  =  +  Je  ist,  also  zu  folgen- 
dem Satze: 

Dritter  Satz.  —  BemcJmet  0  eine  (jescJüossene  FlücJie,  fenw  W  das 
Potential  irgend  welcJier  Massen  M,  die  tJicils  ausser Jialh  0,  tJieils  auf 
0  ausgehreitet  sind,  und  nimmt  man  an,  dass  dieses  Potential  auf  0 
constant,  etwa  =  Ji  ist,  so  tvird  dasselbe  aucJi  inner Jialb  0  überall 
=  Je  sein. 

Wir  gehen  über  zu  anderen  Betrachtungen,  die  den  soeben  an- 
gestellten ziemlich  parallel  stehen.  —  InnerJialb  der  geschlossenen 
Fläche  Q.  seien  irgend  welche  Massen  31  gegeben;  und  das  Potential 
dieser  Massen  auf  den  variablen  Punkt  {x,y,z)  sei  mit  11^  bezeichnet. 
Alsdann  wird  der  Satz  (C),  (C.)  pg.  200  anwendbar  sein  auf 

U=l      und      F=^; 
wodurch  man  erhält: 


über  den  Ausseiiraum  von  " 


K  —  /    W  —r    ^' " 

»/  UV 


dabei  hat  alsdann  K  die  Bedeutung: 

(2.)  K^fw%ä„, 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  do  einer  um 
irgend  welchen  Punkt  mit  dem  uncndUcJi  grossen  Radius  R  beschriebeneu 
Kugelfläche, 

Das  Element  do  ist  also  unendlicJi  fern,  folglich  ist  der  Werth  des 
Potentials  W  in  diesem  Elemente  do  folgendermassen  darstellbar: 


*)   Vgl.   die  Formel  (y.)   pg.  172,   und  überdies  auch  die  Erläuterungen  am 
Schlüsse  dieses  Werkes. 
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[vgl.  (a.)  pg.  20C)|.     Hieraus  folgt: 

dW  __  _   31 
dli   ~~  R-  ' 

Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (2.): 

(3.)  7l  =  —  ^J,  filo, 

also,   weil  J da  =  4jri?-  ist: 

(4.)  i:  =_!-€:, 

also,  weil  R  =  oo  ist: 

^ö.)  K  =  0. 

Beachtet  man  nun,  dass  die  Massen  M  innerhalb  Q.  liegen  sollen,  dass 

mithin   in   (1.)   das   mit  ATF  behaftete  Glied  verschwindet,   so  gelangt 

man  auf  Grund  der  Formeln  (1.)  und  (5.)  zu  folgendem  Satze: 

Vierter  Satz.  —  Versteht  man  unter  M  irgend  welche  Massen,  die 
innerhalb  der  geschlossenen  Fläche  Q,  oder  vielleicht  auch  auf  derselben 
sich  befinden,  so  gilt  für  das  von  diesen  Blassen  auf  einen  variablen  Punkt 
{x,  y,  z)  ausgeübte  Potential  W  die  Formel: 

(«■)  fff  m + ßir + m]  ''-^^'^^ = -/  ^y  z  '"^ . 

über  (leu  Ausseuraum  vou  ' ' 

WO  V  die  äussere  Normale  der  Fläche  Q.  vorstellt. 

Dieser  Satz  führt ,  falls  man  annimmt,  W  sei  auf  der  Flüche  Q 
überall  =  0,  zu  ähnlichen  Folgerungen,  wie  sie  sich  vorhin  aus  dem 
ersten  Satze  ergaben,  so  dass  man  also  zu  folgendem  weiteren  Satze 
gelangt: 

Fünfter  Satz.  —  Bezeichnet  Q.  eine  geschlossene  Fläche,  fernem-  W 
das  Potential  irgend  tvdclier  Massen  31,  die  theils  innerhalb  Q,  theils 
auf  Q  ausgebreitet  sind,  und  setst  man  voraus,  dass  dieses  Potential  auf 
Q  überall  =  0  ist,  so  ivird  dasselbe  aucli  ausserhalb  Q  allenthalben 
=  0  sein. 

§  4. 

Angabe  einer  strengeren  Methode  für  gewisse  in  den  beiden  letzten 
Paragraphen  angestellte  Betrachtungen. 

Wir  haben  früher  [pg.  200J  das  über  eine  KugelHiiche  0  von  un- 
endlich  grossem  Uadius  li  ausgedehnte  Integral 
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für  den  Fall  berechnet,  dass  f 7  =  1  ist,  und  V  das  Potential  irgend 
welcher  endlicher  Massen  M  vorstellt.  Wir  wollen  tjegenwärtig  zur 
Berechnung  dieses  Integrals  eine  strmgei'c  Methode  einschlagen,  indem 
wir  dabei  den  Radius  li  zunächst  als  endlicli,  dabei  aber  als  so  gross 
uns  denken,  dass  jene  Massen  M  vollständig  imierhalh  der  Kugelfläche 
0  liegen. 

Da   U  ="  \  sein  soll,  so  reducirt  sich  die  Formol  (1.)  auf: 

(2.)  J^=f^1o- 

Betrachtet  man  die  innerhalb  0  liegenden  Massen  31  als  ein  System 
einzelner  Massenpunkte  m^,  m.^,  .  .  .  nij/,  so  ist: 

^    m 

(3.)  ^=^-^' 

WO  E/t  den  Abstand  des  variablen  Punktes  (x,  y,  z)  von  mi,  vorstellt. 
Man  führe  nun  ein  Polarcoordinatensystem  ein,  dessen  Anfangs- 
punkt im  Centrum  der  Kugelfläche  0  liegt,  und  denke  sich  den  variableu 
Punkt  {x,  y,  z)  auf  dieser  Kugelfläche  gelegen.  Demgemäss  bezeichne 
man  die  Polarcoordinaten  der  Punkte  {x,  y,  z)  und  mu  resp.  mit  {R,  fi,  (p) 
und  (?'/,,  fi/,,  qp/,).     Alsdann  ist  r,,  <  R,  also  [vgl.  pg.  46]: 

WO  }>/,  die  gegenseitige  Neigung  der  beiden  Richtungen  (^j  (p)  und 
ifi/n  fph)  repräseutirt.     Somit  folgt  aus  (3.): 

(4.)  F=  JZl^Ll^ 

wo  alsdann  Yn{}i,  cp)  und  insbesondere  Y^^ifi,  (p)  die  Bedeutungen  be- 
sitzen: 

ir 

(5.)  Yn  ill,  cp)  =  ^  \t}h  n"  Pn  (cos  y/,)]  , 

(6.)  YJfi,  cp)  =  2  bM  =  M- 

A  =  l 

dabei  bezeichnet  Jf  die  Gesammtmasse  des  gegebenen  Systems  w,  ,m.,,...mii. 
Die  Function  P„(cosy/,)  ist  eine  Kugdfunction  w*"'  Ordmmg  von  ii,cp. 
Gleiches  gilt  daher,  nach  (5.),  auch  von   Yn{^,  qp}. 

Substituirt  man   nun   in   (2.)  für  V  den  Werth   (4.),   und   gleich- 
zeitig für  do  den  bekannten  Ausdruck  R^dfidtp,  so  erhält  mau: 

(7.)     ^»-//(i^n^^O"""- 

l    Q  n  =  0  -Li  ' 
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Das  Integral 

+  1   in 

J      j     Yn{^,  (p)(l^((cp 
—  1      0 

ist  aber  [vgl.  (Ta.)  pg.  77 1  stets  =  0,  ausser  für  n  =^  0.    Somit  folgt 
aus  (7.): 

(8.)  K=—   f  f  }'„  (^,  (p)  d  ^i  d(p  , 

—  1      0 

also  mit  Rücksiclit  auf  (G.): 

(9.)  K=  —  A%M. 

Diese  Formel  wird  offenbar  gültig  bleiben,  wenn  man  nachträglich 
<len  Radius  II  noch  weiter  vergrössert,  z.  B.  ins  Unendliche  anwachsen 
lässt;  so  dass  wir  hier  also  zu  genau  demselben  Resultate  gelangt 
sind,  wie  früher  auf  pg.  201  in  (c.)  —   Q.  e.  d. 

In  genau  derselben  Weise  kann  man  einen  strengeren  Beweis 
liefern    für   die  Formel    (^.)    pg.  201    und  für  die  Formel  (5.)  pg.  207. 

§  f). 

Beweis  dafür,  dass  der  elektrische  Gleichgewichtszustand  durch  die 

aus  der  Theorie  abgeleiteten  Formeln  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wirken  auf  einen  isolirten  Couductor,  der  mit  der  gecjchenen  Elek- 
tricitiitsmeuge  M  geladen  ist,  von  Aussen  her  Kräfte  ein,  deren  Poten- 
tial F  ebenfalls  gegeben  ist,  so  gelten  für  die  wibeJcannte  Dichtigkeit  s 
der  auf  dem  Conductor  entstehenden  elektrischen  Belegung  die  beiden 
Gleichungen  [vgl.  pg.  IGl]: 

(1.)  fsdo  =  M, 

(2.)  F^+f^'-^G, 

wo  G  eine  noch  vnheJcannte  Constante  bezeichnet. 

Es  fragt  sich,  oh  s  und  G  durch  diese  heiden  Glcichimgen  eindeutig 
bestimmt  sind.  Um  hierauf  näher  einzugehen,  wollen  wir  einstweilen 
annehmen,  die  Gleichungen  (1.),  (2.)  Hessen  0tvei  Lösungen  zu:  £,  G 
und  f',  G',  und  die  Cousequenzen  untersuchen,  welche  aus  einer  solchen 
Annahme  sich  ergeben. 

Denkt  man  sich  in  jenen  Gleichungen  (1.),  (2.)  successive  die 
Lösung  f,  G  und  die  Lösung  e',  G'  substituirt,  und  die  so  entstehenden 
Formeln  von  einander  subtrahirt,  so  erhält  man: 

F.  Neumauu,  Vorl.  üb.  das  i'ütential.  J4 
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(3.)  /{£  —  s')do  =  0, 

(4.)  Tr.=/ii^^  =  (G-G'), 

wo  Wi  als  Abbreviatur  dicneu  soll  für  die  linke  Seite  der  letzten 
Gleichung.  Dieses  Tl',  reprüsentirt  alsdann  offenbar  das  Potential  der 
Oberflächenbelegung  (s  —  «')  auf  Punkte  ?  inncrliaJlj  des  Conduetors. 
Bezeichnet  man  das  Potential  dieser  selben  Oberflächenbelegung  auf 
Punkte  a  ausserhalb  des  Conduetors  mit  Wa,  so  ist  bekanntlich  [vgl. 
(12.)  pg.  173  und  (11.)  pg.  171]: 

Wa=Wi,       und 


— -r—  =  —  471U  —  £  )  , 

dn  dn  ^  ^ ' 

wo  n  die   äussere  Normale   der  Conduetoroberfläehe   0   vorstellt,  und 

£  —  f'  den  Werth  von  s  —  e'  im  Fusspunkte  dieser  Normale  bezeichnet. 

Diese  beiden  Relationen  sind,  weil  TF,  [nach  (4.)]  constant,  =  G  —  G' 

ist,  auch  so  darstellbar: 

(5.)  Wa=Wi=G  —  G', 

(6-)  ■         ^  =  -M^-0- 

Bringt  man   nun    den  Satz  (©.)  pg.  207  auf  das  Potential   TF«  in 
Anwendung,  so  folgt: 

('■)  fssm + ^^ + (-m  ^-^y--  -f  -'^  ""■ 

über  den  Aiissounium  des  Conduetors 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  ist  aber  nach  (5.)  und  (G.) 

=  -f  4n{G  —  G')  /  (f  —  i')do, 

also  nach  (3.) 

=  0. 

Folglich    wird    die    linlie  Seite    der   Formel    (7.)    ebenfalls    ==  0    sein. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass 

dw^       dw^      cw^ 

dx    '        cy    "*        dz 
im   Aussenraume   des   Conduetors   überall   verschwinden   müssen,    dass 
also  Wa  selber  in  diesem  Aussenraume  constant  sein  muss.    Demgemäss 
ergiebt  sich  aus  (G.):  f  —  t'  =  0,  d.  i. 
(8.)  e  =  a\ 

und  sodann  aus  (4.): 
(9.)  G  =  G' . 
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Die  zu  Anfang  gemachte  Supposition,  dass  die  Gleichungen  (1.),  (2.) 
zwei  Lösungen:  s,  G  und  e,  G'  besitzen,  führt  also  mit  Nothwendig- 
keit  zu  dem  Resultate,  dass  diese  beiden  Lösungen  'ioiter  einander  iden- 
tisch sind,  dass  also  in  Wirklichkeit  nur  eine  Lösunff  existiren  kann. 
Also  der  Satz: 

Erstes  Theorem.  —  Wirlm  auf  einen  isolirten  Condnctor,  der  mit 
der  gcgchenen  Eleldricitätsmenge  31  geladen  ist,  von  Aussen  her  Kräfte  ein, 
deren  Potential  F  ebenfalls  gegeben  ist,  so  gelten  für  die  unbelcannte 
Bichtigl'eit  s  der  auf  dem  Conductor  entstehenden  elektrischen  Belegung  die 
Gleichungen  r* 

-^  l   £d0  =  31, 

Fi+  j  ^  =  Const., 

wo  unter  Const.  eine  noch  iinbehannte  Constante  zu  verstehen  ist. 

Und  zwar  ivird  e  durch  diese  beiden  Gleichungen  eindeutig  be- 
stimmt sein.  Ist  also  eine  Function  e  gefunden,  die,  in  Verbindung  mit 
irgend  ivelcher  Const.,  den  beiden  Gleichungen  entspricM,  so  icird  man 
sicher  sein,  dass  diese  Function  e  ivirldich  diejenige  Belegung 
repräsentirt,  welche  unter  den  gegebenen  Umständen  eintritt. 

Mit  gleicher  Leichtigkeit,  oder  vielmehr  noch  einfacher,  gelangt 
man  zu  folgendem  zweiten  Satze: 

Zweites  Theorem.  —  Wirken  auf  einen  zur  Erde  abgeleiteten 
Conductor  von  Aussen  her  Kräfte  ein,  deren  Potential  F  gegeben  ist, 
so  gilt  für  die  unbekannte  Dichtigkeit  s  der  auf  dem  Conductor  ent- 
stehenden elektrischen  Belegung  folgende  Gleichung: 

ai.)  i^,+  /^^  =  o,  [vgl.  pg.  iGi]. 

Und  zivar  ivird  s  durch  diese  Gleichung  eindeutig  bestimmt  sein. 
Ist  also  eine  dieser  Gleichung  Genüge  leistende  Function  s  gefunden,  so 
wird  man  sicher  sein,  dass  diese  Function  s  wirklich  diejenige 
Belegung  repräsentirt,  tvelche  unter  den  gegebenen  Umständen 
eintritt. 

Aus  der  Gleichung  (IL)  ergiebt  sich  nämlich,  falls  man  zwei 
Lösungen:  e  und  a'  voraussetzt,  folgende  Formel: 

(«  — £')(Z0 


Tr,.=/ 


E,        =0, 

WO    Wi  nur   als   Abbreviatur  dienen   soll   zur  Bezeichnung   der  linken 
Seite.     Hieraus  folgt  weiter: 

Und  hieraus  ergiebt  sich,  falls  man  wiederum  die  Formol  (7.^  anwendet, 

11* 
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dass  die  rechte  Seite  dieser  Formel  voschicindet.  Folglich  wird  die  linh 
Seite  derselben  ebenfalls  verschwinden,  mithin  W,,  im  Aussenraume  des 
Conductors  constant  sein.     Und  demsemiiss  wird  die  der  Gleichung 


—j —  =  —  4n(£  —  £') 

an  ^  ■' 

unterworfene  Differenz  (e  —  s')  den  Werth  Null  haben.  —    Q.  c.  iL 

Schaalenförmiger  Conductor.  —  Wirken  auf  einen  isolirten  schaalen- 
f()rmigen  Conductor,  der  mit  der  gegebenen  ElfMricitätsmenge  M  geladen 
ist,  irgend  welche  Kräfte  ein,  die  ihren  Sitz  theils  im  Aussenraume, 
theils  im  innern  Hohlräume  des  Conductors  haben  können,  so  wird  nach 
Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  freie  Elektricität  nur  an  den  beiden 
OherjUichen  0  und  Q  des  Conductors  anzutreffen  sein,  wie  sich  solches 
aus  der  früher  dargelegten  allgemeinen  Theorie  ohne  Weiteres  ergiebt. 
Auch  wird  zur  Zeit  des  Gleichgewichts,  wie  ebenfalls  aus  jener  Theorie 
folgt,  das  elektrische  Gesammtpotential  in  Bezug  auf  alle  innern  Punkte 
des  Conductors,  d.  i.  in  Bezug  auf  alle  zivischen  0  und  Q  gelegenen 
Punkte,  constant  sein.  Demgemäss  ergeben  sich  für  die  Dichtigkeiten 
s  und  rj  der  auf  0  und  Q  entstehenden  elektrischen  Belegungen  folgende 
Gleichungen: 

(1.)  Csilo  -\-  fyida  =  M, 

(2.)  F,+  fi^  +  f^-^  =  G, 

i  i 

wo  G  eine  noch  unhclcannte  Constante  vorstellt.  Dabei  repräsentirt  / 
jeden  beliebigen  Punkt  des  Conductors,  d.  i.  jeden  beliebigen  Punkt 
zwischen  0  und  Q,  und  Fi  das  von  jenen  gegebenen  Kräften  auf  i 
ausgeübte  Potential.  Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  mag  0  als  die 
äussere,  mithin  Q  als  die  innere  Begrenzungsfläche  des  Conductors  ge- 
dacht werden. 

Wir  legen  uns  mm  die  Frage  vor,  oh  s,  rj,  G  durch  die  Gleichungen 
(1.),  (2.)  eindeutig  bestimmt  sind.  Um  hierauf  näher  einzugehen, 
wollen  wir  einstweilen  annehmen,  die  Gleichungen  (1.),  (2.)  Hessen 
uwei  Lösungen  zu:  £,  ^,  G  und  e,  rf,  G',  und  die  Consequenzen  ent- 
wickeln, welche  aus  einer  solchen  Annahme  entspringen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  (1.),  (2.)  successive  die  eine 
und  die  andere  Lösung  substituirt,  und  die  so  entstehenden  Formeln 
von  einander  subtrahirt,  so  erhält  man: 

(3.)  f{e  -  i')do  +  f{ij  -  ri')dco  =0, 

(4.)  Wi  =f^'^^  +  f^'  -;i'''"'  =  Tr  -  G', 
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wo    das    zugefügte    TV,    iHir   als    Abbreviatur   dienen    soll    l'ür   die   rnilc 
Seite  der  Formel. 

Dieses  Wi  repräsentirt  alsdann  offenbar  das  Potential  der  beiden 
Belegungen  (^  —  s)  und  (»/  —  */)  auf  beliebige  Punkte  i  zicischen  0 
und  Q.  Bezeichnet  man*)  das  Potential  der  nämlichen  beiden  Be- 
legungen auf  Punkte  a  ausserhalb  0,  und  auf  Punkte  a  imicrliaUj  Q. 
respective  mit  TF„  und  W»,  so  ergeben  sich,  auf  Grund  bekannter  Sätze 
[vgl.  (12.)  pg.  173  und  (11.)  pg.  171],  einerseits  die  Formeln: 

Wa=Wi       und        Wa=Wr, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (4.)  entsteht: 

(5.)  Wa=Wa=   Wi  =  (G  -  G'); 

und  andererseits  auch  folgende  Formeln: 


(G.) 


n.) 


dW„ 


du 
dv 


-  =  —  Anis  —  e), 


+  47r(T?  —  Yi), 


wo   n   die  äussere  Normale   von  0,    und  v  die  äussere  Normale  von  Q 
vorstellt  [vgl.  die  FigurJ.  ' 


Bringt  man  jetzt  die  Sätze  (S.)  pg.  207  und  (%)  pg.  205  respective 
auf  die  Potentiale    Wa  und    Wu  iu  Anwendung,  so  ergiebt  sich: 


über  den  AuäseDruum  von  " 


*)  Es  werden  hier  sämnitliche  rankte  des  unendlichen  liaumes  in  drei  Kate- 
gorien g'ibracht,  uilmlich  eingetheilt  iu  die  Tunkte  a  aunficrhalb  O,  ferner  in  die 
Punkte  i  zivischcn  0  und  Q,  endlich  in  die  Punkte  a  iuiwrlutlb  ß. 
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(^•)  JJJ  [{-j^}  +  ( ^/) + b;)  J  ''-'y''-- = +•'  "■"  ä, ''"' 

über  deu  Inneuraum  vüu  ^i 

WO  wiederum  ti  die  äussere  Normale  von  (J,  und  v  die  aussen:  Nor- 
male von  Q  bezeichnet.  Addirt  man  aber  die  beiden  Gleichungen  (8.) 
und  (!••),  so  wird  die  rccide  Seite  der  so  entstehenden  Formel,  mit 
Rücksicht  auf  (o.),  (6.),  (7.),  lauten: 

4;r (G  -  G')  f  (e  -  s) äo  -\- 47i{G  —  G')  f  {n  —  r() dco , 

also  nach  (3.)  gleich  Ntill  sein.  Folglich  ist  die  UnJcc  Seite  derselben 
ebenfalls  gleich  Ntdl.  Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  Wa  im  Aussen- 
raume  von  0,  und  Wu  im  Innenraume  von  Q  coustant  sind;  so  dass 
also  die  Gleichungen  (G.),  (7.)  übergehen  in: 

(10.)  0  =  5  —  £', 

(11.)  0  =  i;  —  1]'. 

Es  ergiebt  sich  also:  £=«'  und  y]  =  y]',  und  sodann  aus  (4.):  G  =  G'. 

Unsere  anfängliche  Supposition,  dass  die  Gleichungen  (1.),  (2.) 
sivei  Losungen:  £,  ri,  G  und  £',  t^',  (r',  besässeu,  führt  also  mit  Noth- 
wendigkeit  zu  dem  Resultate,  dass  diese  beiden  Lösungen  unter  ein- 
ander identisch  sind,  dass  also  jene  Gleichungen  in  Wirklichkeit  nur 
eine  Lösung  besitzen.     Also  der  Satz: 

Drittes  Theorem.  —  Es  sei  gegeben  ein  schaalenförmigcr  Coii- 
ductor  mit  der  äussern  Bcgrenzungsfläche  0,  und  de)'  innern  lic- 
grenmingsfläche  Q.  DcnJd  man  sich  diesen  Conductor  isolirt,  mit  der 
gegebenen  Elcldricitätsmenge  M  geladen,  und  der  WirJamg  irgend 
welcher  Kräfte  ausgesetzt,  die  ihren  Sitz  theils  ausserhalb  0,  theils 
innerhalb  Q  haben  können,  und  deren  Potential  mit  F  bezeichnet  sein 
mag,  so  gelten  für  die  unbelcannten  Dichtiglieiten  e  und  rj  der  auf  0 
und  Q  entstehenden  eleldrischen  Belegungen  die  Gleichungen: 

f   sdo  -f-   /  nclca  =  M, 

(12.)  ^  '- 

wo  die  Const.  unbelannt  ist,  und  i  jeden  beliebigen  Punlt  ztvischcn  O 
und  Q  vorstellt. 

Durch  diese  beiden  Gleichungen  sind  s  und  tj  eindeutig  bestimmt. 
Sind  also  irgend  zwei  Functionen  s  und  rj  gefunden,  die  in  Verbindung 
mit  irgend  einer  noch  zu  bestimmenden  Const.  den  beiden  Gleichungen 
Genüge  leisten,  so  ivird  man  sicher  sein,  dass  diese  Functionen  f 
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und  r]  ivirlclich  diejenigen  eleJctrischen  Belegungen  repräsen- 
tireu,  welche  unter  den  gegebenen  Umständen  eintreten. 

Zu  diesem  Satze  kann  noch  folgender  hinzugefügt  werden,  der  «ich 
in  ganz  ähnlicher  Art  beweisen  lässt: 

Viertes  Theorem.  —  Ist  der  hctr achtete  schaalcn förmige  Condnctor 
nicht  isolirt,  sondern  zur  Erde  abgeleitet,  so  ergiebt  sich  für  e  und  r] 
die  Gleichung: 

as.)  F.-^f^  +  f'^^o. 

Und  durch  diese  Gleichung  sind  a  und  rj  iviederum  eindeutig  be- 
stimmt. Sind  also  irgend  sivei  diese  Gleichung  erfüllende  Functionen  a 
und  rj  gefunden,  so  ivird  man  sicher  sein,  dass  dieselben  ivirlclich 
diejenigen  elektrischen  Belegungen  repräsentiren,  ivelche  unter 
den  gegebenen  Umständen  eintreten. 

Die  in  diesem  Paragraph  aufgestellten  Theoreme  sind  leicht  aus- 
dehnbar auf  ein  System  von  beliebig  vielen  Conductoren;  worauf  hier 
aber  nicht  weiter  eingegangen  werden  soll. 

§  6. 
Einige  Anwendungen  der  soeben  aufgestellten  Theoreme. 

Es  sei  gegeben  ein  isolirter  Conductor,  auf  den  von  Aussen  her 
heinerlei  Kräfte  einwirken.  Und  es  mögen  diejenigen  beiden  elektro- 
statischen Probleme  betrachtet  werden,  welche  sich  ergeben,  wenn  man 
diesem  Conductor  einmal  die  Ladung  M,  das  andere  Mal  die  Ladung  M' 
zuertheilt. 

Die  diesen  beiden  Problemen  entsprechenden  Gleichungen  lauten 
alsdann,  nach  (10.)  pg.  211,  folgendermassen: 


(A.) 


r  ado  =  M, 
J  !^.^  =  Coust., 


I^s'do  =  31', 
/!^  =  Con.,l. 


Repräsentirt    nun    e    diejenige   Belegung,    welche    im   ersten   Fall 
ivirldich    eintritt,    so    wird    dieses    a    den    Gleichungen    (A.)    genügen. 

Folglich   wird  der  Ausdruck  ^==71«-  ^  ^Icn  Gleichungen  (A.')  Genüge 

leisten.    Und  hieraus  ergiebt  sich,  auf  Grund  des  ersten  Theorems,  dass 

dieser  Ausdruck 

M' 
a  =  f 

diejenige  Belegung  repräsentirt,   welche   im  zweiten  Fall  wirklich  ein- 
tritt; so  duss  wir  also  folgenden  Salz  haben: 
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Proportionalitätssatz.  —  Beiild  man  sich  einen  isolirten  Comhictor, 
auf  den  von  Aussen  her  Icinerlei  Kräfte  einwirlen,  einmal  mit  der 
Ehldrieilütsmemje  M,  das  andere  Mal  mit  der  Elehtrieitätsmeiiye  M'  ge- 
laden,  und  die  Diehtiglxeiten  der  in  diesen  beiden  Fällen  eintretenden 
Belegungen  mit  s  nnd  s  hczeiehnet,  so  werden  s  nnd  s'  nur  durch  einen 
cunstantcn  Factor  verschieden  sein,  nämlich  der  Proportion  entsprechen: 
a.B'  =  M:M'. 

Wir  wollen  jetzt  auuelimen,  der  isolirte  Conductor  sei  der  Ein- 
wirkung irgend  welcher  Kräfte  ausgesetzt,  deren  Potential  F  gegeben 
ist,  und  diejenigen  elektrischen  Probleme  betrachten,  welche  sich  er- 
geben, wenn  man  diesem  Conductor  einmal  die  Ladung  M,  das  zweite 
Mal  die  Ladung  31',  das  dritte  Mal  die  Ladung  31"  zuertheilt. 

Die  diesen  drei  Problemen  entsprechenden  Gleichungen  lauten, 
nach  (10.)  pg.  211,  folgendermassen: 


(B.) 


(ß".) 


C  Edo  =  31,  i  f^'^^^  ==  ^^'' 

F,  +  f^  =  Const. ,        ^^  'h  F,.  +  /^'  =  Const., 

fs'do  =  31", 
F,-\-  /'^  =  Const. 


Sind  nun  a  und  e  die  Dichtigkeiten  der  in  den  beiden  ersten 
Fällen  wirJdich  eintretenden  Belegungen,  so  werden  s  und  a  den 
Gleichungen  (B.)  und  (B.'j  Genüge  leisten.  Hieraus  ergeben  sich,  falls 
man  diese  Gleichungen  mit  irgend  welchen  Constanten  h  und  //  mul- 
tiplicirt,  und  addirt,  folgende  weitere  Gleichungen: 

fOca  +  Jc's'jdo  =  1:31 -\- 1:31', 

n     I     7'^  7-1     I      C  Q:^  -\-  tc  s')do  ^        , 

(Ic  +  /.•  jJ/  +  J  - — ^-^ —  =  Const. ; 

und  diese  Gleichungen  gewinnen,  falls  man  jene  Coustauten  /.',  Ic    den 
beiden  Relationen 

Ic31+lc31'=  31", 
Ic  +  /.'       ^  1 

unterwirft,  die  einfachere  Gestalt: 

f{lca-^lc'£')do  =  3r. 

Folglich   wird  den  Gleichungen  (B".)  Genüge  geleistet,  wenn  man  da- 
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selbst  für  t"  den  Werth  nimmt:  ks  -f  Ice.  Und  hieraus  fulgt,  auf 
Grund  des  ersten  Theorems,  dass  dieser  Werth 

s"  =  ke  -{-  ]c' s' 

diejenige  Belegung  repräsentirt,  welche  im  dritten  Falle  tvirJdich  ein- 
tritt.    Also  der  Satz: 

Ein  Satz  der  Superposition.  —  Benld  man  sich  einen  isolirten 
Conducfor,  auf  welchen  von  Aussen  her  gesehene  Kräfte  eimvirJcen,  ein- 
mal mit  der  Ladung  M,  das  zweite  Mal  mit  der  Ladung  M',  das  dritte 
3fal  mit  der  Ladung  M"  verschen,  und  die  Dicht igheiten  der  in  diesen 
drei  Füllen  entstehenden  eleldrischen  Belegungen  mit  e,  s'  und  b"  he- 
seichnet,  so  u-erden  b,  s'  und  e"  mit  einander  verbunden  sein  durch  eine 
Belation  von  folgender  Gestalt: 

e"^Ie-{-1'e'. 

Und  zicar  bestimmen  sieh  die  hier  auftretenden  Constanten  h  und  /.'  mit- 
telst der  Leiden  Gleichungen: 

M"=l:M-^l'M', 

\=h  +  Ic. 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  andere  Sätze  der  Superposition, 
so  z.  B.  folgender: 

Ein  zweiter  Satz  der  Superposition.  —  Es  sei  gegeben  ein  isolirtcr 
Conductor,  auf  den  bestimmte  gegebene  äussere  Kräfte,  deren  Potential  F 
heissen  mag,  bald  cimvirlen,  bald  nicht  eimoirlicn  sollen. 

Bezeichnet  alsdann  e  die  Bichtigleit,  mit  ivelchcr  sich  eine  gegebene 
elcJdrische  Ladung  M  ohne  Eimvirkung  der  Kräfte  F  auf  dem  Condnetor 
ausbreitet,  ferner  s'  die  DichtigJceit  derjenigen  eleldrischen  Belegung,  ivelche 
auf  dem  Conductor  entsteht,  icenn  derselbe  in  seinem  natürlichen  Zu- 
stande der  Eimvirkung  der  Kräfte  F  ausgesetzt  tvird,  —  so  ivird 

E      =  £  -f-   f 

die  Bichtigkeit  derjenigen  Belegung  sein,  ivclche  eintritt,  wenn  der  Con- 
ductor zuerst  jene  Ladung  M  erhalten  hat,  und  sodann  der  Eimvirkung 
der  Kräfte  1"^  ausgesetzt  ivird. 

§  7. 

Ueber  die  elektrische  Vertheilung  auf  dem  EUipsoid. 

Die  Wirkung,  welche  eine  von  zwei  ähnlichen  EUipsoid /lachen  0 
und  Ol  begrenzte  homogene  materielle  Schaale  auf  Punkte  i  des  inneren 
Hohlraumes  ausübt,  ist,  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen 
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Mechanik*),  gleich  Null,  mithin  das  betrefteude  Potential  cotistant.  Es 
sei  0  die  innere,  O,  die  äussere  Flüche,  und  beide  Flächen  mögen  ein- 
ander unendlich  nahe  liegen.  Ferner  sei  31  die  Masse  der  Schaale, 
q  ihre  cunstante  I)khti<jheit,  und  8  ihre  uiconstantc  (nämlich  von  Stelle 
zu  Stelle  variirende)  Dicke.     Alsdann  ist  offenbar: 

(a.)  qjddo  =  M, 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  do  der  Fläche  (). 
Ueberdies  wird,  zufolge  des  anfangs  genannten  Satzes,  das  Potential 
der  Schaale  auf  alle  Punkte  i  innerhalb  O  constant  sein,  also  die 
Formel  stattfinden: 

(/3.)  q   /'^  =  Const. 

Dies  vorangoschickt,  wollen  wir  jetzt  unsere  Betrachtungsweise 
ändern,  indem  wir  die  Ellipsoidfläche  0  als  die  Oberfläche  eines  iso-  j 
lirten  metallischen  Conductors  uns  denken,  dem  von  Hause  aus  die  eleli-  I 
irische  Ladung  M  zuertheilt  worden  ist,  und  auf  den  von  Aussen  her 
keinerlei  Kräfte  einwirken.  Alsdann  ergeben  sich  für  die  Dichtigkeit  s 
der  auf  diesem  Conductor  entstehenden  elektrischen  Belegung  die  be- 
kannten Gleichungen: 

(y.)  I  sdo  =  M, 

(d.)  /i|^^  =  Const. 

Diesen  Gleichungen  (y.),  (d.)  wird,   wie  ein  Blick  auf  («.),  (ß.)  zeigt. 
Genüge   geleistet,    wenn   man    für  s   den  W.erth  qÖ   substituirt.     Und 
hieraus   folgt,    auf  Grund   des   ersten   Theorems   pg.  211,    dass   dieser  ; 
Werth 

e  =  qd 

diejenige  elektrische  Belegung  repräsentirt,  welche  auf  dem  betrachteten  1 
Conductor  unter   den  gegebeneu   Umständen   in   Wirklichkeit  eintreten  i 
wird.    Wir  gelangen  somit,  weil  q  constant  ist,  zu  folgendem  Resultate:  j 
Satz.   —   Bezeichnet  0  die  Oberfläche  eines  isolirten  und  elektrisch.  I 
r/eladencn    ellipsoidischen    Conductors ,    auf    den    von    Aussen    h>  i 
keinerlei  Kräfte  cin/cirkcn,  und  denkt  man  sich  überdies  eine  tineiidlnh 
tvcnig  grössere   ähnliche  Ellipsoidoberf lache   0^   construirt,   so   ivird  n'" 
auf  0  entstehende  elektrische  Belegung  stets  der  Art  beschaffen  sein,  dass 
ihre  Dichtigkeit  s   in  jedem  Punkte  der  Fläche  0  direct  proportional  , 
ist  mit  dem  senkrechten  Abstände  dieses  Punktes  von  der  Fläche  0^. 


*)  Vgl.   z.  B.  Duhamel's  vortreffliches  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik.    . 
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Dabei  ma^  bemerkt  sein,  dass  man  diesem  Satze  mancherlei  andere 
Gestalten  zuertheilen  kann.  So  z.  B.  kann  man  die  in  Rede  stehende 
Dichtigkeit  e  in  iryjend  einem  Punkte  o  der  Fläche  0  auch  so  dar- 
stellen: 

£^— -,     [C.  Neumann,  Pogg.  Ann.,  Band  113,  1861], 

wo  31  die  Gesammtmasse  der  elektrischen  Belegung,  A  aber  den 
Flächeninhalt  desjenigen  Diametralsclmittcs  des  Conductors  repräsentirt, 
der  parallel  läuft  zur  Tangentialebene  im  Punkte  o.  —  Ferner  kann 
mau  dieses  «  auch  so  darstellen: 

e  = — ,  [Faolo  Pagi,  Nuovo  Cim.  1876], 

4  Tt  ya  b  c  yB  B' 

wo  wiederum  M  die  Gesammtmasse  der  elektrischen  Belegung  be- 
zeichnet, a,  h,  c  die  Halbaxen  der  Conductoroberüäche  repräsentiren, 
und  B,  R'  die  Haupthiimmungsradien  der  Conductoroberfläche  im  Punkte  o 
vorstellen. 

Ist  insbesondere  die  Conductoroberfläche  0  ein  iJoto^iows-Ellipsoid, 
so  kann  mau  die  Dichtigkeit  s  im  Punkte  o  auch  so  ausdrücken: 

^  [C.  Neumann,  Math.  Ann.,  Bd.  3,  p.  620]; 


wo  a  den  Radius  des  Aequators,  und  S,  S'  die  beiden  Brennstralilcn 
des  Punktes  o  vorstellen.  Dabei  sind,  falls  das  Rotationsellipsoid  ein 
ahgeplattetes  ist,  unter  den  Brennstrahlen  des  Punktes  o  das  Maximum 
und  Minimum  derjenigen  Entfernungen  zu  verstehen,  welche  der 
Punkt  0  von  der  Peripherie  des  Brennlreises  besitzt. 

Endlich  kann  man  [nach  C.  Neumann,  Math.  Ann.,  Bd.  18,  pg.  228; 
1881]  jene  elektrische  Belegung,  einerlei  ob  das  Ellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid oder  ein  ungleichaxiges  ist,  auch  durch  folgenden  Satz 
charakterisireu: 

Befindet  sich  die  EleJdricifät  auf  der  Oherfläche  des  Ellipsoids  (ohne 
Einwirkung  äusserer  Kräfte)  im  Gleichgeivicht,  und  construirt  man  irgend 
drei  üquidistante  und  das  EUipsoid  schneidende  Parallelebenen  E,  F,  G 
von  ganz  beliebiger  Richtung,  so  wird  die  zivischen  E  und  F  vorhandene 
Eleldricitätsmenge  stets  ebenso  gross  sein,  ivie  diejenige,  ivelche  sivisclien  F 
und  G  sich  vorfindet. 

Ein  anderer  hierher  gehöriger  Satz  wird  in  einem  der  weiter 
folgenden  Paragraphen  (auf  pg.  225)  exponirt  werden. 
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§  8. 

Ueber  die  elektrische  Vertheilung  auf  einem  Conductor,  dessen 
Oberfläche  die  Form  einer  sogenannten  Gleichgewichtsoberfläche 

besitzt. 

Es  seien  im  Räume  irgend  welche  Massen  31  in  bestimmter  Weist' 
gegeben.  Das  Potential  derselben  in  Bezug  auf  einen  variablen  Punkt 
(x,  y,  z)  mag  V  beissen.     Alsdann  repräsentirt  die  Gleichung 

(1.)  F=C 

eine  sogenannte  Glcichgewichtsohcrfläche  [vgl,  p.  8].  Dabei  mag  die  Cou- 
stante  C  so  gewählt  sein,  dass  alle  Massen  M  innerhalb  dieser  Gleicli- 
gewichtsoberfläche  liegen. 

Bezeichnet  man  nun  diese  Gleichgewichtsoberfläche  (1.)  mit  (K 
ihre  äussere  Normale  mit  n,  und  ihre  einzelnen  Elemente  mit  ilo,  se 
gelten  folgende  Sätze: 

Erster  Satz.  —  Benld  man  sich  die  Flüche  0  der  Art  mit  Ma.^ 
hcler/t,  dass  die  Flächendichtiglieit  e  der  Belegung  den   Werth  hat: 

^-v  ^  4;j    (In  ' 

.so  ivird  die  Gcsammtmasse  dieser  Belecjimij  =  M  sein,  d.  h.  ebenso  gross 
sein,  ivic  der  Gcsammtbetrag  jener  das  Botcniial   V  erzeugenden  Blassen. 

Zweiter  Satz.  —  Ferner  tvird  alsdann  das  Foicntial  der  genannten 
Belegung  auf  alle  Funlite  innerhalb  0  constant,  und  sivar  =  C  sein, 
wo  C  die  in  (1.)  genannte  Constante  vorstellt. 

Dritter  Satz.  —  Endlich  wird  alsdann  das  Potential  der  Belegung 
in  Bezug  auf  alle  FunJcte  ausserhalb  0  identisch  sein  mit  dem  Föten- 
tiale  V  selber.  Mit  andern  Worten:  Bie  in  Ficdc  stehende  Belegung  tvird 
für  all'  jene  äusseren  Funlde  äquipotential  sein  mit  den  von  Hause 
aus  gegebenen  Blassen  M. 

Beweis  des  ersten  Satzes.  —  V  ist  das  Potential  der  Massen  31, 
und  diese  Massen  31  liegen  innerhalb  der  Fläche  0.  J*'ulglicli  i  ' 
[Satz  (D.)  pg.  202]: 

rdV 


J 


do  =  —  \%3I. 
an 


Substituirt  nuui  aber  hier  für  -;—  den  aus  (2.)  entspringenden  Werth, 

an  ^  i        o 

so  folgt: 

(3.)  J  tdo=  31.  —  Q.  e.  d. 


i 
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Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Wir  füliron,  neben  dem  Potential  V, 
nocli  ein  zweites  l'otential  ein: 

(4.)  f/=|, 

wo  E  den  Abstand  eines  variablen  Punktes  {x,  y,  z)  von  der  Masse  m 
vorstellen  soll.  Dabei  mag  diese  Masse  m  als  ein  einzelner  Masscn- 
ptmld  gedacht  werden,  der  irgendwo  innerhalb  0,  etwa  an  der  Stelle 
(a,  b,  c)  liegt.  Alsdann  wird  auf  diese  Potentiale  U  und  V  ohne 
Weiteres  der  Satz  (0/3.)  pg.  202  anwendbar  sein,  wodurch  sich  ergiebt: 

(5.)      JfirAr-  VAU)  dxäy,u=-f{u'll-v'l'^)do. 

über  den  Aussenraum  von  0 

Nun  liegen  die  Massen  m,  M  innerhalb  0,  mithin  sind  AT  und  AT 
ausserhalb  0  überall  =  0;  so  dass  also  die  linke  Seite  der  Formel  ver- 
schivindd.  Beachtet  man  überdies,  dass  V  auf  0  [zufolge  (1.)]  con- 
stant,  =  C  ist,  so  ergiebt  sich: 


J         an  J         an        ' 


oder,    falls   man   für   U  und  -y-  die  aus  (4.)   und  (2.)   entspringenden 
Werthe  substituirt,  und  zugleich  durch  m  dividirt: 

ä   ' 


47t  /   —TT-  ==  C    /        , —  CIO , 


WO  alsdann  E  den  Abstand  des  Elementes  do  von  jenem  innern  Punkte 
ni(a,  b,  c)  vorstellt.  Das  Integral  rechts  ist  ==  —  4jr,  zufolge  des 
Satzes  (E.)  pg.  203.     Somit  ergiebt  sich: 

(G.)  f'-p  =  C.-Q.e.d. 

Beweis  des  dritten  Satzes.  —  Wiederum  mag  neben  dem  Poten- 
tial V  noch  das  Potential 

(7.)  ü=^ 

eingeführt  werden,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  jetzt  die  Masse  m 
in  irgend  einem  Punkte  {a,  b,  r)  ausserhalb  0  gedacht  werden  soll. 
Auch  mag  diese  Masse  m  nicht  als  ein  einzelner  Massenpunkt,  sondern 
vielmehr  als  eine  äusserst  Ideinc  Jiomogcric  Kugel  von  der  DlehfigJceif  (j 
und  vom  Volumen  ZJ  angesehen  werden,  deren  Centrum  in  («,  /;,  c) 
liegt;  so  dass  also  die  Relation  stattfindet: 
(7  a.)  m  ==  qoj. 
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.  ,  rj    du     du     du     ,  dv     dv     dv 

Alsdann   smd   U,   -^,    -^ ,    -jr ,    ebenso   wie    V,    y^ ,    -^,    -^- , 

im  Ausseuraume  der  Fläche  0  überall  stcti(j  [vgl,  pg.  15J;  so  dass  also 
der  Anwendung  des  Satzes  (C/3.)  pg.  202  auf  diese  Potentiale  Z7  und  V 
kein  Hinderniss  entgegen  steht*).  Auf  Grund  jenes  Satzes  ergiebt 
sich  die  Formel: 

(S-)    fffiv^V-  VAU)  dxäyä.  =  -  ./'('",r,7  "  ^'t,!,')  ''"• 

über  don  Ausseuranm  von  0 

d.  i.  die  Formel: 

über  den  Aussenraum  von  0 

denn  AF  ist  offenbar  im  Aussenraume  von  0  überall  ^0. 

Nun  repräsentirt  U  das  Potential  der  kleinen  homogenen  Kugel: 
m  =  qoj,    Demgemäss  ist  AU,  abgesehen  vom  Volumen  EJ,  im  Aussen- 
raume von  0  überall  =  0,  innerhalb  jenes  Volumens  w  aber  =  —  4;rf/ 
[vgl.  (7.)   p.  17J.     Und    demgemäss    reducirt   sich    die   linke   Seite   der   | 
Formel  {9.)  auf 

^'^fl  JJJ  Vdxdych, 

5) 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  dxihjdz  des  | 
Volumens  w.  Da  dieses  Volumen  o7  ausserordentlich  klein  sein  soll, 
so  kann  mau  V  in  Erstreckung  von  o7  als  constaut  betrachten,  also 
als  gleich  gross  betrachten  mit  demjenigen  Werthe  F  («,  h,  c),  den  V 
im  Centrum  {a,  h,  c)  des  Volumens  w  hat.  Demgemäss  ist  die  linke 
Seite  der  Formel  (9.)  auch  so  darstellbar: 

47cq  V{a,  h,  c)  JJJ  dxdyds!. 

5) 

Dieser  Ausdruck  aber  ist,  weil  das  hier  auftretende  Integral  den  Werth  S*    I 

hat,  identisch  mit: 

also,  nach  (7  a.),  identisch  mit 

AiTtm  V(a,  h,  c); 


*)  Ein   solches  Hinderniss   würde   vorhanden   sein,    wenn  man   die   Masse  m 
schlechtweg   als  einen   einzelnen   in  (a,  b,  c)    vorhandenen  Massen-PMHÄ<  ansehen 

/>     j  J-  Q    J-T  Q    TT 

wollte.    Denn  alsdann  würden  IL  -5— ,    -^— ,   -^—  in  diesem  Punkte  {a,  ft,  c),  der 

ox        oy       PS 

zum  Aussenraume  der  Fläche  O  gehört,  unendlich,  also  unstetig  sein.    Folglich  würde 
alsdann  jeuer  Satz  {Cß.)  auf  diesen  Aussenraum  nicht  anwendbar  sein. 
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so  dass  also  die  Formel  (0.)  folgende  einfachere  C! estalt  gewinnt: 
(10.)  inm  V(a,  h,  c)  =  ~  f  {v  '^  -  F^^)  ,/«. 

Beachtet   mau   nun,   dass   V  auf  0  constant,   ==  C  ist,   und  sub- 

dV  . 

stituirt  mau  überdies  für  -^—  und  U  die  aus  (2.)  und  (7.)  entspringen- 
den Werthe,  und  dividirt  man  endlich  noch  durch  m,  so  geht  die 
Formel  (10.)  über  in: 


(11.) 


^nV{a,h,c)  =  Anf^  +  cj    ^do, 


wo  alsdann  E  den  Abstand  des  Punktes  {a ,  h,  c)  vom  Elemente  do 
vorstellt.  Hier  aber  ist  das  letzte  Integral  =  0 ;  zufolge  des  Satzes  (E.) 
pg.  203.     Somit  folgt: 

(12.)  Via,h,c)=f^'  -  Q.  c.  d. 

Weitere  BetracMuiigen.  —  Die  elcldrostatische  Bedeutung  der  soeben 
bewiesenen  Sätze  liegt  klar  zu  Tage.  Zufolge  der  beiden  ersten  Sätze 
wird  nämlich  den  beiden  Gleichungen 

f£do  =  M, 
/^  =  Const. 

Genüge  geleistet  durch  den  Ausdruck: 

^       ^  4  71    an 

Und  hieraus  folgt,  auf  Grund  des  ersten  Theorems  pg.  211,  dass  dieser 
Ausdruck  (14.)  diejenige  elektrische  Belegung  repräsentirt,  welche  auf 
einem  isolirten  und  von  der  Fläche  0  umgrenzten  Conductor  eintreten 
wird,  sobald  derselbe  isolirt  und  mit  der  elektrischen  Ladung  M  ver- 
sehen ist. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  ein  wenig  verallgemeinern,  mit 
Hülfe  des  Proportionalitätssatzes  pg.  216.  Giebt  man  nämlich  dem 
genannten  Conductor,  statt  der  Ladung  31,  irgend  welche  andere 
Ladung  M',  und  bezeichnet  man  die  Dichtigkeit  der  in  diesem  Falle 
eintretenden  elektrischen  Belegung  mit  s',  so  ist  nach  jenem  Satze: 
(15.)  £' :  £  =  31'  :  M, 

also  mit  Rücksicht  auf  (14.): 

.  '  _  ^'j  —  _     ^'    ^ 

^    "•>'  ^    ~    M  47tM    dn  ' 

Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 
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Satz.  —  Eli  sei  V  (hs  von  injcnä  ivchhcn  festen  Massen  M  Itei'- 
rührende  Potential,  mit  hin 

(A.)  V=C 

eine  der  betreffenden  Gleichgewiehtsohcrflächen.  Und  zicar  sei  die 
Constantc  C  so  gewähl  f,  dass  jene  blassen  M  voll  stund  ig  innerhalb  dieser 
Gleichgeiviehtsober fläche  liegen. 

Denkt  man  sich  nun  diese  Gleichgenichtsobei'fläche  V  =  C  als  die 
Oberfläche  eines  isoUrtcn  metallischen  Condnctors,  dem  von  Hause 
aus  die  eleJctrische  Ladung  M'  zuertheilt  ist,  und  auf  den  von  Änssen 
her  h einerlei  Kräfte  cinmirhen,  und  bezeichnet  man  die  eleldrische  Dicht ig- 
Irif  der  unter  diesen  Umständen  auf  dem  Condnctor  entstehenden  elrk- 
trischen  Belegung  mit  s',  so  wird  dieses  a'  den    Werth  haben: 

(n\  '—  —  -^^  ^ 

^^•^  *  4jtM    an  ' 

ivo  n  die  äussere  Normale  der  Conductoroberflüche  vorstellt. 

Zusatz.  —  Hieraus  folgt,  dass  diese  Dicht igleit  s'  geometrisch 
darstellbar  ist.  Dezeichnet  nämlich  C^  eine  von  G  mir  unendlich,  wenig 
verschiedene  Constantc,  und  denJd  man  sich,  ausser  der  Fläche  V  =  C, 
auch  noch  die  benachbarte  Gleichgewichtsoberfläche  V  =  C^  construirt,  u)i</ 
den  (inconstanten)  senlrechtcn  Abstand  dieser  beiden  Flächen  von  ein- 
ander mit  ö  bezeichnet,  so  ivird  jene  Dichtigficit  s'  umgekehrt  propor- 
tional mit  8  sein. 

Beweis  des  Zusatzes.  —  Um  die  Vorstelluug  zu  fixiron,  wollen 
wir  uns  die  Coustaiite  6*,,  die  imeiidlich  wonig  von  G  verschiodoii  sein 
soll,  so  gewählt  deuken,  dass  die  Flüclie  ]'  =  C  oder  0  von  der  1^'lücbe 
Y  =  d  oder  0,  umschlossen  wird.  Errichten  wir  nun  auf  0  in  irgend 
einem  Punkte  o  die  äussere  Normale  n,  und  bezeichnen  wir  den  Punkt, 
in  welchem  0^  von  n  getroffen  wird,  mit  o^,  so  kann  das  Liuien- 
clement  Ö  =  (oOj)  angesehen  werden  als  das  erste  Element  dn  der  Nor- 
male n.  Die  Werthe,  welche  V  in  den  beiden  Endpunkten  o  und  Oj 
dieses  Elementes  besitzt,  sind  oHonbar  C  und  6\.  Polglich  hat  der 
dem  dn  correspondireiule  Zuwachs  von    V  den  Werth: 

dV=C,  -  C. 

Demgemäss  erhält  man: 

dV^^G,  -G^  ^  C,  -  C 
dn  (oo,)  fV 

Substituirt    man    al)or   diesen  Werth    von      ,       in    der  Formel  (P.),    so 

(In  \        /' 

sieht  man,  dass  «'  umgekehrt  proportional  ist  mit  ö.  —   Q.  e.  d. 


Allgemeiue  Betrachtungen  über  die  elektrische  Vertheilung.  225 

Anwendung  auf  das  Ellipsoid.  —  Wir  liaben  früher  [pg.  217]  eine 
von  zwei  ähnlichen  EU  ipso  iil flächen  begrenzte  homogene  niaterielle  Schaale 
in  Betracht  gezogen,  und  erwähnt,  dass  die  Wirkung  dieser  Schaale 
auf  Punkte  ihres  innern  Hohlraumes  stets  =  0  ist.  Andererseits  lässt 
sich  die  Wirkung  einer  solchen  Schaale  auf  Punkte  ihres  Aussenraumes 
ziemlich  leicht  berechnen.  Und  hierbei  gelangt  man,  namentlich  in 
dem  Falle,  dass  die  Schaale  unendlich  dünn  ist,  zu  sehr  einfachen  und 
anschaulichen  Resultaten.  So  z.  B.  findet  man,  dass  in  diesem  Falle 
die  Gleichgeivichtsoher flächen  (d.  i.  die  Flächen  constanten  Potentials) 
lauter  Ellipsoidflächen  sind,  und  zwar  Ellipsoidflächen,  die  mit  der  ge- 
gebeneu unendlich  dünnen  Schaale  confocal  sind*). 

Ist  umgekehrt  ein  beliebiges  System  confoealer  Ellipsoidflächen  ge- 
geben, und  bezeichnet  man  irgend  eine  bestimmte  derselben  mit  Q, 
ferner  eine  zu  Q.  ähnliche  und  von  Q  nur  unendlich  ivenig  verschiedene 
EUipsoidfläche  mit  Q',  so  werden  alle  ausserhalb  Q  befindlichen  Flächen 
des  gegebenen  confocalen  Systems  angesehen  werden  können  als  ein 
System  von  GleichgewicJitsoherflächen,  bei  denen  die  erzeugenden  Massen 
repräsentirt  sind  durch  eine  von  Q  und  Q'  begreuzte  homogene  mate- 
rielle Schaale.  Nimmt  man  also  insbesondere  für  Q  die  kleinste  Fläche 
des  gegebenen  confocalen  Systems,  d.  i.  die  sogenannte  Eocalellipse 
oder  vielmehr  die  von  dieser  Focalellipse  umgrenzte  ebene  Fläche,  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

Hülfssatz.  —  Ein  System  confoealer  Ellipsoidflächen  Jcann  stets 
aufgefasst  iverden  als  ein  System  von  Gleichgewichtsoberflächen,  bei 
denen  die  erzeugenden  Massen  dargestellt  sind  durch  eine  gewisse  materielle 
Belegung  der  von  der  Focalellipse  begrenzten  ebenen  Fläche*'^'). 

Auf  ein  solches  System  confoealer  Ellipsoidflächen  ist  daher  der 
vorhin  [pg.  224]  gefundene  Satz,  sowie  auch  der  dortige  Zusatz  ohne 
Weiteres  anwendbar.  In  solcher  Weise  gelangt  mau  zu  folgendem 
Resultate: 

Satz.  —  Bezeichnet  0  die  Oberfläche  eines  isolirten  und  elektrisch 
geladenen  ellipsoidischen  Conductors,  auf  welchen  von  Aussen  her 
keinerlei  Kräfte  einnirken,  und  denkt  man  sich  überdies  eine  unendlich 
ivenig  grössere  confocale  EUipsoidfläche  0^  construirt,  so  ivird  die  auf 
0  entstehende  elektrische  Vertheilung  stets  der  Art  beschaffen  sein,  dass 
ihre  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  der  Flüche  0  umgekehrt  proportional 
ist  mit  dem  senkrechten  Abstände  d  dieses  Fimktes  von  der  Fläche  Oj. 

*)  Vgl.  z.  B.  DuhameVs  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik. 
**)    Besteht   das    gegebene    confocale    System    aus    abffeplatteten   BoMtona- 
elUpsoiclen,  so  ist  die  Focalellipse  ein  Kreis.    Besteht  dasselbe  aber  aus  gestreckten 
Rotationsellipsoiden,  so  wird  jene  Focalellipse  eine  begrenzte  gerade  Linie  sein. 

F.  Neu  mann,    Vorl.   üb.  das  I'oteutial.  15 
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Dieser  Satz  bildet  ein  inerkwünliges  («egenstück  zu  dem  früheren 
Satze  pg.  218.  Während  dort  ähnliche  EUipsoidfliichen  und  dircctc  Pro- 
portionalität auftreten,  ist  hier  von  confocaJm  Flächen  und  u?ngeJcehrter 
Proportionalität  die  Rede. 

§  9. 

Ueber  die  elektrische  Vortheilung  auf  einem  sehaalenförmigen 

Conductor. 

Es  sei  irgend  ein  isolirter  schaalcnßrmigcr  Conductor  gegeben, 
dessen  innere  und  äussere  Begreuzungsfiäche  respective  Q  und  0  heissen 
mögen.  Ferner  seien  in  dem  Aussenraume  dieses  Conduetors  (d.  i. 
ausserhalb  0)  irgend  welche  feste  elektrische  Massen  il/*  vorhaudenf). 
Es  soll  die  Vertheilung  untersucht  werden,  welche  eine  dem  Conductor 
raitgetheilte  Elektricitätsmenge  31  unter  dem  Einflüsse  jener  festen 
Massen  ilf*  annehmen  wirdft)- 

Nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  wird  das  elektrische 
Gesammtpotential  V  für  alle  Punkte  i  des  Conduetors,  d.  i.  für  alle 
zwischen  Q.  und  0  liegenden  Punkte  constant  sein.  Demgemäss  ergiebt 
sich  die  Formel:  . 

(1.)  Vi  =  Const.  =  G, 

wo  Vi  theils  von  der  Einwirkung  jener  festen  Massen  31*,  theils  von 
den  auf  Q  und  0  vorhandenen  noch  unbekannten  elektrischen  Be- 
legungen herrührt.  Bezeichnet  man  die  Dichtigkeiten  dieser  noch  un- 
bekannten Belegungen  auf  Q  und  0  respective  mit  rj  und  £,  ferner  den 
Werth  des  Potentials  V  für  irgend  einen  Punkt  a  innerhalb  Q  mit  I 
Va,  SO  ist  bekanntlich  [vgl.  pg.  174]: 

V   =  W 

Dabei  repräsentirt  v  die  äussere  Normale  der  Fläche  12,  und  )]  den  wu 
Fusspunkte    derselben    vorhandenen    Werth    der    Dichtigkeit    [vgl.    die 


f)  Man  kann  sicli  z.  15.  im  Aussenraume  des  Conduetors  irgend  welche  durch 
Reiben  elektrisch  gemachte  Isolatoron  aufgestellt  denken,  und  unter  jenen  festen 
elektrischen  blassen  M*  diejenigen  Klektricitäten  verstehen,  welche  in  diesen  Iso- 
latoren angehäuft  sind. 

ff)  Wir  werden  dabei  die  zum  Conductor  gehörigen,  also  zwischen  Q  und  (> 
liegenden  Punkte  (ebenso  wie  früher)  mit  i  bezeichnen;  andererseits  aber  die  nidit 
zum  Conductor  gehörigen  theils  mit  a,   theils  mit  a  benennen.     Und  zwar  sollen 
lujter  a  diejenigen  verstanden  sein,   welche  iunerhalh  Q  liegen,   und  unter  n  die 
jenigen,  welche  ausserhalb  O  sich  befinden.     Vgl.  die  Figur. 
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folgende   Figur].     Diese   beiden   Gleichungen   sind,   mit   Rücksicht  auf 
die  Formel  (1.),  auch  so  darstellbar: 

(2.)  Fr=Const.  =  G, 

dv 

eO 


(ß.) 


-f-  47ri/ 


Vu  repräsentirt  ein  Potential,  dessen  erzeugende  Massen  [i)i*  und 
(f),  {ri)\  theils  ausserhalb  Q,  theils  auf  Q  liegen.  Da  nun  dieses  Po- 
tential, nach  (2.),  auf  Q  constant,  =  G  ist,  so  wird  dasselbe  diesen 
nämlichen  constanten  Werth  G  auch  besitzen  im  ganzen  Innenraume 
von  Q;  wie  sich  solches  aus  dem  dritten  Satze  pg.  206  sofort  ergiebt. 
Für  alle  Punkte  a  des  Innenraumes  von  Q  wird  also  die  Formel  statt- 
finden: 

(4.)  Ya  =  Const.  ==G. 

Solches  constatirt,  folgt  aus  (3.)  sofort: 
(5.)  ^  =  0; 

so  dass  man  also  auf  Grund  der  Formeln  (5.)  und  (1.),  (4.)  zu  folgen- 
dem Satze  gelangt: 

Erster  Satz.  —  Ist  ein  isolirter  und  deldrisch  fjrladencr  schoalen- 
förmiger  Conductor  der  Eimvirhung  irgend  ivclcher  elcldrischcr  Massen 
M*  ausgesetzt^  die  im  Äussenraume  des  Conductor s  aufgestellt  sind,  so 
wird  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes  freie  Elcldricität  nur  auf 
der  äussern,  nicht  aber  auf  der  innern  Ober/lache  des  Condüctors  an- 
zidreffen  sein.  Auch  wird  das  elektrische  Gesammtpotctitial  im  Con- 
ductor selbst  und  im  innern  Hohlräume  desselben  iibcndl  ein  und 
denselben  constanten  Werth  G  haben.  Es  ivird  mitliin  dir  Wirl-nng  auf 
l^nnlde  im  innern  Hohlräume  stets  =  0  sein. 
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Zusatz.  —  Dieser  Satz  gilt  [wie  sich  in  genau  derselben  Weise 
ergiebt]  auch  dann,  ivcnn  der  Conductor  zur  Erde  abgeleitet  ist,  nur 
mit  dem  Untcrsehiede,  dass  in  diesem  Falle  die  Constante  G  gleich 
Null  ist. 

Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  des  Falles,  dass  die  einwirken- 
den Massen  M*  nicht  im  Aussenraume  des  Conductors,  sondern  in 
seinem  innern  Holdranme  (d.  i.  innerhalb  Q)  aufgestellt  sind. 

Wiederum   wird,   nach   Eintritt   des   (Gleichgewichtszustandes,   das 
elektrische  Gesammtpotential  V  für   alle  Punkte  i  zwischen  Q  und  0 
constant  sein: 
(1.)  Ff  =  Const.  =  G . 


Beachtet  man,  dass  dieses  elektrische  Gesammtpotential  V  theils  von 
jenen  Massen  il/%  theils  von  den  noch  unbekannten  auf  0  und  Q  ent- 
stehenden elektrischen  Belegungen  herrührt,  und  bezeichnet  mau  die 
Dichtigkeiten  dieser  Belegungen  respective  mit  £  und  r],  so  ergeben 
sich  [vgl.  pg.  174J  die  Formeln: 

'  a  '  t  1 

4(1 

an    ' 
d.  i.  Formeln,  die  man  mit  Rücksicht  auf  (1.)  auch  so  schreiben  kann: 
(2.)  K  =  Const.  =  G, 

dabei  bezeichnet  n  die  äussere  Normale  von  0,  und  f  die  Dichtigkeit 
im  Fusspunkto  derselben. 

Ist  nun,  wie  wir  fortan  voraussetzen  wollen,  der  Conductor  zur 
Erde  abgeleitet,  so  ist  bekanntlich  [vgl.  den  dritten  Satz  pg.  159J  G  =  0\ 
so  dass  die  Gleichungen  (1.),  (2.)  übergehen  in: 
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•  i.j  f;  =  o, 

(5.)  T^=0. 

F„  reprüseiitirt  eiu  Putential,  dessen  erzeugende  Massen  {(s),  (//) 
und  il/*]  theils  auf,  theils  innerhalh  0  liegen.  Da  nun  dieses  Potential, 
nach  (5.),  auf  0  überall  =  0  ist,  so  wird  dassell)e  auch  ausser- 
halb 0  überall  =  0  sein;  wie  solches  aus  dem  fünften  Satze  pg.  207 
sich  sofort  ergiebt.  Für  alle  Punkte  a  des  Aussenraumes  von  0  wird 
also  die  Formel  stattfinden: 
(6.)  F„  =  0. 

Solches  constatirt,  folgt  aus  (3.)  sofort: 
(7.)  s  =  0', 

so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Zweiter  Satz.  —  Ist  ein  zur  Erde  abgeleiteter  schaalen- 
f'örmiyer  Conductor  der  Einivirlcung  irgend  ivelcher  eleldrischer  Massen 
31*  ausgesetzt,  die  im  Innern  Holtlraume  des  Condtictors  aufgestellt 
sind,  so  icird  nach  Eintritt  des  Gleichgeivichtszustandes  freie  Elcldricitüt 
nur  auf  der  inncrn,  nieht  aber  auf  der  äussern  Oberfläche  des  Con- 
ductors  anzutreffen  sein.  Auch  ivird  das  clelärische  GesaMmtpotential  im 
Conductor  selbst  und  in  seinem  Aussenraume  allentJudben  =  0 
sein.  Folglich  tvird  die  Wirhung  auf  irgend  einen  Punkt  im  Aussen- 
raume ebenfalls  =  0  sein. 

Ueberdies  ist  zu  bemerlcen,  dass  die  Gesammtmasse  der  an  der  innern 
Oberfläche  entstehenden  eleJctrischen  Belegung  stets  =  —  M*  sein  wird. 

Um  den  letzten  Theil  dieses  Satzes  zu  beweisen,  construire  mau 
irgend  eine  den  Conductor  umschliessende  Kugelfläche  S,  vom  Radius 
R,  und  bezeichne  die  einzelnen  Elemente  derselben  mit  ds.  Bezeichnet 
man  alsdann  das  elektrische  Gesammtpotential  (nach  wie  vor)  mit  V, 
so  wird  der  Ausdruck 

gleich  sein  der  Summe  all'  derjenigen  Massen,  von  denen  das  Potential 
V  herrührt;  wie  solches  aus  dem  Satze  (D.)  pg.  202  ohne  Weiteres 
sich  ergiebt.  Diese  Massen  sind  theils  durch  Jf*,  theils  durch  (rf), 
theils  durch  {s)  dargestellt;  so  dass  also  die  in  Rede  stehende  Glei- 
chung folgendermassen  lautet: 

M*+J\,io+f,„io,  =  ~  hifrs'''- 

Beachtet  man  nun,  dass  die  Kugelflächc  S  mit  all'  ihren  Elementen  (/6' 
dem  Aussenraume  des  Conductors  angohih-t,  und  dass  in  diesem  Aussen- 


(1-) 
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räume  das  Potential  V  überall  =  0  ist  [vgl.  (6.)],  so  ergiebt  sich 
sofort,  dass  das  Integral  rechter  Hand  verschicindet  Ueberdies  ist 
£  =  0,  zufolge  (7.).     Denigemäss  erliält  mau: 

M*  -\-  J  )]ä(o  =  0.  —   Q.  e.  d. 

Aufgabe.  —  Wir  wollen  uns  endlich  die  Aufgabe  stellen,  die- 
jenigen elektrischen  Belegungen  (»/)  und  («)  zu  untersuchen,  welche 
auf  dem  betrachteten  schaalenförmigen  Conductor  entstehen  werden, 
wenn  derselbe  isiAirt  und  mit  einer  (jeychenm  Elcldridtüismemje  M  ge- 
laden ist,  und  wenn  derselbe  überdies  der  Einwirkung  jener  festen 
elektrischen  Massen  ili*  ausgesetzt  ist,  die  im  Innern  Ilohlraume 
des  Conductors  von  uns  supponirt  worden  sind,  und  deren  Potential 
F*  heissen  mag. 

Die  aus  dem  dritten  Theorem  pg.  214  für  die  Dichtigkeiten  rj  und 
e  jener  Belegungen  entspringenden  Gleichungen 

IJt]d(o  +  /  sdo  =  M, 

können  dadurch  erfüllt  werden,  dass  man  r/  und  e  folgenden  gesonderten 
Bedingungen  unterwirft: 

j  frid(o  =  -  71/*,  I  fedo  =  M -\-  31* , 

^' '  +  j   ir  =  ^ '  J  ~E'  =  ^''"'*- ' 

und  diese  gesonderten  Bedingungen  (2.)  und  (3.)  sind  einer  genaueren 
Inspectiou  zu  unterziehen. 

Die  Gleichungen  (2.)  haben,  für  sich  allein  betrachtet,  eine  ein- 
fache physikalische  Bedeutung  mit  Bezug  auf  einen  gewissen  fingirten 
Fall.  Denkt  man  sich  nämlich  den  Conductor  für  den  Augenblick 
nicht  isolirt,  sondern  zur  Erde  abgeleitet,  so  entsteht,  zufolge  des  vor- 
hergehenden Satzes,  auf  der  äusseren  Oberfläche  0  gar  heine  elektrische 
Belegung,  und  auf  der  innern  Oberfläche  Q  eine  Belegung,  deren 
Dichtigkeit  ri  den  Gleichungen  (2.)  Genüge  leistet. 

Andererseits  sind  die  Gleichungen  (o.)  ebenfalls  von  einfacher 
physikalischer  Bedeutung  mit  Bezug  auf  einen  gewissen  andern  fingirten 
Fall.  Denkt  man  sich  nämlich  die  gegebene  Fläche  0  als  die  Ober- 
fläche eines  massivenj)  Conductors,  der  isolirt,  mit  der  Elektricitäts- 
menge  (il/ -{- üif *)  geladen,  und  Iceinerlei  äusseren  Einwirkungen  aus- 
gesetzt   ist,    so    wird    auf   der    Oberfläche    0    dieses    Conductors    eine 

t)  Ein  Conductor  mag  massiv  heissen,  sobald  dmsi'lbe  keinen  inneren  Hohl- 
raum besitzt. 
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(  Icktrisclie  Belegung  eintreten,    deren   Dichtigkeit  s   den   Gleichungen 
(3.)  Genüge  leistet. 

Demgemiis.s  sind  also  die  in  diesoji  beiden  fimjirten  Fällen  ent- 
stehenden Dichtigkeiten  r]  und  s  von  solcher  Ijeschall'enheit,  dass  sie 
den  Gleichungen  (2.),  (3.),  mithin  auch  den  Gleichungen  (1.)  Genüge 
leisten.  Aus  dem  Erfülltsein  der  Gleichungen  (1.)  folgt  aber,  mittelst 
des  dritten  Theorems  pg.  214,  sofort,  dass  iq  und  s  diejenigen  Dichtig- 
keiten vorstellen,  welche  in  dem  eigentlich  gajchenai  Falle  wirklich 
eintreten  werden;  so  dass  wir  also,  unter  Uücksichtnahme  auf  die  in 
(2.),  (3.)  notirton  Relationen 

Jnda^  -  Jf  *  ,       /  £ do  =  31-^  Ji* , 

zu  folgendem  Satze  gelangen: 

Dritter  Satz.  —  Wird  ein  isolirter  und  mit  der  cleJctrischen  Ladung 
M  verselwncr  sehaalenförmiger  Conductor  der  Eimvirhmg  irgend  iveleher 
festen  eleldrischen  Massen  31*  ausgesetzt,  und  nimmt  man  an,  dass  all' 
diese  blassen  M*  im  Innern  Hohlräume  des  Conductors  enthalten  sind, 
so  werden  auf  der  innern  und  äussern  Conductoroherfläclie  elektrische  Be- 
legungen entstehen,  deren  Massen  respective  =  —  M^'  und  =  M-{-  J/*  sind^ 

Auch  wird  die  Belegung  der  innern  Fläche  genau  dieselbe  sein,  als 
iväre  der  Conductor  nicht  isolirt,  sondern  zur  Erde  ahgeleitet. 

Andererseits  wird  die  Belegung  der  äussern  Fläche  von  genau  der- 
selben Beschaffenheit  sein,  als  tväre  diese  Fläche  die  Oberfläche  eines  iso- 
lirten  und  mit  der  Elehtricitätsmenge  M  -J-  Jf*  geladenen  massiven 
Conductors,  auf  den  von  Aussen  her  h einerlei  Kräfte  eimvirhen. 

Das  Problem  der  elektrischen  Vertheiluug  auf  einem  schaalen- 
förmigen  Conductor  wird  durch  diesen  Satz,  wenigstens  in  dem  Falle, 
dass  die  einwirkenden  Kräfte  ihren  Sitz  im  innern  Hohlräume  des 
Conductors  haben,  auf  zwei  andere  Probleme  reducirt,  deren  jedes  nur 
je  eine  Oberfläche  betrifft. 

§  10. 

Zwei  sehr  allgemeine  Sätze  über  die  Substitution  neuer  Massen  an 
Stelle  ursprünglich  gegebener  Massen. 

An  Stelle  einer  gegebenen  homogenen  materiellen  Kugelschaale 
kann  bekanntlich  ein  einzelner  Massenpunkt  im  Centrum  der  Sehaale 
substituirt  werden,  ohne  dass  dadurch  die  Wirkung  auf  äussere  Punkte 
irgend  welche  Aenderung  erleidet.  Aehnliche  aber  bei  Weitem  all- 
gemeinere Sätze  über  die  Substitution  von  Massen  ergeben  sieh  aus  der 
Theorie  der  Elektrostatik. 
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Um  näher  hierauf  einzugehen,  wollen  wir  uns  einen  zur  Erde  ah- 
f/clcitdcn  metallischen  Couductor  denken,  auf  den  von  Aussen  her  feste 
clcltrische  blassen  M*  einwirken.  Alsdann  erhalten  wir  [vgl.  pg.  211] 
für  die  Dichtigkeit  t  der  auf  der  Couduetoroberfläche  0  entstehenden 
elektrischen  Belegung  die  Formel: 


^■*+/^°=o. 


wo  /  jeden  beliebigen  Punkt  innerhalb  0,  und  F,*  das  von  jenen 
Massen  M*  auf  i  ausgeübte  Potential  bezeichnet. 

Diese  Formel  aber  können  wir  auch  so  schreiben: 

und  demgem'ass  erkennen  wir,  dass  die  Massen  il/*  für  alle  Punkte  i 
innerhalb  0  äquipotential  sind  mit  einer  auf  0  ausgebreiteten  Massen- 
belegung von  der  Dichtigkeit  —  e.     Also  der  Satz: 

Erster  Satz.  —  Sind  ausserhalb  einer  geschlossenen  Flüche  0 
irgend  tvelchc  Massen  M*  in  bestimmter  Weise  gegeben,  so  wird  sich  die 
Fläche  0  stets  in  solcher  Art  mit  Masse  belegen  lassen,  dass  diese  Be- 
legung, für  alle  innerhalb  0  befindlichen  PnnJde,  mit  jenen  blassen  M* 
ä q u ipotential  ist. 

Mit  andern  Worten:  An  Stelle  der  Massen  31*  lann,  unbeschadet 
der  Wirliung  auf  Punkte  innerhalb  0,  eine  geivisse  materielle  Belegung 
der  Fläche  0  siibstitiiirt  werden. 

Wir  gehen  über  zu  einer  analogen,  in  gewissem  Sinne  umgekehrten 
Betrachtung,  indem  wir  jetzt  Massen  M*  betrachten  wollen,  die  nicht 
ausserhalb,  sondern  innerhalb  einer  gegebenen  geschlossenen  Fläche 
sich  befinden. 

Es  sei  gegeben  ein  zur  Erde  abgeleiteter,  schaalenförmigcr  Cotuluctor, 
mit  der  inncrn  Begrenzungsfläche  Q  und  der  äussern  Begrenzungsfläche 
0.  Und  auf  diesen  Couductor  mögen  feste  elektrische  Blassen  31*  ein- 
wirken, die  innerhalb  Q,  d.  i.  im  innern  Hohlräume  gelegen  sind. 
Alsdann  ergiebt  sich  für  die  Dichtigkeiten  7]  und  s  der  auf  Q  und  0 
entstehenden  elektrischen  Belegungen  folgende  Formel  [vgl.  pg.  215]: 

''■  =  ^-*+/^+/^f  =0, 

wo  i  jeden  beliebigen  Punkt  zwischen  Q  und  0,  und  F;*  das  von  jenen 
Massen  31*  auf  i  ausgeübte  Potential  bezeichnet  Dabei  soll  das  hinzu- 
gefügte Vi  nur  als  Abbreviatur  dienen  zur  Bezeichnung  der  linken 
Seite  der  Formel;  so  dass  also  dieses  F,;  das  auf  den  Punkt  i  aus- 
geübte elektrische  Gesammfpotential  repräsentirt. 
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Gleichzeitig  wird,  falls  man  unter  a  irgend  einen  Punkt  iui  Ansscn- 
ranme  des  Conductors,  d.  i.  irgend  einen  ausserhalb  0  gelegenen  Punkt 
versteht  j),  das  auf  einen  solchen  Punkt  a  ausgeübte  elektrische  Ge- 
samiutpotential  F„  den  Werth  haben: 

sdo 


r.,  =  F.*+f^l.^+f 


Nun  ist  auf  Grund  des  letzten  Paragraphs,  nämlich  auf  Grund  des 
zweiten  Satzes  pg.  229,  zweierlei  zu  bemerken:  erstens j  dass  s  durch- 
weg =  0  ist,  und  ziveitens,  dass  F«  ebenfalls  =  0  ist.  Demgemäss 
ergiebt  sich  aus  den  vorstehenden  beiden  Formeln  sofort: 

( —  ri)dm 


oder,  was  dasselbe  ist: 


4 

( —  r])dco 
E,. 


Diese  beiden  Formeln  sagen  aus,  dass  die  Massen  il/*  in  Bezug  auf 
sämmtliche  Punkte  i,  a  äquipotential  sind  mit  einer  auf  Q  ausgebreiteten 
Massenbelegung  von  der  Dichtigkeit  —  r],  und  führen  daher  zu  folgen- 
dem Satze: 

Zweiter  Satz.  —  Sind  innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  Q 
irgend  tuelche  Massen  M*  in  hestimmter  Weise  gegeben,  so  ivird  sich  die 
Fläche  Q.  stets  in  solcher  Art  mit  Masse  belegen  lassen,  dass  diese  Be- 
legung, für  alle  ausserhalb  Q  befindlichen  PunJcte,  mit  jenen  blassen  M^' 
äquipotential  ist. 

Mit  andern  Worten:  An  Stelle  der  Massen  M*  Immi,  unbeschadet 
der  Wirhtng  auf  Piinlie  ausserhalb  Q,  eine  geivisse  materielle  Belegung 
der  Fläche  Q  suhstituirt  tverden. 


t)  Vgl.  die  zweite  Note  auf  pg.  226. 
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Die  clitiraklcristist'lie  Function  für  die  Aufgaben  der  elektrischen  Ver- 
tlieilnn^  und  für  die  Aufgaben  des  stationären  Teni[>ei'aturzustandes. 

Im  gegenwärtigen  Capitel  wird  gezeigt  werden,  dass  die  Probleme 
der  elektrischen  Vertheilung  in  einem  gegebenen  Couductor  zurüek- 
l'ührbar  sind  auf  die  Ermittelung  einer  gewissen  diesen  Problemen 
eigenthümlich  zugehörigen  Function  U,  —  wie  solches  bereits  von 
Green  in  seiner  berühmten  Abhandlung  vom  Jahre  1828:  „An  Essay 
on  tlie  Application  of  mathematical  Anahjsis  to  the  Tltcorics  of  Electricity 
and  Magnetism"  ausgeführt  worden  ist*).  Sodann  soll  gezeigt  werden, 
dass  diese  Function  U,  welche  kurzweg  die  charahteristische  Func- 
tion der  betreffenden  Probleme  genannt  werden  mag,  von  gleicher 
AVichtigkeit  auch  ist  iür  gewisse  Aufgaben  des  stationären  Temperatnr- 
zustandes  in  einem  homogenen  Körper. 

In  äusserlicher  Beziehung  sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Die  elek- 
trisch geladenen  Isolatoren,  überhaupt  die  festen  elektrischen  Massen, 
unter  deren  Einwirkung  das  elektrische  Gleichgewicht  in  einem  ge- 
gebeneu Conductor  zu  Stande  kommt,  werden  von  uns  kurzweg  die 
indncirenden  Ursachen,  und  die  von  denselben  herrührenden  Kräfte 
die  indncirenden  Kräfte  genannt  werden.  Und  demgemäss  werden  wir 
z.  B.  die  elektrische  Belegung,  welche  auf  der  Oberfläche  des  Con- 
ductors  unter  der  Einwirkung  eines  gegebenen  elektrischen  Massen- 
punktes m  entsteht,  als  die  durch  diesen  Punkt  inducirte  Belegung  be- 
zeichnen. Der  Buchstabe  V  wird  im  gegenwärtigen  Capitel  nicht  mehr 
für  das  elektrische  Gesammtpotential,  sondern  in  anderer  Bedeutung 
gebraucht  werden. 


*)  Jene  Grccn'sche  Abhandhing  befindet  sich  in  The  nKtthcmatical  Papers  of 
G.  Green.  London.  1871;  auch  im  Crclle'scben  Journal,  Bd.  47. 
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§   1. 

Ueber  die  elektrische  Vertheilung  auf  der  Oberfläche  eines 
gegebenen  Conductors. 

Ein  isolirter  uucl  elektrisch  geladener  Couductor  sei  der  Einwir- 
kung äusserer  Kräfte  exponirt,  deren  Potential  F  (jegcbcn  ist.  Wir 
stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Dichtigkeit  r]  der  unter  diesen  Umständen 
auf  derConductoroberfläche  entstehenden  elektrischen  Belegung  näher  zu 
bestimmen.  Und  zwar  werden  wir  diese  Aufgabe  einem  gewissen  all- 
gemeinen Problem  subordiniren,  und  sodann  dieses  letztere  auf  ein  ein- 
facheres Frohlem,  nämlich  auf  die  Ermittelung  der  charaJcteristischen 
Function   U  reduciren. 

Versteht  man  unter  i  jeden  beliebigen  Punkt  innerhalb  des  Con- 
ductors, so  gilt  für  die  unbekannte  Dichtigkeit  r]  [nach  dem  ersten 
Theorem,  pg.  211]  folgende  Formel: 


F,  +f 


— f^—  =i=  Const. 
E. 


eine  Formel,  die  man  auch  so  schreiben  kann: 

Fi-{-  F,  =  Const., 
oder  auch  so: 

(a.)  7,  =  (Const.)  -  F, , 

wo  alsdann  Vi  das  von  jener  unbekannten  Belegung  (ji)  auf  den  Punkt 
i  ausgeübte  Potential  vorstellt. 

Bezeichnet  man  ferner  das  Potential  der  nämlichen  Belegung  auf 
Punkte  a  ausserhalh  des  Conductors  mit  Fa,  so  gelten  [vgl.  (12.)  pg.  173 
uud  (11.)  pg.  171]  die  Relationen: 

{ß)  v:=Vi, 

wo  V  die  äussere  Normale  der  Conductoroberfläche  vorstellt. 

Da  F  gegeben  ist,  so  kann  man  aus  (a.)  die  Werthe  von  F,  er- 
halten, bis  auf  eine  additive  Constante;  und  sodann  aus  iß.)  die  Obcr- 
fläcJiemverthe  von  V»  erhalten.  Sollte  es  nun  in  irgend  welcher  Weise 
gelingen,  auf  Grund  dieser  OberHüchenwerthe  von  F«,  auch  die  übrigen 
Werthe  von  F„  zu  finden,  so  würde  man  alsdann,  mittelst  der  Formel 
(j/.),  die  gesuchte  Dichtigkeit  rj  sofort  anzugeben  im  Stande  sein.  Von 
hier  aus  betrachtet,  werden  wir  also  zu  sagen  hal)en,  dass  der  eigent- 
liche Kern  der  Aufgabe  in  der  Berechnung  des  Potentials  F„  bestehe, 
dass  mithin  die  Aufgabe  reducirt  werden  könne  auf  folfjendes 
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Allgemeines  Problem:  Auf  der  Oberfläche  Q  des  Condiidors  ist  eine 
unhcJcannte  eleldrisclic  Bcleijung  annffchrcifct.  Die  DichtigJieit  da  selben 
ist  mit  fj,  und  ihr  Potential  auf  äussere  PunJäe  mit  Va  bezeichnet. 

Dieses  Potential  F«  ist  in  bestimmter  Weise  gegeben  für  diejenigen 
PiinJcte  a,  ivelche  unmittelbar  auf  Q  liegen.  Es  handelt  sich  darum,  das- 
selbe zu  ermitteln  für  sümmtliche  Punlctc  a  des  ganzen  Aussenraumes 
von  Q. 

Bemerkung.     Dieses   Problem   kann   nur  eine  Lösung  besitzen.     Gesetzt 
nämlich,   es   exisfirten  zivei  Lösungen:    V^^  und  FJ,   so  würde  die  Differenz 

TF  =  F   —  F' 

a  a  a 

ebenfalls  das  Potential  einer  auf  fi  ausgebreiteten  Belegung  sein,  und  zu- 
gleich die  Eigenschaft  besitzen,  auf  ß  überall  v.w  verschwinden.  Deiugcmäss 
würde  der  allgemeine  Satz  (ß.)  i)g.  207  auf  dieses  Potential  W  ohne  Wei- 
teres anwendbar  sein,  und  die  Formel  liefern: 


./i/'[(^fr+(^r+(^r: 


dxdyclz  =  0. 


über  den  Aussouraum  von  '' 


Hieraus  aber   würde   folgen,   dass   W  im  Aussenraume   von  Q  coxstant  ist; 
und  dieser  constante  Werth  könnte,  weil  W  auf  Q  verschwindet,  kein  anderer 
als  die  Null  sein.     Somit  würde  sich  also  ergeben,  dass  die  Differenz 
W   =V    -  F ' 

a  a  a 

für  jedweden  Punkt  a  jenes  Aussenraumes  gleich  Nidl  ist.  —  Q.  e.  d. 

Um  das  in  Rede  stehende  allgemeine  Problem  in  AiigriÖ"  zu 
nehmen,  wollen  wir  —  als  Mittel  zum  Zweck  —  zuvörderst  ein  etwas 
einfacheres  Problem  in  Betracht  ziehen,  nämlich  diejenige  elektrische  Be- 
legung ins  Auge  fassen,  welche  auf  dem  gegebenen  Conductor  ent- 
stehen würde,  falls  derselbe  zur  Erde  abgeleitet  wäre,  und  falls  auf  ihn 
von  Aussen  her  ein  elektrischer  Massenimnkt  m{a,  b,  c)  einwirkte.  Für 
die  Dichtigkeit  s  dieser  Belegung  ergiebt  sich  [vgl.  das  zweite  Theorem 
pg.  illlj  die  Formel: 

(1.)  ^  +/ 1^  =  0, 

wo  i  wiederum  jeden  beliebigen  Punkt  innerhalb  des  Conductors  vor- 
stellt, und  wo  Iti  und  Ei  die  Abstände  dieses  Punktes  i  von  m(a,  b,  c) 
und  von  edca  andeuten.  Bezeichnet  man  das  Potential  des  Punktes  m 
mit  ?/('"),  ferner  das  Potential  der  Belegu)ig  (e)  mit   L^'*': 

U(,u)  _  .'»  7/(0  _    Cld^ 

und  die  Summe  dieser  beiden  Potentiale  mit   U: 
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so  kaim  mau  die  Formel  (1.)  auch  so  schreiben: 
(2.)  Ui  =  f//"')  +  C//')  =  0 . 

Dabei  siud  in  Betreu"  des  Gcsammtpotenlials  U  zwei  Relationen 
anzuführen,  die  uumittelbar  aus  früher  gefundenen  Sätzen  sich  ergeben. 
Die  eine  derselben  lautet  [vgl.  (18.)  pg.  174]: 

U     =    fj  /  X  \         / 

also  mit  Rücksicht  auf  (2.):  '^i 

(3.)  Ua  =  0; 

während  die  anda-e  [vgl.  (19.)  pg.  174]  folgendermassen  lautet: 

dlT 
(4-)  ^  =  -  4-^ 

wo  V  die  äussere  Normale  von  Q  vorstellt. 

Solches  vor  angeschickt,  gehen  wir  über  zum  eigentlichen  Kern 
unserer  Betrachtung,  nämlich  zur  Darlegung  des  gegenseitige)i  Zusammen- 
hanges der  beiden  Frohleme,  d.  i.  zur  Darlegung  derjenigen  Beziehung, 
die  zwischen  den  beiden  Potentialen  V  und  U  stattfmdet 

Dabei  wollen  wir  [ähnlich  wie  in  einem  früheren  Falle,  pg,  221] 
die  Masse  w(a,  b,  c)  nicht  als  einen  einzelnen  Massenpunkt,  sondern 
als  eine  ausserordentlich  Meine  homogene  Kugel  von  der  Dichtigkeit  g, 
vom  Volumen  w  und  mit  dem  Centrum  (a,  b,  c)  uns  vorstellen.  Als- 
dann wird  das  von  den  beiden  Massen  m  und  (f)  herrührende  Poten- 
tial  U  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 

dU^^       du        du 

im  Aussenraume  von  Q  überall  stetig  sind.  Gleiches  gilt  offenbar 
auch  von 

SV,      ^K       SK 

-IT  a  a  a 

'^"'     T^'     Ti'     IT'-' 

denn  V  repräsentirt  das  Potential  einer  auf  Q  ausgebreiteten  Belegung 
(rj).  Demgemäss  subordiniren  sich  Ua  und  F„  der  allgemeinen  Formel 
(C(S.)  pg.  202: 

(5-)     fffiVi^V-  VLÜ)dxd,jd.  ^  -  f  {u/-^  -  r.'^d„. 

Über  den  Aussenraum  von  S2 

Dabei  ist,  der  Kürze  willen,  auf  der  linken  Seite  der  Index  a  fort- 
gelassen; wodurch  offenbar  kein  Missvcrstäudiiiss  entstehen  kann.  Unter 
V  ist  wiederum  [ebenso  wie  in  (4,)]  die  äussere  Normale  von  ß  zu  ver- 
stehen. 
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Diese  Formel  (o.)  ist,  mit  Rücksicht  auf  den  zwischeu  U,  ?7'"'^,  U^'^ 
stattfindenden  Zusammenhang: 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  U  [vgl.  (3.)]  auf  der  Fläche  Q  vcr- 
schtüindet,  auch  so  darstellbar: 

{(].)      fjy{ UAV-VA L^W  —  VA m^) dxdydz  =  f  Va~^-"  da , 

über  den  Aussenraum  von  '' 

und  kann  daher,  weil  die  von  den  Belegungen  (f)  und  (r;)  herrühren- 
den Potentiale  f^'*'  und  V  im  Aussenraume  von  Q  den  Gleichungen 
AU^'^  =  0  und  AF=0  entsprechen,  auch  so  geschrieben  werden: 

(7-)  -jXfvAm'")dxdyd,  =/f„  ^  da>. 

über  den  Aussenraum  von  " 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  ist,  weil  das  Vohimen 
w  der  Kugel  m(a,h,c)  ausserordentlich  klein  sein  soll,  successive  in 
folgende  Gestalten  versetzbar  [vgl.  die  völlig  identischen  Betrachtungen 
auf  pg.  222]: 

47iqJJJ    Vdxdijdz  =  4nqV(a,  h,  c)JJJ    dxdydz 

=  4nqoj  F(a,  h,  c)  =  4nm  V(a,  h,  c)  ; 
so  dass  also  die  Formel  (7.)  übergeht  in: 

(8.)  4jtmV(a,  h,  c)  =f  F„  ']^^  da . 

Hieraus  folgt,  falls  man,  was  ohne  Zweideutigkeit  geschehen  darf,  bei 
Va  den  Index  a  unterdrückt*): 

(9.)  K(a,6,.)  =  ^-^/F^r7c, 


*)  Es  ist  bekanntlich  [vgl.  (12.)  pg.  17.3]: 

U   =  Tl.,     und     V  =  V.. 

Demgemäss  ist  es  einerlei,  ob  man  an  der  Oberiläche  von  V^^  oder  von  V-  spricht. 
Hingegen  ist  [vgl.  (11.)  pg.  171J: 

diT    'dir  Tiv,    iir 

— —  =  —  47rf,       und         , ; — ■  =  —  47r7j. 

dv  dv  dv  dv 

Demgemäss  ist  z.  B.  bei   -       der  Index  a  oder  i  durchaus  erforderlich,  und,  oline 
dv 

MisBverständniss ,  nicht  nnterdrückl)ar. 
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Diese  Formel  rcprüsentirt  den  hier  atifsudeelrmlen  (jef/ensritirjen  Zu- 
sammenhang zwischen  V  und  U.  Sie  ist  übrigens  mit  Itücksicht  iiuf 
die  Relation  (4.)  auch  so  darstellbar: 

(10.)  V{a,h,e)=-j^fVsd<o; 

so  dass  mau  also,  Alles  zusammengefasst,  v.n  folgendem  Resultate 
gelangt: 

Reduction  des  allgemeinen  Problems  auf  die  Ermittelung  der  charak- 
teristischen Function  U.  —  Soll  das  allgemeine  Problem  (pg.  23G)  gelöst 
werden,  so  denhe  man  sich  den  gegebenen  Conductor  zur  Erde  abgeleitet^ 
und  bezeichne  die  DiehtigJceit  demjenigen  eleJctrischen  Belegung,  ivelehe  unter 
diesen  Umständen  dureh  irgend  einen  äussern  elehtrisehen  Massen- 
punJct  m(a,b,  c)  auf  der  Conductor  ober  fläche  Q  inducirt  werden  würde, 
mit  £.  Alsdann  tvird  das  in  jenem  allgemeinen  Problem  gesuchte  Poten- 
tial V  im  Punlde  (a,  b,  c)  den  Werth  besitzen: 

(11.)  V{a,b,e)  =  -^fv8dco. 

Durch  dieses  Integ^'al,  in  ivelchem,  abgesehen  von  den  gegebenen  Ober- 
flächemverthen  des  Potentials  V,  nur  noch  s  enthalten  ist,  wird  die  Lösung 
jenes  allgemeinen  Problems  reducirt  auf  die  Ermittelung  von  s. 

Setzt  man  übrigens 
(12.)  U=  ^("')+  U^'\ 

wo  f/^'")  und  [/(')  diejenigen  Potentiale  sein  sollen,  zvelclw  vom  Massen- 
jmnlite  m{a,b,c)  und  von  der  Belegung  (s)  auf  einen  variablen  Punkt 
{x,  y,  z)  ausgeübt  iverden,  so  Jcann  man  die  Formel  (1 1 .)  auch  so  schreiben : 

(13.)  r{a,b,c)  =  ^fr^do,, 

wo  V  die  äussere  Normale  von  Q  vorstellt. 

Demgemäss  Jcann  man  von  jenem  allgemeinen  Problem  (pg.  236)  nacli 
Belieben  sagen:  dasselbe  sei  reducirt  auf  die  Ermittelung  von  s,  oder  auch: 
es  sei  reducirt  auf  die  Ermittelung  von  IIa- 

Diese  Function  Ua,  welche  nur  von  geometrischen  Verhältnissen 
abliiingt,  welche  nämlich  vollständig  bestimmt  ist,  sobald  die  Ober- 
iiäche  Q,  und  daneben  noch  die  Lage  des  Massenpunktes  m{n,  b^  c)  ge- 
geben sind,  mag  kurzweg  die  charaJderistische  Function  des  in  Rede 
stehenden  Problems  genannt  werden;  wobei  allerdings  einzuräumen  ist, 
dass  ry*)  und  s  selber  auf  einen  solchen  Namen  gleiches  Anrecht  haben 
würden.  Die  Einführung  dieser  Functionen  Ua,  UJ''' ,  £  rülirt  von  Green 
her.    [Vgl.  die  auf  pg.  234  citirte  Green'sche  Abhandlung.] 
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§  2. 

Anwendung  der  dargelegten  Theorie  auf  die  Kugel. 

Die  Dichtigkeit  £  der  auf  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Conductor 
durch  einen  äussern  elektrischen  Massenpunkt  m{a,  h,  c)  inducirten 
Belegung  ist  für  den  Fall,  dass  der  Conductor  eine  Kugel  ist,  ohne 
Weiteres  angebbar  auf  Gruud  unserer  früheren  Untersuchungen.  Für 
diesen  Fall  hat  nämlich  e  den  Werth  [vgl.  (29.)  pg.  18G]: 

Dabei  bezeichnet  R  den  Abstand  derjenigen  Stelle,  auf  welche  s  sich 
bezieht,  vom  Punkte  m,  während  r  den  Centralabstand  des  Punktes  m, 
und  Ä  den  Kugelradius  vorstellen.  Auch  haben  wir  damals  [in  (28.) 
pg.  185]  gefunden,  dass  die  Gesammtmasse  M  der  Belegung  («)  den 
Werth  hat: 

/^  -  II*-  'M-4 

(lo.)  ilf=_--. 

Auf  die  Formel  (14.)  gestützt,  können  wir  dem  Satze  (11.),  speciell 
für  die  Kugel,  folgende  Gestalt  geben: 

Satz.  —  Ist  V  das  Potential  irgend  einer  unbekannten  auf  der 
Kitgel  atisgebreiteten  Massenhelcgung ,  und  sind  die  Oberflächemverthe 
von  V  gegeben,  so  Icann  der  Werth  von  V  in  irgend  einem  äussern 
Punkte  (a,  b,  c)  sofort  berechnet  tverden  mittelst  der  Formel : 

(16-)  ^(«'  ^  ^)  =   ''^f  f  ^R^-  ' 

Dabei  bezeichnet  R  die  Entfernungen  der  einzelnen  Oberflächenelemente  da 
vom  Punlite  («,  b,  c),  ferner  r  den  Centralahstand  dieses  Punltcs  (a.,  b,  c), 
und  A  den  Kugelradius. 

Beiläufige  Bemerkungen. 

Bezeichnet  man  diejenige  Belegung,  deren  Dichtigkeit  =  —  a  ist, 
kurzweg  mit  ( —  t),  und  das  von  derselben  ausgeübte  Potential  mit 
U^~^\  so  kann  mau  die  Formel  (2.) 

JT.M  j^   IJM^Q^ 

offenbar  auch  so  schreiben: 

iJ.(ru)   _    ^/.(-.)=0, 

oder  auch  so: 
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D.  h.  die  Bdcgimg  ( —  e)  loul  der  Vmüd  m  sind  unter  einander  äqui- 
potential mit  Bezug  auf  sämmtliche  Punlde  i.  DemgemUss  gelangt 
man  z.  B.,  was  speciell  die  Kugel  betriift,  auf  Grund  der  Formel  (14.), 
und  indem  man  E  für  —  f  schreibt,  zu  folgendem 

Satz.  —  Ausserhalb  der  Kugel  sei  ein  Massenpimld  m  gegeben,  und 
auf  der  Kugcloberflächc  sei  eine  materielle  Belegung  ausgebreitet,  deren 
Dichfigleit  E  der  Formel  entspricht: 

tro  R  die  Entfernung  desjenigen  Kugelflächenpunktes,  auf  welchen  E  Bezug 
hat,  vom  PunMe  m  bezeichnet,  während  r  den  Centralabstand  dieses  Pimlctes 
m,  und  A  den  Kugelradius  vorstellen  sollen. 

Alsdann  ivird  diese  Belegung  (E)  mit  dem  Massenpunläe  m  äqui- 
potential sein  in  Bezug  auf  sämmiliche  PunJäe  i  innerhalb  de7' 
Kugelfläche. 

Dieser  Satz  ist  leicht  auf  die  Ebene,  d.  i.  auf  den  Fall  ^  =  oo 
übertragbar.  —  Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  sei  u  der  tiefste,  o  der 
höchste  Punkt  der  gegebenen  Kugelfläche,  und  der  Massenpuukt  m 
vertical  über  o  gelegen  [vgl.  die  Figur].  Alsdann  ist  offenbar  (r^  —  A~) 
identisch  mit  dem  Quadrat  der  von  m  aus  an  die  Kugel  gelegten  Tan- 
gente, folglich 

r-  —  A^  =  (nio)  (mu)  ,  m' 

oder,  falls  man  (mo)  =  6  setzt: 

,•2—  A^  =  6{6-^2A); 

so  dass  die  Formel  (17.)  übergeht  in: 

Lässt  man  nun  den  Kugelradius  A  in  der  Weise  unendlich  i 

werden,  dass  der  Punkt  o  unverrücht  bleibt,  u  hingegen  ins 
Unendliche  hinabsinkt,  so  geht  die  Formel  (18.)  über  in: 

während  gleichzeitig  die  Kugelfläche  in  die  durch  o  gehende  Horizontal- 
ebene sich  verwandelt.     Also  der 

Satz.  —  Oberhalb  einer  gegebenen  Horizontalebene  befinde  sich 
ein  Massmpunht  m,  und  die  Horizontalebene  sei 
mit  einei'  materiellen  Belegung  versehen,  deren  Dich- 
tigkeit E  der  Formel  entsjnicht: 

j$_ 

(20 ^       E  =  ^^  (-^Y  =  -^  ( - ) ' 


lA 


A 


q'  +  o'^  /     '  0 

!•'.   Xeumaun,  Vorl.  üb.  das  Potential.  IG 
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wo  R  den  Abstand  derjenigen  Stelle,  auf  welclie  E  Bezug  hat,  vom  Punkte 
m  bezeichnet,  während  ö  und  q  die  aus  vorhergchetider  Figur  ersichtlichen 
Bedeutungen  haben  sollen. 

Alsdann  wird  diese  Belegung  (E)  mit  dem  Massenpunktc  m  üqui- 
Xtotential  sein  in  Bezug  auf  sämmtliche  PunJdc  unterhalb  der  Hori- 
zontalebene. 

§  4. 

Ueber  den  stationären  Temperaturzustand  eines  homogenen  Körpers. 

Für  die  Bewegung  der  Wärme  in  einem  homogenen  uukrystalli- 
nischen  Körper  gilt  bekanntlich  die  Differentialgleichung: 

wo  V  die  Tcmimatur  vorstellt,  während  C,  D,  K  gegebene  Constanten  be- 
zeichnen: C  die  specifische  Wärme  des  gegebenen  Körpers,  K  seine 
innere  Leitungsfähigkeit,  und  I)  seine  Dichtigkeit.  —  Diese  DifTorential- 
gleichung,  durch  welche  die  Temperatur  V  als  Function  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x,  y,  z  und  der  Zeit  t  sich  bestimmt,  nimmt  für  den 
Fall  des  stationären  Temperatur zustandes  die  einfachere  Gestalt  an*): 

Wir  wollen  nun  die  Temperatur  V  im  Innern  des  gegebenen 
Körpers  zu  ermitteln  suchen,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Zeit 
des  stationären  Zustandes  bereits  eingetreten  ist,  und  unter  der  fernereu 
Voraussetzung,  dass  die  Temperatur  an  der  Ohey/lüclie  des  Körpers 
allenthalben   durch   Beobachtung  ermittelt   sei.     Diese   Aufgabe   kann, 

dV      dV       dV 
weil  V,   -^ — ,   -ö—  ,  -5—  zur  Zeit  des  stationären  Zustandes  im  Innern 

'    ox  '     oy       OS 

des  Körpers  überall  stetig  sein  werden,  folgendermassen  formulirt  werden: 
Es  soll  eine  Function  V  =V{x,y,  z)  gefunden  iverdcn,  welche  im 
Innern  des  gegebenen  Korpers  den  Bedingungen  entspricht: 
r    \  TT       dV         dV         oV       ,  ^.  .jr        r\ 

und  luelche  gleichzeitig  an  der  Oberfläche  des  Körpers  vorgeschriebene 
Werthe  besitzt. 


*)  Zur  Zeit  des  stationären  Zustandes  wird  nämlich  (wie  aus  dem  Begriff 
dieses  Zustandes  unmittelbar  folgt)  die  Temperatur  V  nur  von  den  Coordinaten 
X,  y,  2,  nicht  aber  von  der  Zeit  t  abhängen.  Und  demgemäss  wird  also  die  rechte 
Seite  der  Formel  (a.)  für  den  stationären  Zustand  gleich  Null  werden. 
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Jene  Bedingungen  (j.)  für  das  Innere  des  Körpers  werden  aber 
stets  erfüllt  sein,  wenn  man  für  V  das  Potential  irgend  welcher  Massen 
nimmt,  die  misserhalb  des  Körpers  liegen.  Ebenso  werden  jene  Be- 
dingungen auch  dann  erfüllt  sein,  wenn  man  für  V  das  Potential  irgend 
einer  auf  der  Körperdberjläclie  ausgebreiteten  Massenbelegung  nimmt. 
Demgemäss  wird  die  in  Rede  stehende  Aufgabe  gelöst  sein,  sobald  es 
gelingen  sollte,  folgendes  Problem  zu  lösen. 

Allgemeines  Problem.  —  Man  denke  sich  auf  der  gegebenen  ge- 
schlossenen Flüche  Q  irgend  eine  materielle  Belegung  von  unheJcannter 
Dichtigheit  i]  ansgchreitet,  und  das  Potential  dieser  unhelcannten  Belegung 
auf  Funitc  i  innerhalb  Q  mit  Vi  bezeichnet. 

Fieses  Potential  Vi  soll  für  diejenigen  Punkte  i,  ivelche  immittelhar 
auf  Q.  liegen,  in  bestimmte^'  Weise  gegeben  sein.  Es  handelt  sich  darum, 
dasselbe  für  sämmtlichc  Punkte  i  des  ganzen  Innenraumes  von  Q  zu 
berechnen. 

Bemerkung.  —  Dieses  Problem  besitzt  nur  eine  Lösung;  wie  sieb  solches 
leicht  zeigen  lässt  mittelst  des  Satzes  (^21.)  pg.  205.  Die  bei  diesem  Beweise 
einzuschlagende  Methode  ist  genau  dieselbe  wie  die  früher,  in  der  Bemerkung 
pg.  236,  benutzte. 

Wir  wollen  dieses  Problem,  dessen  Analogie  mit  dem  frühereu 
Probleme  p.  236  klar  zu  Tage  liegt,  in  ähnlicher  Art  wie  jenes  zu 
behandeln  suchen,  nämlich  dasselbe  zu  reduciren  versuchen  auf  ein 
neues  und  einfacheres  Problem. 

Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich  einen  schaalenförmigen  Con- 
ductor,  der  die  gegebene  Fläche  Q  zur  inneren  Begrenzungsfläche  hat, 
und  äusscrlicli  von  einer  beliebigen  andern  Fläche  0  (z.  B.  von  einer 
Kugelfläche)  begrenzt  ist.  Dieser  Conductor  sei  zur  Erde  abgeleitet., 
und  der  Wirkung  eines  einzelnen  elektrischen  Massenimnktes  m  aus- 
gesetzt, der  irgendwo  im  innern  Hohlräume  des  Conductors  sich  befindet. 
Jenes  neue  Problem  soll  darin  bestehen,  die  elektrischen  Belegungen 
zu  bestimmen,  welche  unter  so  bewandteji  Umstünden  auf  den  beiden 
Oberflächen  Q  und  O  des  Conductors  entstehen  werden. 

Die  Dichtigkeit  der  Belegung  der  äussern  Oberfläche  wird  be- 
kanntlich [wie  aus  dem  zweiten  Satze  p.  229  folgt]  überall  =  0  sein. 
Und  die  Dichtigkeit  e  der  Belegung  der  innern  Fläche  Q  bestimmt  sich 
[wie  ebenfalls  aus  jenem  Satze  folgt]  mittelst  der  Formel: 

(1.)  j/„=;+/^^  =  o, 

a  a 

wo  unter  a  sämmtlichc  Punkte  des  Aussenraumes  von  Q  zu  verstehen 
sind,  sowohl  diejenigen,  welche  zwischen  Q.  und  (),  als  auch  diejenigen, 
welche    ausserhalb    0    liegen    [vgl.    den    schon    citirten    zweiten    Satz 

IG* 
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p.  229].     Dabei    bezeichnen    i?„    nnd   E,,    die    Abstände    eines    solchen 
l'unktes  a  vom  Massenpunkte  m{a,  h,  c)  und  vom  Element  sda. 

Das  der  Fonuol  (1.)  beigefügte  Ua  soll  nur  Abbreviatur  sein  fiir 
die  linke  Seite  der  B'ormel;  so  dass  also  dieses  U  das  von  den  beiden 
Massen  m  und  (s)  herrührende  Potential  repräsentirt.  Bezeichnet  man 
die  Potentiale  jener  beiden  Massen,  einzeln  genommen,  mit  ?7^"')  und 
C/i*^,  so  kann  man  die  Formel  (1.)  auch  so  schreiben: 

(2.)  Ih  =  IV  +  UlP  =  0. 

Dabei  sei  in  Betreflf  des  Potentials  U  an  zwei  Relationen  erinnert, 
die  aus  früheren  allgemeinen  Sätzen  sich  sofort  ergeben.  Die  eine 
derselben  lautet  [vgl.  (18.)  pg.  174]: 

also  mit  Rücksicht  auf  (1.)  oder  (2.):  ^ j^  P 

(3.)  TJi  =  0;  ,      .      -mfM        j  ] 

und  die  andere  lautet  [vgl.  (19.)  pg.  174]:    ;  / 


dU, 


wo  V  die  äussere  Normale  von  Q  vor- 
stellt; vgl,  diebeistehendo  Figur.  Mit  Bezug  auf  diese  Figur,  in  welcher 
die  äussere  Oberfläche  0  des  schaalenformigen  Conductors  nur  punldirt 
angedeutet  ist,  sei  von  Neuem  bemerkt,  dass  bei  der  gegenwärtigen 
Betrachtung  unter  a  sämmÜiche  Funkte  des  Aussenramnes  von  Q  zu 
verstehen  sind,  einerlei  ob  sie  zwischen  Q  und  0,  oder  ausserhalb  0 
liegen.  Andererseits  sind  unter  i  sämmtliche  Punkte  des  Innenramncs 
von  Q  zu  verstehen. 

Dies  vorangeschickt,  gehen  wir  über  zum  eigentlichen  Kern  unserer 
Betrachtung,  nämlich  zur  Aufdeckung  des  f/efjenseitigen  Zusanimenhanges 
der  beiden  Probleme,  der  darin  bestehen  wird,  dass  eine  etwaige  Lösung 
des  neuen  Problems  sofort  auch  die  Lösung  des  ursprimglichm  Problems 
nach  sich  zieht. 

Betrachten  wir  den  Puiikt  m{a,  b,  c)  wiederum  als  eine  äusserst 
kleine  homogene  Kugel  mit  dem  Centrura  (a,  h,  c),  so  sind 

dU^      dU^      dU^ 
^'>     dx  '     dy  '     dz  ' 

a  F.     dv.    d  V, 

"     dx  '      dy  '     dz 

im  Innenratime  der  Flüche  Q  überall  stetig.    Denn  das  Potential  TT  rührt 
her  von  jener  kleinen  Kugel  m  und  von  der  auf  Q  ausgebreiteten  Be- 
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legung  («);  und  das  Potential  V  stammt  her  von  der  ebenfalls  auf  Q 
zu  denkenden  Belegung  (r/). 

Da  mm  diese  Grössen  (f.)  innerhalb  Q  stetig  sind,  so  subordiniren 
sich  die  Potentiale  U  und  V  ohne  Weiteres  der  allgemeinen  Formel  (A.) 

(ö.)    fff{uAV~  VLlj)dxdijdz  =  f{lJ,  ^  -  F,4^)  dco, 

über  den  Inuouraum  von  *' 

WO  V  [ebenso  wie  in  (4.)J  die  äussere  Normale  von  Q  vorstellt.  Diese 
Formel  (5.)  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Relation: 

und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  U  [vgl.  (3.)]  auf  der  Fläche  Q.  ver- 
scJnuindet,  auch  so  darstellbar: 

(6.)  Jff{UAV-  FAP""  -  FAf/(^))  dxdydz  =  -  f  Vi  '^  da , 

über  doii  Inueuraum  vou  '' 

und  kann  daher,  weil  die  vou  den  Belegungen  {s)  und  (tj)  herrührenden 
Potentiale  ?7^')  und  F  im  Innenraume  von  Q  den  Gleichungen  A  C/^')  =  0 
und  AF=0  entsprechen,  auch  so  geschrieben  werden: 

(7.)  -  fff  FA  trc")  dxdydz  =  -f  F  '^  dco  . 

über  den  luuenraum  von  " 

Der  hier   auf  der  linken   Seite   stehende  Ausdruck   reducirt   sich   aber 

[mittelst  der  Betrachtungen  pg.  222]  auf 

AnmV{a,  h,  c); 

so  dass  also  die  Formel  (7.)  die  Gestalt  gewinnt: 

r      dU, 
(8.)  4jrwi  V{ci,  h,c)  =  —  J    Vi  -j^  da . 

Hieraus  folgt,  falls  mau  rechter  Hand  bei   F  den  Index  i  fortlässt: 

(9.)  na,h,c)=-^Jr'^dco. 

Diese  Formel  aber  lüsst  den  gegenseitigen  Zusammenhang  zivisclien  V  und  U 
deutlich  zn  Tage  treten.  Dieselbe  ist  mit  Rücksicht  auf  (4.)  auch  so 
darstellbar: 

(10.)  V{a,h,c)  =  -l^fVsdco; 

so  dass  wir  also,  Alles  zusammengefasst,  zu  folgendem  Satze  gelangen: 
Reduction  des  allgemeinen  Problems  auf  die  Ermittelung  der  charak- 
teristischen Function  U,  —  Soll  das  allgemeine  ProUcm  (pg.  243)  gelöst 
tverden,  so  hetraclde  man  die  gegebene  Fläche  Q  als  die  innere  Oher fläche 
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eines  zur  Erde  abgeleiteten  schaalenförmigen  Conductors,  und  be- 
zeichne die  Dichtiglieit  derjenigen  eleictri sehen  Belegung,  welehc  unter  diesen 
Umständen  auf  der  Flüehe  Q  durch  irgend  einen  innerhalb  Q  gelegenen 
eleltrischen  Massenpunld  m  {a,  b,  c)  uiducirt  werden  ivdrdc*),  mit  s.  Als- 
dann wird  das  in  jenem  allgemeinen  Problem  gesuchte  Potential  V  im 
Punlde  (a,b,c)  den  Werth  haben: 

(11.)  V{a,hc)  =  -  l-^fVsdco. 

Durch   dieses  Integral,  in   welchem,  abgesehen  von  den  gegebenen  Ober- 
flächeniverthen  des  Potentials  V,  nur  noch  e  enthalten  ist,  wird  die  Lösung 
jenes  allgemeinen  Problems  rcducirt  auf  die  Ermittelung  von  £. 
Setzt  man  iibrigens: 

(12.)  U  -=  f/<"')  +  in'\ 

wo  U^'"^  und  L'^"  die  vom  Massenpunhte  m(a,b,c)  und  von  der  Beleguinj 
(f)  auf  einen  variablen  PunJct  (x,  y,  z)  ausgeübten  Potentiale  sein  sollen, 
so  liann  man  die  Formel  (11.)  auch  so  sehreiben: 

(13.)  V(a,b,c)^  -~  J    V-r^dco, 

WO  V  die  äussere  Normale  von  Q  bezeichnet. 

Demgemäss  mag  diese  Function  U;  bezeichnet  werden  als  die 
charakteristische  Function  jenes  allgemeinen  Problems  (pg.  243); 
wobei  allerdings  zu  bemerken  ist,  dass  i[7|.*)  und  auch  £  selber  auf 
einen  solchen  Namen  gleiches  Anrecht  haben  würden. 

Erinnern  wir  uns  nachträglich  an  die  ursprüngliche  physikalische 
Bedeutung  von  V,  nämlich  an  die  Art  und  Weise,  wie  wir  (pg.  242) 
zur  Aufstellung  des  in  Rede  stehenden  allgemeinen  Problemes  gelaugt 
sind,  so  können  wir  offenbar  den  durch  die  Formel  (11.)  ausgesprochenen 
Satz  auch  so  ausdrücken: 

Satz  über  den  stationären  Temperaturzustand.  —  Befindet  sich  cni 
Jiomogener  Körper  im  stationären  Temiieraturzustande ,  und  ist  die  Tem- 
peratur V  des  Körpers  an  allen  Stellen  seiner  Ober  fläche  Q  bchannL 
so  tvird  seine  Temperatur  in  irgend  einem  Innern  Punlde  {a,b,c)  eben- 
falls angebbar,  nämlich  von  folgendem  Werthe  sein: 

(14.)  V(a,b,c)=-fvld<o, 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  da  der  Oberfläche  Q. 

*)  Die  Itichti^'kfit  derjenigen  elektrischen  Belegung,  welche  gleichzeitig  auf 
der  äussern  Begrenzungsfli'iche  dieses  schaaleutöiniigeu  Conductors  iuducirt  werden 
würde,  ist  bekanntlich  =  0.     Vgl.  den  zweiten  Satz  pg.  229. 
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Will  man  dabei  liecJien schaß  hahcn  über  die  Bedeutung  des  Factors 
— ,   so   denke   man  sich  die  Flüche  Q  als  die  innere  J3egrenzungs- 

fläche  eines  zur  Erde  abgeleiteten  schaalenförmigen  Conductcrs.  Als- 
dann ist  unter  s  die  Dichtiglceit  derjenigen  clcJctrischen  Belegung  zu  ver- 
stehen, ivelche  unter  so  heivandten  Umständen  auf  Q  inducirt  ivird  *) 
durch  einen  in  {a,  b,  c)  gelegenen  Massenimnlit  m.  Dabei  hann  der  Be- 
trag m  dieser  Masse  ad  libitum  ftxirt,  z.  B.  =  1  oder  =  5  sein. 

Wird  die  Oberfläche  eines  Körpers  an  allen  Stellen  in  ein  und  der- 
selben Constanten  Temperatur,  z.  B.  in  der  Temperatur  1  erhalten,  so 
wird  offenbar,  nach  Eintritt  des  stationären  Zustandes,  die  Temperatur 
iu  seinem  Innern  ebenfalls  überall  =  1  sein.  Demgemäss  muss  das 
durch  die  Formel  (14.)  bestimmte  V{a,  b,  c)  den  Werth  1  annehmen, 
sobald  man  daselbst  die  rechter  Hand  unter  dem  Integral  stehenden 
Oberflächentemperaturen  V  sämmtlich  zu  1  macht.  D.  h.  es  muss  die 
Gleichung  stattfinden: 


-/ 


\  =  —       -da 


in 


m. 


d.  i.  die  Gleichung: 

(15.)  J  sdcD  =  — 

Diese  Gleichung  (15.)  kann  übrigens  sofort  auch  abgelesen  werden 
aus  der  vor  wenig  Augenblicken  angegebenen  eleJitrostatischen  Bedeutung 
von  £,  auf  Grund  eines  früher  über  schaalenförmige  Conductoren  er- 
haltenen Satzes  [zweiter  Satz  pg.  229]. 

Wir  sind  also  hier  durch  eine  höchst  einfache  Betrachtung  über 
den  stationären  Temperatur  zustand  zurückgelangt  zu  einem  schon  früher 
gefundenen  eleJctrostatiscJien  Satze;  und  wir  sehen  also  an  diesem  Bei- 
spiele, wie  die  einzelnen  Disciplinen  der  Physik  mit  einander  in  enger 
Beziehung  stehen,  der  Art,  dass  man  Sätze,  die  in  der  einen  Disciplin 
auf  ziemlich  complicirtem  Wege  sich  ergeben,  zuweilen  mit  Hülfe  einer 
ganz   andern  Disciplin   durch  unmittelbare  Anschauung  erhalten  kann. 

§  5. 

Anwendung  auf  die  Kugel. 

Die  in  (11.)  und  (14.),  (15.)  auftretende  Dichtigkeit  e  ist  für  den 
Fall,  dass  der  gegebene  Körper  eine  Kugel  ist,  leicht  zu  berechnen, 
unter  Anwendung  einer  Methode,  die  völlig  parallel  läuft  mit  einer 
schon    früher    im    achten    Capitel    (p.  177  — 181)    benutzten    Methode. 


*)  Vgl.  die  Note  p^'.  246, 
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Man  gelaugt  in  solcher  Weise,  was  deu  Werth  jeuer  Dichtigkeit  e 
betrifft,  zu  folgendem  Resultate: 

3Ian  doile  sich  einen  zur  Erde  abgeleiteten  achaalen för)n itjen 
Conditctor,  der  innerlich  von  einer  Kagelf'läche  Q,  äusserlich  aber 
von  irgend  welcher  andern  Fläche  0  begrenzt  tvird,  auf  deren  Gestalt 
es  nicht  tveiter  anhommt.  Versteht  man  alsdann  unter  s  die  Dicht igheit 
derjenigen  elektrischen  Belegung,  icelchc  auf  der  Kugel  fläche  Q  inducirt 
tvird  durch  irgend  einen  innerhalb  Q  gelegenen  cleltrischen  MassenpunJcß 
ni,  so  tvird  s  den  Werth  haben"^): 

(16.)  e  =  -  ^i'S^Lizrl  (LY 

WO  R  die  Entfernung  der  betrachteten  Stelle  (auf  ivclche  s  sich  bezieht) 
vom  Punlte  m  vorstellt.  Dabei  ist  unter  A  der  Radius  der  Kugel  fläche  ß, 
u)id  unter  r  der  Abstand  des  Punktes  m  vom  Centrum  dieser  Fläche  zu 
verstehen. 

Lässt  man  A  unendlich  gross  werden,  so  gelangt  man,  auf  Grund 
der  Formel  (16.),  zurück  zu  einem  schon  früher  [in  (20.)  i)g.  241]  für 
die  iinendliclie  Ebene  gefundenem  Satze. 

Blickt  man  ferner  zurück  auf  den  Satz  (14.)  über  den  stationären 
Temperaturzustand  eines  homogenen  Körpers,  so  gelangt  man,  unter 
Anwendung  der  Formel  (16.),  für  den  Specialfall  der  Kugel  zu  folgen- 
dem Satze: 

Ueber  den  stationären  Temperaturzustand  einer  homogenen  Kugel. 
Defindet  sich  eine  homogene  Kugel  im  stationären  TemjKrat Urzustände, 
und  ist  die  Temimatur  V  der  Kugel  an  allen  Stellen  ihrer  Oberfläche  Q 
bekannt,  so  tvird  ihre  Temperatur  in  irgend  einem  innern  Punkte 
{a,  b,  c)  ebenfalls  angebbar,  nämlicli  von  folgendem  Werthe  sein: 

(17.)  ^("'^'^')  =  -^^-j  -^- 

Hier  bezeichnet  li  den  Abstand  des  Elementes  da  vom  Punkte  (u,  b,  c), 
ferner  A  den  Kugelradius,  und  r  den  Centralcdjstand  des  Pimktes  {a,  b,  c). 

§  6. 

Ueber  den  stationären  Temperaturzustand  eines  schaalenförmigen 

homogenen  Körpers. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Temperatur  V  eines  von  irgend  zwei 
Flächen  Q'  und  Q"  begrenzten  schaalenförmigen  homogenen  Körpers 
zu  finden,  für  den  Fall,  dass  derselbe  sich  im  stationären  Zustande  bc- 


*)  Die  Dichtigkeit  der  auf  der  äussern  Obeifläche  0  entstehenden  Belegung 
ist  bekanntlich  =  0.     Vgl.  den  zweiten  Satz  pg.  229. 
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findet,  und  dass  seine  Obertiächeuteuiperatureu  bc/cannt  sind.  Mit  andern 
AVorten:  Es  handelt  steh  dämm,  eine  Fundion  V=  V(x,  y,  z)  su  finden, 
ivelclie  im  Innern  des  Körpers,  d.  i.  zivischcn  Q'  und  Q"  den  Bedingungen 
entspricht: 

,.      dV       cV      dV    ...  .„       .- 

V,     ö— ,     -^>     -^^  stetig,      AF=0, 
'      ex  ^      cy  ^      cz  ^^  ' 

und  welche  überdies  an  den  beiden  Oberflächen  Q'  und  Q"  des  Körpers 
vorgeschriebene  Wcrthe  besitzt. 

Diese  Aufgabe  aber  wird  offenbar  gelöst  sein,  sobald  es^  gelingen 
sollte,  folgendes  Problem  zu  lösen: 

Allgemeines  Problem.  —  Man  denlce  sich  auf  den  gegebenen  Flächen 
Q'  und  Q"  irgend  zwei  materielle  Belegungen  von  ganz  iinbelcanntcn 
Dicht iglceiten  rj'  und  r/'  ausgebreitet,  und  das  Potential  dieser  unbclcannten 
Belegungen  in  Bezug  auf  die  ztvischen  Q'  und  Q"  liegenden  Fimlite  i 
)nit  Vi  bezeichnet. 

Dieses  Potential  Vi  soll  für  diejenigen  Punläe  i,  ivelche  unmittelbar 
auf  Q'  oder  Q"  liegen,  in  bestimmter  Weise  gegeben  sein.  Es  handelt 
sich  darum,  dasselbe  für  sämmtliche  Pimlite  i  zivischen  Q'  und  Q"  zu 
berechnen. 

Bemerknng.  —  Dass  dieses  Problem  immer  nur  eine  Lösung  besitzen 
kann,  lässt  sich  in  ähnlicher  Art  wie  früher  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  236] 
leicht  nachweisen. 

Dieses  Problem  ist,  ebenso  wie  das  vorhin  (pg.  243)  besprochene, 
auf  ein  einfaches  eleMrostatisches  Problem  reducirbar.  Man  setze  fest, 
dass  Q'  innerhcdb  Q"  liege,  und  construire  überdies  noch  zwei  weitere 
geschlossene  Flächen  0'  und  0",  der  Art,  dass  0'  innerhalb  Q',  und  ß" 
innerhalb  0"  liegt.  Sodann  denke  man  sich  zwei  zur  Erde  abgeleitete 
schaalenförmige  Conductoren.  Der  eine  sei  begrenzt  von  0'  und  Q', 
der  andere  von  Q"  und  0" .  Alsdann  besteht  jenes  elektrostatische 
Problem  in  der  Ermittelung  derjenigen  elektrischen  Belegungen,  welche 
auf  0',  Q',  Q"  und  0"  entstehen  werden  unter  der  Einwirkung  irgend 
eines  zivischcn  Q'  undQ"  aufgestellten  elektrischen  Massenpunktes  m(a,b,c). 

Die  Dichtigkeiten  der  auf  0'  und  0"  entstehenden  Belegungen  sind 
bekanntlich  überall  =  0  [erster  und  zweiter  Satz  pg.  227,  228  u.  229J. 
Was  ferner  die  Dichtigkeiten  s'  und  e"  derjenigen  beiden  Belegungen 
betrifft,  welche  auf  Q'  und  Q"  entstehen,  so  muss  das  eleldrischc  Gc- 
sammtpotential  —  dasselbe  mag  U  heissen  —  constant,  und  ztcar  =  0 
sein  für  alle  Punkte  des  einen,  und  ebenso  auch  für  alle  Punkte  des 
andern  Conductors.  Mit  andern  Worten:  Es  muss  dieses  Potential 
f/"=0  sein  für  alle  Punkte  zwischen  0'  und  Q',  und  ebenso  auch  für 
alle    Punkte    zwischen    Q"   uud    0".     Ja    man    kann    [auf   Grund    der 
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boebc'ii  citiiteii  beiden  SätzeJ  uoch  liiiizufiigeu,  dass  dasselbe  auch  =  0 
sein    iiuiss    für   alle  Punkte   innerhalb  0'   und   ebenso   für   alle   runkte 
ausserhalb  0".     Deuigemäss  erhält  mau  die  Formeln: 
(1.)  Ua'  =  0     und     ^•„■^O, 

wo  a  jedweden  Funkt  innerhalb  ß'  und  a"  jedweden  FunJct  ausser- 
halb Q"  rep'äsentirt.  Jene  Dichtigkeiten  s'  und  e"  müssen  also  der 
Art  beschaffen  sein,  dass  diesen  beiden  Bedingungen  (1.)  entsprochen 
wird.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  das  in  diesen  Bedingungen  auf- 
tretende elektrische  Gesammtpotential   U  den  Wertli  hat: 

(2.)  U=  t/("')+  f/(*H  m"\ 

d.  i.  den  Werth: 

(3.)  ^^-B  +  ^''''-^  U'''^> 

wo   C^^^"'^==  p-,    und    U'^'">   und    U'-'"''   diejenigen    Potentiale    vorstellen, 

welche  vom  Massenpunkte  m(a,  h,  c)  und  jenen  Belegungen  (s)  und 
(f"),  einzeln  genommen,  herrühren. 

Bezeichnet    man   die   Oherflächemvcrthc    des   Gesanimtpotentials   ('. 
ebenso  wie  früher,  durch  horizontale  Ueberstreichung,   und  zwar  dureli 


einen  oder  durch  mvei  horizontale  Striche,  jenachdeni  die  Fläche  Q' 
oder  Q"  gemeint  sein  soll,  und  bezeichnet  man  überdies*)  sämmtliche 
Punkte  zwischen  Q'  und  Q"  mit  i,  so  ist  [vgl.  (18.)  pg,  174]: 

IJ.  =    Üc^        und         U;   =    Ua"  , 

also  mit  Rücksicht  auf  (1.): 

(4.)  07=0     und     U,=0. 


*)  Bei  dieser  Bezeichnungsweise  zerfallen  also  siimmtliche  Punkte  des  ganzen 
unendlichen  Raumes  in  rfrci  Kategorien,  nilmlich  die  Punkte  a'  innerhalb  S2',  ferner 
in  die  Punkte  i  zwischen  ß'  und  ß",  endlich  in  die  Punkte  a"  ausserhalb  fi". 
Vgl.  die  Figur. 
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Ferner  ist  alsdami  [vgl.  (li>.)  pg".  174J: 

dlJ.  ,  dU. 

(Ö.  )  -^  =   —  4:718'        und         -j-77-  =  +   AtCI:", 

^    ^  av  av  '  ' 

wo    i^'  und  i»"    die    äusseren   Normalen   der   Flüchen   Q'  und  Q"   vor- 
stellen [vgl.  die  Figur]. 

Betrachtet  man  nun  den  Massenpunkt  m{ci,  h,  c)  als  eine  äusserst 
kleine  homogene  Kugel  mit  dem  Centrum  (ci,  h,  c),  so  subordinireu  sich 
das  Potential  Ui  und  das  in  dem  allgemeinen  Problem  gesuchte  Po- 
tential Vi  der  Formel  (B.)  pg.  199: 


(^^•)  fJl{UAV  -  VAU)  dxdycU  =  +  f  {u^  ';^,  -  F.-  '^)  da," 

d  U.\ 


Ubor  doii  Raum  zwischeu  ^i     uuJ  ic 

dU: 


Hier  ist  l'mlcer  Hand  AF=0,  weil  V  von  gewissen  (noch  unbekann- 
ten) auf  Q.'  und  Q"  ausgebreiteten  Belegungen  {r]')  und  {yi")  herrührt. 
Ferner  ist  das  linlcer  Hand  stehende  A  U,  zufolge  (2.),  =  A  f/^'"'.  Ferner 
ist,  was  die  rechte  Seite  betrifft,  Ui  auf  Q'  und  auf  Q"  überall  =  0; 
wie  aus  (4.)  ersichtlich.     Demgemäss  reducirt  sich  die  Formel  auf: 

C?-)    -  fjf  VAm'")  dxdydz  =  -{-  f  Vi"^-^  dco'  -  j  Vi^d<o'\ 

über  den  Raum  zwischen  "     und  ß 

Jetzt  erkennt  man  leicht  [vgl.  die  Betrachtungen  auf  pg.  222],  dass 
die  llnle  Seite  dieser  Formel  =  Antn  V(a,h,  c)  ist.  Demgemäss  ge- 
langt man,  unter  Rücksichtnahme  auf  die  Relationen  (5.),  zu  folgen- 
dem Resultate: 

(8.)  m  V{a,  h,c)==  —  f  Vs'dco'  -  /  V£"dco". 

Das  in  dieser  Formel  (8.)  enthaltene  Resultat  kann  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  die  Diclcen  der  beiden  scliaalenförmigen  Conductoren  ganz 
helicbi(j,  also  z.  B.  auch  beliebig  Mein  sein  dürfen,  folgendermassen 
ausgedrückt  werden: 

Satz  über  den  stationären  Temperaturzustand  eines  schaalenförmigen 
Körpers.  —  Jiefindet  sich  ein.  schaalenf"6rmi(jcr  Jionwgencr  K'örpcr  im  sta- 
tionären Temperaturmstande ,  und  ist  die  Temperatur  V  dieses  Körpers 
an  seinen  beiden  Oberflächen  Q'  und  Q"  beJcannt,  so  tvird  seine 
Temperatur  in  irgend  einem  innern  Punlctc  d.  i.  in  irgend  einem  zivischen 
Q'  und  Q"  gelegenen  Punlie  (n,  b,  c)  ebenfalls  angebbar,  nämlich  von 
folgendem  Werthe  sein: 

(9.)  V(a,  b,  c)  =  -f  V^  dco'  -   fv  ^    de", 
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die  Integrationen  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  da'  und  dco"  der 
Fläehen  Q'  und  Q". 

Will  man  die  hier  auftretenden  Factoren  —  und  —  in  einfacher  Weise 

definirt  haben,  so  denJce  man  sich  den  gegebenen  Körper,  in  eleldrischer 
Beziehung,  als  einen  Isolator,  seine  beiden  Oberflächen  aber  metallisch 
bekleidet  {mit  Metallfolie  überzogen),  und  diese  metallischen  Beldcidungen 
zur  Erde  abgeleitet.  Alsdann  repräsentiren  s'  und  s"  die  DichtigJceiten 
derjoiigen  eleldrisclicn  Belegungen .  tvelche  unter  so  beicandten  Umständen 
auf  Q'  und  Q"  durch  einen  in  (a,  b,  c)  gedachten  eleJctrischen  3Iassen- 
pimJct  m  inducirt  iverden  tvürden'^'). 

Sind  die  gegebenen  Oberfläclwntemperaturen  alle  von  ein  und  dem- 
selben eonstanten  Werthe,  etwa  alle  =  1,  so  wird,  nach  Eintritt  des 
stationären  Zustaudes,  offenbar  auch  im  Innern  des  Körpers  die  Tem- 
peratur überall  =  1  sein.  Lässt  mau  also  in  (^9.)  8ie  unter  den  In- 
tegralen stehenden  F's  zu  1  werden,  so  muss  der  Werth  V{a,  b,  c) 
ebenfalls  gleich   1  werden.     Demgemäss  ergiebt  sieh  die  Formel: 

(10.)  m  =  — J  s' da'  —  J  s"  da" . 

Die  Gesammtmasse  der  beiden  vorhin  genannten  inducirten  Belegungen 
(f')  und  (e")  ist  also  stets  =  —  m,  wo  m  die  Masse  des  indueirenden 
Punldes  vorstellt;  —  ein  Satz,  der  übrigens  auch  direct  durch  elelctro- 
statische  Betrachtungen  ohne  grosse  Mühe  beweisbar  sein  würde. 

§  7. 
Anwendung  auf  eine  Kugelschaalc. 

Sind  die  beiden  Begreuzungsflächen  Q'  und  Q"  concentrische  Kugel - 
fläcJien  mit  den  Radien  A^  und  A2,  so  kann  man  die  Werthe  von  s' 
und  s"  leicht  berechnen,  unter  Anwendung  eines  Polarcoordinaten- 
systems,  dessen  Anfangspunkt  im  gemeinschaftlichen  Centrum  der 
beiden  Kugelflächeu  liegt. 

Es  sei  A^  <i  A.^.  Ferner  sei  der  Massenpunkt  m(Q,n,  fim,  ffm) 
zwischen  Q'  und  Q"  beliebig  gegeben,  jedoch  so  dass  die  Relation 
stattfindet: 

(11.)  A,<Q„,<A,. 

Bezeichnet  man  ferner  irgend   zwei   auf  Q'  und  Q"   gelegene  Punkte 

*)  ß'  und  ß"  repräsentiren  je  eine  Begrenzuugsfläclie  jener  metallischen 
Bekleidungen.  Auf  den  beiden  andern  Begrenzungsflächen  0'  und  0"  jener  beiden 
BekL'idungen  wird  keine  Spur  von  freier  Elektricitilt  anzutreffen  sein.  Vgl.  den 
ersten  Satz,  pg.  227,  228  und  den  zweiten  Satz  pg.  229. 
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respective  mit  (^.-Ij,  «i,  qo,)  um]  {A.^,  ^u.^,  (p.^),  so  kann  man  die  in  diesen 
Punkten  vorhandenen  unbekannten  Werthe  von  t'  und  s"  nach  Kugel- 
funetionen  sich  entwickelt  vorstellen: 

00 

02.) 

n  =  0 

Diese  Dichtigkeiten  e'  und  s"  sind  nun  [vgl.  (1.)  pg.  250]  der 
Art  einzurichten,  dass  das  elektrische  Gesammtpotential 

(13.)  f7=  t'(""+  ?7(^''+  m"^ 

für  alle  Punkte  innerholh  Q\  und  ebenso  für  alle  Punkte  ausserhalb  Q." 
verschwindet.  Betrachtet  man  zuvörderst  irgend  einen  l*unkt  {q,  /u,,  q)) 
imierhaJb  ß',  so  ergeben  sich  mit  Bezug  auf  diesen  Punkt  für  U^"'\ 
U^''^  und   U^''")  die  Werthe: 

(14.)  C/C")  =m  J'^P„(cosj/), 

(15.)  j7(o  =    j-^^r.'(^,^), 

(Iß-)  c^^^"^=    i'-^T^r„"(^,9>), 

n  =  0    2«  -f-   1    ^2 

WO  y  die  gegenseitige  Neigung  zwischen  (/u,,  g?)  und  (ft,„,  q)jn)  be- 
zeichnet*). Die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  (14.),  (15.),  (16.)  soll 
aber  für  jedweden  Punkt  (q,  (i,  qp)  innerhalb  Q'  versclnvinden.  Dem- 
gemäss  müssen  in  dieser  Summe  die  Coefficienten  der  Potenzen  von 
Q  einzeln  verschwinden-,  d.  h.  es  muss  die  Relation  stattfinden: 

(17.)   ^,T^^»(«°^r)  +  ~^,  [2p  ^'»(f'.  9') +  ~r'.i'"' ("''')]  =0- 

Beachtet  man  nun  andererseits,  dass  jenes  Gesammtpotential  U 
(13.)  auch  verschwinden  soll  für  jedweden  Punkt  ((>,  fi,  cp)  ausserhalb 
Q",  so  gelangt  man  in  analoger  Weise  zu  folgender  zweiten  Relation : 

(18.)    niQ'LPr.icosy)  +  ^^i  [^i"^'  ^n  (fi,  (p)  +  ^r'  r„"(^,9>)]  =  0. 

Aus  diesen  Relationen  (17.),  (18.),  in  denen  y  die  Neigung  von  (iw,  (p) 
gegen  (/x^,  cp,,,)  vorstellt,  sind  die  Functionen 

*)  Die  Berechnung  der  Formeln  (15.),  (16.)  ist  hier  nicht  mitgethcilt.  Die- 
selbe ergiebt  sich  in  bekannter  Weise,  unter  Anwendung  der  IntegraleigeuKchaften 
der  Kugelfnnctionen,  d.  i.  unter  Anwendung  der  Formeln  pg.  77. 
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Y^ifi,  (p)     und      Y'n  {fi,  (p) 
sofort    berechenbar,    und    zwar   für   beliebige   Werthe   der   Argumente 
(^,  9).     Substituirt    man    die  in   solcher  \^'eise   für  diese   Functionen 
sich  ergebenden  Ausdrücke  in  (12.),  so  erhält  mau: 

*  .  ,  .        /l'^n  +  l         „2n  +  l 

m      ^  2n  +  1  /^,  \n+i  ^2  Pm  -D  r  n 


(10.) 


OS  .  .  i-n-\-l  •2n-\-l 

'^   2«  +  1  fA^Y  +  i  ^h         ~P„ 

^s    „  =  o 


Dabei  sind  die  Oberflächenpunkte,  auf  welche  e'  und  e"  Bezug 
haben,  nach  wie  vor  mit  (ylj,  ^^,  ^,)  und  {Ä.,,  ^.,,  cp.,)  bezeichnet  zu 
denken;  gleichzeitig  sind  unter  y^  und  y.^  die  Neigungen  der  Richtungen 
(iit, ,  q)^)  und  (ju^,  9?.,)  o^o'^'i  ^^^  feste  liichtung  (^u,„,  g)„,)  zu  verstehen. 

Durch  die  Formeln  (19.)  ist  die  Berechnung  von  s'  und  e"  voll- 
endet. Und  man  gelangt  daher,  auf  Grund  des  allgemeinen  Satzes 
pg.  251,  zu  folgendem  Resultate: 

Ueber  den  stationären  Temperaturzustand  einer  homogenen  Kugel- 
scliaale.  —  Befindet  sich  eine  homogene  Kugelschaale  im  stationären  Tem- 
peratursnstande,  und  ist  ihre  Temiieratnr  V  an  allen  Stellen  iJirer  beiden 
Oberflächen  Q'  nnd  Q"  hehannt,  so  ivird  ihre  Temperatur  in  irgend 
einem  innern  (d.  i.  zwischen  Q'  und  Q"  liegenden)  Punlde  {q,„,  ^,„,  (p,,^ 
ehenfalls  angchhar,  nämlich  von  folgendem  Werthe  sein: 

(20.)  V{q.,.,  ^.,  qpj  =  -  /  Vl^  dio'  -/  F^  dco". 

Hier  haben  —  und  —  die  in  (19.)  angegebenen  Bedeutungen.    Daselbst 

repräsentiren  A^  <  A2  die  Badien  der  beiden  Fläelien  Q'  und  Q",  ferner 
j/j  und  y^  diejenigen  Winkel,  unter  denen  die  nach  da'  und  dco"  hin- 
laufenden Bicktungen  (jUj,  g),)  und  (^.,,  (p^)  gegen  die  Bicldung  {^n,,q),n) 
geneigt  sind. 

Beiläufig  bemerkt,  ergeben  sich  aus  (19.),  unter  Anwendung  dci- 
Integraleigenschaften  p.  77,  die  Formeln: 
+  1  2« 

/   t'  dco'  "=11     ^ '  -^i'^^'*!  dg)i  = 
~i  ü 

(21.) 

/   a"dco"=    I   j     e" Ä./d^2'^^-2  ^ 
—  1  0 

woraus  durch  Addition  folgt: 

(22.)  f  f^'da'  -^  f  f-"d(o"  = 


(>      A,  —  A., 


m. 
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Diese  letzte  Formel  bestätigt  den  in  (10.)  angegebenen  elcldrosta- 
tischen  Satz. 

Specialfall:  ^2  =  00.  —  In  diesem  Falle  verliert  sich  die  Kugel- 
flliche  Q"  ins  Uuendlicbe-,  so  dass  nur  noch  die  eine  Kugelfläche  Q' 
übrig  bleibt:  während  gleichzeitig  der  gegebene  Punkt  ?«(9,„,  ft»,,  9),,,) 
ausserhalb  Q'  in  seiner  ursprünglichen  Lage  verliarrt.  Die  Formeln  (19.) 
nehmen  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 

(23.)    .'  =  -  j^.   i'^V^Y^^P^cosyO,     und     ."  =  0. 

Dieser  Werth  von  e'  ist  (bis  auf  die  etwas  andere  Bezeichnungs weise) 
identisch    mit   dem   in   der  Formel  (8.)   pg.  179   angegebenen  Werthe, 

falls  man  nur  in  diesem  letztem  Werthe  das  mit  i-j  -\-     .^j  behaftete 

erste  Glied  fortlässt.  Aus  dieser  Identität  ergiebt  sich,  unter  Rück- 
sichtnahme auf  (11.)  pg.  180,  dass  der  Werth  von  s'  (23.)  folgender- 
masseu  darstellbar  ist: 

m(Qj_—Äi')  l  1 

WO  alsdann  Jl  die  Entfernung  derjenigen  Oberflächenstelle,  auf  welche 
t    Bezug  hat,  vom  Punkte  w  (()„,,  f*,«,  qo«)  vorstellt. 

Zweiter  Specialfall:  ^j  =  0.  —  In  diesem  Falle  reducirt  sich  die 
Kugelfläche  Q.'  mit  ihrer  Belegung  (f')  auf  einen  einzelnen  Massenpimld 
im  Ceutrum.  Gleichzeitig  aber  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Formel  (21.), 
dass  die  Masse  dieses  Punktes  =  0  wird.  Es  bleibt  also  nur  noch 
die  Massenbeleguug  (f")  auf  Q"  übrig.  Für  die  Dichtigkeit  derselben 
ergiebt  sich  aus  (19.)  die  Formel: 

(25.)  e  =  -  ^-,   2^  ^^      [  J  P„  (cos  y,) . 

Diese  Reihe  ist  wiederum  summirbar,  in  analoger  Weise,  wie  früher 
die  Reihe  (8.)  pg.  179  summirt  wurde.  Man  gelangt  in  solcher  Weise 
zu  der  Formel*): 

wo  li  den  Abstand  derjenigen  Oberflächenstelle,  auf  welche  s"  Bezug 
hat,  vom  Punkte  m  ((>,„,  /it,„,  cpm)  bezeichnet. 

Die  Formel  (24.)  ist  identisch  mit  (14.)  pg.  240.  Desgleichen  ist 
die  Formel  (20.)  identisch  mit  (IG.)  pg.  248;  wie  solches  a  priori  zu 
erwarten  stand. 


''■)  Man  vgl.  die  Erläuterungen  am  Schhiss  dieses  Werkes. 
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§  8. 

Ueber   den   stationären  Temperaturzustand   einer  unendlich   grossen 

von  zwei  Parallelebenen  begrenzten  homogenen  Platte. 

Ist  eine   von  zwei  parallelen  Ebenen  Q'  und  Q"  begrenzte,   nach 
allen  Seiten  ins  Unendliche  sich  ausdehnende  homogene  Platte  gegeben,   i 
so    wird    man    die  beiden  Ebenen   Q'   und   Q"   als  zwei   concentrische 
Kugelflächen    ansehen  können,    deren   Centrum  im   Unendlichen  liegt.   | 
Und   demgemäss    wird    man   die  Resultate   des   letzten  Paragraphs   auf   i 
den   gegenwärtigen   Fall  der  Platte  dadurch   übertragen   können,  dass   j 
man   in   den   dortigen  Formeln   die  Iladien  A^   und  A2  ins  Unendliche 
anwachsen    lässt.     Zugleich    erkennt  man,  dass   man   als  Lösung   des 
gegenwärtigen  Problems,  ebenso  wie  in  (20.)  pg.  254,  eine  Formel  von 
folgender  Gestalt  erhalten  wird: 

(1.)  r{a,  i,c)  =  -frL  ,,<„•  -  /  F  ^  d,o" ; 

SO    dass    es    sich   also   nur  noch   um   die   Bestimmung   von  s'   und   f" 
handelt. 

Die  gegenwärtigen  Werthe  von  s'  und  s"  müssen  nun,  wie  schon 
angedeutet,  aus  den  damaligen  Formeln  (10.)  pg.  254  dadurch  ableitbar 
sein,  dass  man  ylj  und  A2  unendlich  gross  werden  lässt.  Doch  wollen  I 
wir  hier  zur  Bestimmung  von  s'  und  s"  einen  etwas  andern  Weg  ein- 
schlagen, der  von  ganz  eigenthümlicher  Natur  sein  wird,  und  etwa 
bezeichnet  werden  kann  als  die  Methode  der  SpieyclimnMe.  Dabei  sei 
zunächst  an  Folgendes  erinnert: 

Sind  Q'  und  Q"  zwei  (/eschlossene  Flächen,  und  liegt  Q'  innerhalb 
Q",  und  ist  zwischen  Q'  und  Q"  irgend  ein  Massenpunkt  m{a,  h,  c) 
gegeben,  so  sind  die  Belegungen  (a')  und  («")  der  Art  zu  bestimmen, 
dass  das  von  den  Massen  m,  («'),  (s")  herrührende  Gesammtpotential 

(f.)  u=~-{-  m'^  +  m"^ 

für  alle  Punkte  innerhalb  Q',  und  ebenso  auch  für  alle  Punkte  ausser-  1 
halb  Q"  verschwindet]  wie  solches  früher  [vgl.  (1.)  pg.  250 1  angedeutet  1 
wurde  durch  die  Formeln 

(g.)  Ua=0       und         Ua''   =  0, 

wobei  a'  jedweden  Punkt  innerhalb  Q',  und  a"  jedweden  Punkt  aiisscr- 
halb  Q"  vorstellen  sollte. 

Bringen  wir  diese  von  früher  her  bekannte  allgemeine  Vorschrift 
auf  den    gegenwärtigen   Fall    in    Anwendung,   wo  Q'   und  Q"  parnllch 
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Ebenen   sind,    und   denken  wir  uns  dabei  diese  Ebenen  horizontal  und 

Q'  oherhalb  Q",  so  wird  zu  sagen  sein:  Jene  Belegungen  (s')  und  (s") 

sind   der  Art  zu  bestimmen,   dass   das   mit   U 

'  ß' 

bezeichnete  Gesammtpotential   für   alle   Punkte 

oberhalb  Q',    und   für   alle  Punkte    unterhalb  Q"  ^  ^^ 

versehuindet]  was  angedeutet  werden  kann  durch ß" 

die  Formeln: 

U=0     für  alle  Punkte  oberhalb  Q', 

U=0     für  alle  Punkte  unterhalb  Q" . 

Uebrigens   wird   es   zweckmässig   sein,   den  Ausdruck  (f.)  des  Ge- 
sammtpotentials  fortan  folgendermasseu  anzudeuten: 
U  =  Pot  (m)  +  Pot  (f'j  +  Pot  (£") , 
oder,  etwas  kürzer,  auch  so  anzudeuten: 

U=Fot[m-{-  {e')  +  (£")]. 
Alsdann  nehmen  die  Bedingungen  (2.)  die  Gestalt  an: 

Pot  [m  +  (£')  +  (f")]  =  0  für  alle  Punkte  oberhalb  Q' , 
Pot  [in  -f-  (f)  +  («")]  ^=  ^  ^^^  ^^^®  Punkte  unterhalb  Q  . 
Es  handelt  sich  also  darum,  die  Dichtigkeiten  s'  und  s"  der  auf  den 
beiden  Ebenen  Q'  und  Q."  ausgebreiteten  Belegungen  (e')  und  (s")  in 
solcher  Weise  einzurichten ,  dass  den  Bedingungen  (3.)  Genüge  geschieht. 
Dabei  bezeichnet  in  einen  zivischen  Q'  und  Q."  ad  libitum  marJcirten 
MassenpunJit. 

Unser  Instrument  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  in  der 
Theorie  der  äquipotentialen  Belegungen  [Satz  {20.)  pg.  241].  Dabei  werden 
wir,  falls  irgendwo  im  flaume  ein  Massenpunkt  ^  gegeben  ist,  die 
diesem  Punkte  ^  äquipotentiale  Belegung  der  Ebene  Q'  mit  (E'),  oder 
genauer  mit 

bezeichnen.  Selbstverständlich  erstreckt  sich  diese  Aequipotentialität 
nicht  auf  sämmtliche  Raumpunkte,  sondern,  falls  man  die  Lage  von  fi 
als  diesseits  der  Ebene  Q'  bezeichnet,  nur  auf  diejenigen  Raumpunkte, 
welche  jenseits  Q'  liegen.  Was  die  andere  Ebene  Q"  betrili't,  so  mag 
in  analoger  Weise  die  mit  fi  äquipotentiale  Belegung  derselben  durch 

angedeutet  sein.    Demgemäss  gelten  z.  B.,  was  den  zwischen  Q'  und  Q" 

liegenden  Massenpunkt  in  betrifft,  die  Formeln: 

Vot  (m)  =  Fot  (E',,,)     für  alle  Punkte  oberJudb  Q' , 
Pot  (wi)  =  Pot  (E^,',)     iur  alle   Yhiukte  unlerhfdb  Q" , 

F.  Neu  mann,  Vorl.  iib.  «las  Potential.  17 
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oder,  ein  wenig  einfacher  geschrieben,  die  Formeln: 

(A'.)  Pot  [m  —  {£'„,)]  =  0     für  alle  Punkte  oho'halh  Q' , 

(A".)         Pot  [m  —  (Ei',)]  =  0     für  alle  Punkte  imtei-halh  Q". 

Es  sei  nun  [vgl.  die  Figur]  m.^  das  Spiegel- 
bild von  m  in  Bezug  auf  die  Ebene  Q",  und  die    . 
Masse  des  Punktes  m.^  ebenso  gross  wie  die  von  .  m 

m   selber,   also  ?%  =  ''*•     Alsdann  sind,   was  die     ß" 

mit   ?>?2    äquipotentialen   Belegungen   der  Ebenen  '     " 

Q'  und  Q"  betrifft,  die  Formeln  zu  uotireu: 

Pot  \nh  —  (Em.,)]  =  0     für  alle  Punkte  oberhalb  Q', 
Pot  \m.2  —  (Ei,'i,)|  =  0     für  alle  Punkte  oberhalb  Q". 

Für    die   Punkte    oberhalb   Q'    gelten    also    beide   Formeln;    und    dem- 
semäss   gelangt  man   durch   Subtraction   derselben   zu   dem  llesultate: 

O  ÖD 

Pot  [(E;;,J  —  (E,;j]  =  O     für  alle  Punkte  oberhalb  Q' . 

Da  die  Punkte  m  und  7)1.2  '^^f  derselben  Normale  der  Ebene  Q" 
liegen  und  gleich  ivcit  von  Q"  entfernt  sind,  so  sind  offenbar  die  diesen 
beiden  Punkten  entsprechendeii  Belegungen 

(EL')      und      (E'„';J 
unter  einander  identisch''^)]  so  dass  mau  also  die  letzte 
Formel  auch  so  schreiben  kann: 

(B'o  Pot  [(e:;o  -  (e:„j]  =  o 

für  alle  Punkte  oberhalb  Q'. 

Tn   genau   derselben  Weise  wird  die  Betrachtung             .  »«, 
desjenigen  Spiegelpunktes  w?i,  welchen  m  in  Bezug  auf 
Q'  besitzt,  folgende  Formel  liefern:  q- 

(B".)  Pot  [(e:„)  —  (e;;)]  =  o  ^I 

für  alle  Punkte  unterhalb  Q":  im 

.                                .           r' 
wobei  wiederum  vorausgesetzt  ist,  dass  m^  =  m  sei.     q" 

Lässt  man  jetzt  die  Punkte  m^  und  m.^  von  Neuem  .  ,„ 

an  den  beiden  Ebenen   sich   spiegeln,  so  erhält  man, 

ausser   ni,   nur    noch   !3tvei  neue  Punkte  m^  und  m^. 

Lässt  man  diese  letzteren  abermals  an  jenen  Ebenen 

sich    spiegeln,    so    ergeben    sich   wiederum  zivci  neue 

Punkte  nir,  und  m,;.    U.  s.  f.    Dabei  mag  die  Bezeich-  ' 

nung  [vgl.  die  Figur]  so  eingerichtet  werden,  dass  alle 

Spiegelpunkte   mit  ungeradem  Index  oberhaUt  Q',  und  •  »',; 


'*)   Wie  z.  IJ.  ein  Blick  auf  die  Formel  (20.)  pg.  241   sofort  erkennen  lässt. 
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(C.) 


für  alle  Punkte 
oberhalb  Q' . 


(C.) 


für  alle  Punkte 
unterhalb  Q" . 


alle  mit  geradem  Index  unterhalb  Q"  liegen.  Auch  mögen  all'  diese 
Massen  w,  %,  Wo, »%,  w.i,  etc.  gleich  gross  gedacht  werden.  Alsdann 
stehen  die  in  (B'.)  betrachteten  Punkte  m  und  nio  in  derselben  Be- 
ziehung zu  einander,  wie  m^  und  m,^,  wie  ferner  ^3  und  m^,  u.  s.  w.; 
so  dass  man  also  folgendes  System  von  Formeln  erhält,  deren  erste 
und  zweite  nur  eine  Wiederholung  von  (A'.)  und  (B'.)  sind: 

Pot[+m     -(e;„)j  =0/ 
Pot|-(E,;;)  +(e:j]  =  o, 
Pot[+(E;)-(E;j]  =  o, 
Pot[-(E:j  +  (E;.,)]  =  o, 
Pot[+(E,;)-(E;o]  =  o, 

etc.  etc.  etc. 

In  analoger  Weise  schliesst  sich  den  Formeln  (A".),  (B".)  folgen- 
des Formelsystem  an: 

Pot[-(-m    -(e;:)]  =0,' 
Pot[-(E;)  +(e;)]  =  o, 
Pot[+(E;j-(E;;)]  =  o, 
Pot[-(E;o  +  (E;,;jj  =  o, 
Pot[+(E;.,)-(E;;)]  =  o, 

etc.  etc.  etc. 

Addirt  mau  jetzt  sämmtliche  in  (C.)  aufgestellten  Formeln,  so 
findet  man,  dass  das  Potential  der  Massen: 

jm  —  (e:  +  e;:)  +  (e;,  +  e;;)  —  (e;,  +  e;;)  )_ 

l  +  (e;,  +  e:v)  -  (E,;  +  e;;)  +  —  i"  inf. ) 

für  alle  Punkte  oberhalb  Q'  verschwindet.  Andererseits  aber  wird  das 
Potential  dieser  selben  Massen  auch  verschwinden  für  alle  Punkte 
unterhalb  Q";  wie  solches  durch  Addition  der  Formeln  (C.)  sich 
ergiebt. 

Solches  constatirt,  übersieht  man  nun  sofort,  dass  den  in  (3.)  an 
die  Belegungen  (f'j  uud  («")  gestellten  Anforderungen  Genüge  geschieht, 
sobald   man   für   die  Dichtigkeiten    derselben   folgende  Wertlie  nimmt: 

(4.)     s'  =  -  e:,  +  e,x  -  E,;  +  e;.  —  e:,  +  e;,,„  -  +  •  • . 
(5.)    f"  =  —  e:  +  e:;,  -  e:;  +  e:;  -  e:;  +  e:;„  -  +  • . . 

Um  diese  Formehi  (4.)  weiter  entwickeln  zu  kl'innen,  mögen  zu- 
nächst die  Abstände  des  Punktes  m  von  den  Ebenen  Q'  uud  Q"  respec- 
tive  mit  ö  und  y  bezeichnet  werden;  so  dass  also 

(G.)  Jj  =  d  +  r 

17* 


(D.) 
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den  gegenseitigen  Abstand  jeuer  beiden  Ebenen  repräsentirt.  Alsdann 
liaben  die  Abstände  d,  d^,  ^4,  ^c  ^tc,  der  Punkte  m,  m.,,  w?,,,  »»,;,  eti . 
von  der  obern  Ebene  Q',  wie  man  leicht  findet,  die  Werthe: 

(^7.)  d  =  Ö,     ö^  =  2B-\-8,     ö;  =  4Xi  +  d,    etc., 

Ö2  =  27)  —  ö ,     de  =  4Z)  -  ö  ,    etc. , 

und  o-leielizeitig  ergeben  sich  alsdann  für  die  Abstände  y,  71,73,  Y:,,  etc. 
der  Punkte  m,i)ii^m^,mr^j  etc.  von  der  ?(«/er«  Ebene  Q"  folgende  Werthe*): 

(8.)         j;^  =  JD  +  d,     j;,  =  31>+(5,     y,  =  5Z)H-d',     etc., 
y  =  B  —  Ö ,     y.^  =  ijl)  —  d ,     77  =  5  i)  —  d  ,     etc. 

üeberdiess  ist  zu  beachten,  dass  die  angewendeten  Spiegelpunkte  alle 
dieselbe  Masse  haben  sollen,  wie  der  ursprüngliche  Funkt  w: 

(9.)  m  =  nii  =  i)h  =  liL^^  =  ni^  =  W:,  =  ^tc. 

Die  Dichtigkeiten  E  in  (4.),  (5.)  sind  nun  leicht  augebbar  auf 
Grund  des  Satzes  (20.)  pg.  241.  Versteht  mau  nämlich  unter  ft  irgend 
einen  der  betrachteten  Punkte,  ferner  unter  Q  irgend  eine  der  beiden 
Ebenen  Q',  ß",  so  wird  die  BicMigkeit  E„  der  mit  yc  äquipotentialen 
Beleti'uuo'  der  Ebene  Q,  zufolge  jenes  Satzes,  den  Werth  haben: 

(10.)  E,  =  f^  {-^^y  =  i^flQ,  ^), 

wo  6  ein  vom  Punkte  ^  auf  die  Ebene  Q  herabgelassenes  Perpendikel 
vorstellt,  währeud  q  den  Abstand  der  betrachteten  Stelle  (auf  welche 
die  Dichtio'keit  E,,  sich  bezieht)  von  diesem  Perpendikel  bezeichnet. 
Dabei  soll  das  zugefügte  ft/((),  (?)  nur  als  Abbreviatur  dienen  für  den 
Ausdruck  rechter  Hand. 

Markirt  man  also  z.  B.  auf  der  gegebenen  Ebene  Q'  irgend  einen 
Punkt  im  Abstände  q  von  der  durch  m  gehenden  Verticalen,  und  denkt 
mau  sich  die  Gleichung  (4.)  auf  diesen  Punkt  bezogen,  so  erhält  man, 
auf  Grund  der  Formel  (10.): 

-  1\q,  ö)  -  f(,Q,  d,)  -  f{Q,  8,)  -  f{Q,  d,,) ] 


'         *''  '  +  f{Q,  ^.)  +  i\Q,  ^0)  +  f{Q,  ^J  + 

Ebenso    erhält    man   aus   (5.)   für  einen   auf  Q"    gelegenen  Punkt  die 
Dichtijikeit: 

+  /■((>,  ri)  +  f(Q,  n)  +  /■((>,  To)  + 


f{9,  y)    -  f(9:  n)  —  f(9>  Vi) 


*)  Air   diese  Abstiintle  (V,^   und  y,^   sind   hier  ihrem  absoluten  Betrage  nach 
angegeben. 


Die  cliarakteristisclio  Fuuctiuu  liir  Elektricitiit  uud  Warme.  261 

wo  wiederum  q  den  Abstaud  des  Punktes  von  der  durch  m  gehenden 
Verticallinie  bezeichnen  soll.  Diese  Wertlie  von  e',  s"  sind  mit  llück- 
sicht  auf  (7.),  (8.)  auch  so  darstellbar: 

'{  +/((>,2D-d)+/(9,4Z>-d)+/(9,6D-d)  +  ...r 

'"  \-f(Q,i)  -d)-  fiQ,si)  -  d)  -  fiQ,  61)  ~d)  — r 

Nun   folgt  aus  (10.),  falls  man  daselbst  den  Buchstaben  a  durch 
ö  ersetzt: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(«.)  /(p,^)  =  _-L    ^         1 


27E    dd   Yq''  +  ö-^ 
Hieraus  folgt,  falls  h  eine  beliebige  Constante  vorstellt: 

1      d  1 


iß)  f{Q,l-^ö)  = 


2n    dd   yQ^-^{k  +  df   ' 


(y.)  /-(p, /,  _  ö)  =  +  -L     ^  1 


2nr    oS   yQ^-\-{k  —  öy 
Und  mit  Rücksicht  auf  diese  Ausdrücke  («.),  (ß.),  (y.)  sind  die  Formeln 
(11.),  (12.)  folgendermassen  darstellbar: 

(13)      s'  =  4-^i—     -  ^         +   ^  —  1 1 

(14.)    ."  =  _  -JJA^^ _A  I, 

2;r   [„-ei  a^   y^^  +  ([2n  -  1]Z>  +  d)'M  ' 

wo  das  doppelte  Zeichen  +  andeuten  soll,  dass  alle  Glieder  der  Summe 
einzuverleiben  sind,  sowohl  die  für  das  obere,  als  auch  die  für  das 
untere  Zeichen  sich  ergebenden. 

Hiermit  sind  die  gesuchten  Dichtiglieiten  s'  und  s"  berechnet.    Es  sei 
noch  hinzugefügt,  dass  in  den  Formeln  (13.),  (14.)  die  Differentiation 

-^^   nicht  ohne  Weiteres  vor  das  Summenzeichen  gesetzt  werden  daii'. 

Denn  sonst  würde  z.  B.  in  (13.)  ein  Ausdruck  auftreten  von  der  Furiu: 


cd 


1 


und   hier    würde   die   in   der   eckigen   Klammer    enthaltene    Reihe,    wie 
leicht  zu  erkenueji,  divergent  sein. 


Elftes  Oapitel. 

Die  charakteristische  Function  für  die  Auf;s;aben  des  stationären 
elelitrischen  Strömungszustandes. 

Während  die  im  vorhergehenden  Capitel  besprochene  charakteri- 
stische Function  von  Green  herrührt,  dürfte  die  Jüer  zu  erörternde 
charakteristische  Function  wohl  zuerst  von  F.  Neumann  eingeführt  sein. 
Ebenso  wie  jene  Greew'sche  Function  auf  ruhende  Elektricität  Bezug 
hat,  in  ähnlicher  Weise  bezieht  sich  diese  F.  Neumann'sche  Function 
auf  strömende  Elektricität*). 

Bevor  wir  die  betreffende  Theorie  darlegen,  wird  es  zweckmässig 
sein,  zuvörderst  Einiges  vorauszuschicken  über  die  Definition  und  die 
Ursachen  der  elektromotorischen  Kräfte,  sowie  über  die  allgemeinen 
Gleichungen,  welche  man  für  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem 
Conductor  als  maassgebend  ansieht. 


§  1- 
Definition  der  elektromotoriselien  Kraft. 

Die  in  einem  Conductor  enthaltene  elektrische  Materie  wird  be- 
kanntlich unter  Umständen  in  Bewegimg  oder  Strömung  begriffen  sein. 
Dieses  Phänomen  schreibt  man  gewissen  Kräften  zu,  die  innerhalb  des 
Conductors  an  allen  Stellen  in  Wirksamkeit  sind.  Als  die  liichtiing 
einer  solchen  Kraft  pflegt  man  an  irgend  einer  Stelle  des  Conductors 
die  Richtung  der  daselbst  vorhandenen  Strömung  anzusehen.  Gleich- 
zeitig  pflegt  man  die  Stärlce  der  Kraft  nach  der  grossem  oder  geringern 
Elektricitätsmenge  zu  beurtheilen,  welche  an  der  betrachteten  Stelle 
durch  ein  gegen  die  Strömung  senkrechtes  Flächenelement  während 
einer  gegebenen  Zeit  hindurchfliesst. 

Die  in  Rede  stehenden  Kräfte  werden  elcldromotorische  Kräfte  ge- 
nannt.   Und  die  betreffenden  Definitionen  lauteu,  falls  man  die  Leitungs- 


*)  Ausser  diesen  beiden  charakteristischen  Functionen  ist  übrigens  noch  eine 
dritte  zu  nennen,  die  ebenfalls  von  F.  Neumann  herrührt,  und  die  sich  bezieht 
auf  die  Aufgaben  der  magnetischen  Induction.  Vgl.  darüber  F.  Neumanns  Vorl. 
über  die  Theorie  des  Magnetismus,  Leipzig,  bei  Teubner,  1881;  daselbst  pg.  HO. 
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füluykcit  desjenigen  Metalles,  aus  welchem  der  Conductor  besteht,  mit 
■/.  bezeichuet,  folgendermassen: 

Definitionen.  —  Construirt  man  an  irgend  einer  Stelle  des  Conductors 
'II  Flüchcndement  do,  dessen  Normale  n  zusammenfällt  mit  der  lUchtumj 
'icr  dort  vorJuüidcnen  clcJUrischeu  Strömnuf/,  und  bezeichnet  mau  die  durch 
do  ivährend  der  Zeit  dt  hindurchfliessende  EleJctricitätsmenge  mit 
(1.)  xRdodt, 

so  pflegt  man  dieses  Hindurchströmen  der  Eleldrieität  durch  das  Element 
do  einer  daselbst  thätigen  elektromotorischen  Kraft  zususehreiben,  und 
dabei  R  als  die  Grösse,  und  n  als  die  Riehtung  dieser  Kraft  anzusehen. 
Die  Formel  (1.)  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  ein  Element  do, 
welches  gegen  die  Strömung  senkrecht  steht,  ist  aber  leicht  übertragbar 
auf  solche  Elemente  da,  die  schief  gegen  die  Strömung  liegen.  Zu 
diesem  Zwecke  construire  man  die  durch  die  einzelnen  Punkte  von  do 
gehenden  Strömungscurven,  welche  in  unmittelbarer  Nähe  von  do  als 
lauter  parallele  und  zu  do  senkrechte  Linien  anzusehen  sind,  und 
welche  daher  in  ihrer  Gesammtheit  einen  Cylinder  repräsentiren,  der  das 
Element  do  zum  senkrechten  Quer- 
schnitt hat.  Legt  man  nun  durch 
diesen  Cylinder  irgend  einen  schiefen 
Querschnitt  da,  mit  der  Normale  v, 
so  wird  offenbar  während  der  Zeit 
dt  durch  da  ebenso  viel  Elektricität 
hindurchfliessen,  wie  durch  do.  Dem- 
gemäss  wird  also  die  während  der  Zeit 
dt  durch  da  hindurchgchoule  Elektri- 
citätsmenge  den  in  (L)  angegebenen 
Werth: 

KRdodt 

besitzen.  Dieser  Werth  kann  aber,  weil  do  die  senkrechte  Projection 
von  da  ist,  auch  so  geschrieben  werden: 

xRda  cos  (v,  n)dt, 
oder  auch  so: 

^.Rydadt , 

Avo  alsdann  ii,.  =  R  cos  {n,  v)  die  Componente  jener  die  Richtung  n 
besitzenden  elektromotorischen  Kraft  R  nach  der  Kichtimg  v  vorstellt. 
Demgemäss  ergiebt  sich  folgender 

Satz.  —  Bezeichnet  R  die  an  irgend  einer  Stelle  des  Conductors  vor- 
handene elektromotorische  Kraft,  Und  construirt  man  an  dieser  Stelle 
ein  beliebiges  Flächenelemcnt  da  mit  der  Normale  v,  so  wird  die  durch 
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dieses  Element  dcj   ivährend  der  Zeit  dt  hindiirchfliessende  Elektricdäts- 

menge  den  Werth  haben: 

(2.)  xR,dc3dt, 

tvo  B,   die  Coniponcnte  von  II  nach  v  vorstellt,  ivährend  x  die  Leitungs- 

fähigleit  hezeichnct. 

Zusatz.  —  Genauer  ausgedrückt,  wird  zu  sagen  sein:  die  Elelctricitäts- 
mcnge  (2.)  sei  diejenige,  ivelclie  während  der  Zeit  dt  von  der  VQ-Scite  des 
Elementes  da  zur  v-Seite  desselben  übergeht.  Dabei  ist  unter  v^  die  zu 
V  entgegengesetzte  Normale  zu  verstehen. 

Es  mögen  noch  einige  Bemerkungen  hinzugefügt  werden  über  die 
Richtung  und  Stärke  der  elektrischen  Strömung.  Unter  der  Stärke  j 
der  elektrischen  Strömung  versteht  man  diejenige  Elektricitätsmengo, 
welche  durch  eiu  zur  Strömung  senkrechtes  Flächenelement  von  der 
Grösse  Eins  während  der  Zeit  Eins  hindurchgeht.    Somit  folgt  aus  (1.): 

(3.)  j-yiTi. 

Andererseits  ist  die  liichtung  der  elektrischen  Strömung,  zufolge  unserer 
Definitionen  (pg.  263),  identisch  mit  der  Richtung  der  einwirkenden 
elektromotorischen  Kraft  jR.  Bezeichnet  man  also  die  Winkel,  unter 
denen  die  elektrische  Strömung  j  gegen  die  Coordinatenaxen  geneigt 
ist,  mit  a,  ß,  y,  und  die  Componenten  der  Kraft  li  nach  diesen  Axen 
mit  jR.^.,  Ry,  i?2,  so  ist: 

(4.)  cos  a  =  -p-  ,      cos  p  =    ,    ,      cos  y  =  -^  • 

Auch  pflegt  man  von  den  Componenten  der  elektrischen  Strömung 
zu  sprechen,  und  darunter  die  Producte  j  cos  a,  j  cos  ß,  j  cos  y  zu  ver- 
stehen. Bezeichnet  man  also  diese  Strömungscomponeuten  mit  u,  v,  iv, 
so  ist: 

(5.)  u  ==  j  cos  a,     V  =  j  cos  ß ,     'W  =  j  cos  y , 

also  nach  (3.),  (4.): 
(6.)  ii  =  xRx,    v  =  'kR,j,     iv  =  y.Rz. 

§  2. 
Ueber  den  stationäreil  Zustand  der  elektrischen  Strömung. 
Es  sei  edxdydz  die  zur  Zeit  t  im  Parallelepipedum  dxdydz  ent- 
haltene Elektricitätsmenge,  mithin 

(a.)  -^  dxdydz  dt 

der  Zuwachs  dieser  Elektricitätsmenge  während  der  Zeit  dt.  Dieser 
Zuwachs  wird  oii'enbar  gleich  sein  der  Summe  derjenigen  Elektricitäts- 
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mengen,  welche  -vväbrenil  der  Zeit  dt  in  das  Parallelepipeduni  liinein- 
geflossen  sind,  davon  abgezogen  die  Summe  der  während  dieser  Zeit 
dt  aus  dem  Parallelepipedum  herausgetretenen  Elektricitätsmengen. 
Demgemäss  kann  der  in  Rede  stehende  Zuwachs  folgendermassen  be- 
rechnet werden. 

Die  a;-Axe  sei  (der  bequemeren  Ausdrucks  weise  willen)  vertical 
nach  Oben  gerichtet.  Alsdann  besitzen  die  durch  die  beiden  horizon- 
talen Seitenflächen  dydz  des  Parallelepipedums  während  der  Zeit  dt 
von  Unten  nach  Oben  hindurchfliessenden  Elektricitätsmengen,  zufolge 
(2.\  die  Werthe: 

xRxdydsdt      und      x  (7?^  -\-  -^ —  dx\  dydzdt\ 

woraus  für  das  Parallelepipedum  ein  Geivinn  an  Elektricität  resultirt 
vom  Betrage: 

—  jc  -^ —  dxdydzdt. 

Berücksichtigt  man   also   sämmtliche  sechs  Seiteuflächen   des  Parallel- 
epipedums,  d.  h.   alle  durch  diese   sechs  Flächen   stattfindenden  Strö- 
mungen, so  wird  der  im  Ganzen  für  das  Parallelepipedum  resultirende 
Gewinn  au  Elektricität  den  Werth  haben: 
dB^    ^    dB,j    .    dB: 
cy 


(cB^         dB,,         dB\ 


Und  dieser  Gewinn  (/3.)  kann  offenbar  nichts  Anderes  sein  als  der  in 
(«.)  genannte  Zuwachs.     Somit  folgt: 

^^■^  dt  ~       ^\cx    ^    cy    ^    dz  ) 

Für  den  hier  zu  betrachtenden  stationären  Zustand  ist  aber  e  un- 
abhängig von   der   Zeit;    so   dass   in   diesem   Falle   die   Gleichung  [y.) 

übergeht  in: 

dB^        dB,,        dB, 

■    ''  öx     '     dy     '      dz 

Ist  der  Conductor  zusammengesetzt  aus  verschiedenen  Metallen, 
und  bezeichnet  da  ein  Element  derjenigen  Fläche,  in  welcher  zwei 
solche  Metalle  zusammeugrenzen,  so  muss  für  die  während  der  Zeit  dt 
durch  da  hindurchfliessende  Elektricitätsmenge  auf  Grund  der  Formel 
(2.)  ein  und  derselbe  Werth  sich  ergeben,  einerlei,  ob  man  das  Element 
da  zum  einen  oder  zum  andern  Metalle  rechnet.  Demgemäss  erhält 
man  die  Formel: 
(8.)  xli,  =  ocE;, 
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wo  V  die  Noruuile  von  doj,  d.  i.  die  Normale  jener  Greuzfläche  vor- 
stellt, und  wo  x',  li'  für  das  zweite  Metali  dieselben  Bedeutungen 
haben  sollen,  welche  x,  R  für  das  erste  besitzen.  Dabei  ist  die  Nor- 
male V  auf  beiden  Seiten  der  Formel  (8.)  von  einerlei  Richtung  zu 
denken,  gleichgültig  von  welcher. 

Ist  insbesondere  da  das  Element  einer  freien  Oberfläche,  also  einer 
Fläche,  in  welcher  der  Conductor  an  Luft  oder  überhaupt  an  einen 
Isolator  angrenzt,  so  wird  h'  =  0,  und  die  Gleichung  (8.)  also  über- 
gehen in : 

(9.)  Rr  =  0. 

Zu  diesen  Formeln  (7.),  (8.),  (9.)  können  noch  weitere  Formeln 
hinzugefügt  werden.  >So  z.  B,  wird  während  des  stationären  Zustandes 
die  Masse  der  in  dem  ganzen  Conductor  enthaltenen  Elektricität  fort- 
dauernd ein  und  denselben  Wertli  behalten.  Mit  andern  Worten:  Die 
durch  die  einzelnen  Oberflächenelemente  dco  des  Conductors  aus  dem- 
selben heraustretenden  Elektricitätsmengen  werden  zusammengenommen 
=  0  sein.     Es  wird  also,  nach  (2.),  die  Gleichung  stattfinden: 

(10.)  JxRrd(o  =  0, 

wo  V  die  äussere  Normale  der  Conductoroberfläche  vorstellt,  und  die 
Integration  ausgedehnt  zu  denken  ist  über  alle  Elemente  da  dieser 
Oberfläche. 

Ist  inbesondere  der  Conductor  homogen,  mithin  k  überall  dasselbe, 
so  gewinnt  die  Formel  (10.)   die  einfachere  Gestalt: 

(10a.)  jRyda  =  0. 

§  3. 

Ueber  die  Ursachen  der  elektromotorischen  Kraft. 

Nach  den  üblichen  Vorstellungen  besteht  die  an  irgend  einer 
Stelle  (x,  y,  z)  des  Conductors  zur  Zeit  t  vorhandene  elektromotorische 
Kraft  R  im  Allgemeinen  aus  zivei  Tlieilen  D  und  E,  so  dass  man  also, 
was  die  rechtwinkligen  Componenten  betrifl't,  die  Formeln  hat: 

R,  =  D,-^E,, 
(11.)  R,  =  D,  +  E,, 

R^  =1),  -i-E,. 
Der  Theil  D  rührt  her  von  der  sogenannten  Spannung  der  eleldriachcn 
Materie,   und   der  Theil  E  von   anderweitigen   UrsacJicn,  z.  B.  von  den 
Orts-  oder  Intensitäts -Veränderungen  irgend  welcher  in  der  Nähe  des 
Conductors  befindlicher  galvanischer  Ströme. 
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Ueber  die  sogenannte  Spanmimj  der  Elektricitiit  hat  mau  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  verschiedene  Vorstellungen  sich  gebildet*).  Für  unsere 
Zwecke  wird  es  ausreichend  sein,  zu  bemerken,  dass  die  Spannung  eine 
unhelannte  Function  von  x,  y,  z,  t,  oder,  falls  man  auf  den  stationären 
Zustand  sich  beschränkt,  eine  iinheliannte  Function  von  x,  y,  s,  ist,  und 
dass  diese  Spannung  bei  den  elektrischen  Bewegungen  eine  ähnliche 
Rolle  spielt,  wie  die  Temperatur  bei  der  Wärmebewegung.  Ebenso 
nämlich,  wie  die  Wärme  von  den  Orten  höherer  Temperatur  zu  denen 
geringerer  Temperatur  abfliesst,  ebenso  schreibt  man  der  elektrischen 
Materie  das  Bestreben  zu,  von  den  Orten  höherer  Spannung  zu  denen 
geringerer  Spannung  hinzuströmen.  Und  demgemäss  pflegt  man  an- 
zunehmen, dass  in  jedem  Punkte  {x^  y,  £)  durch  die  in  seiner  Umgebung 
vorhandenen  Spannungsunterschiede  eine  elektromotorische  Kraft  I)  er- 

zeugt  wird,  deren  Componenten  D^,  By,  Dz  identisch  sind  mit  —  -^ , 

dV  dV 

—  ö— ,    —  >j  „  ,   wo   V  selber   die   Simnnung  vorstellt.     Diese  Werthe 

substituirt,  erhalten  die  Formeln  (11.)  die  Gestalt: 


(12.)  i?,  =  -|^  +  £„ 


§  4. 

Die  zu  behandelnde  Aufgabe. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  der  gegebene  Conductor  homogen 
sei,  dass  derselbe  im  stationären  Strömungszustande  sich  befinde,  und 
dass  die  vorhandenen  elektromotorischen  Kräfte  lediglich  von  der  Span- 
nung herrühren,  dass  mithin  die  Ex,  E,j,  E^  gleich  Null  seien.  Als- 
dann reduciren  sich  die  Formeln  (12.)  auf 

''  dx  '         ^  dy  ^  dz 

Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus  (3.)  und  (6.): 


0^0 ,=...=.i/(|iy+(|ir+(-r, 

*)  Vgl.   F.   Neumann'ä  Vorl.   über  elektrische    Ströme,   herausgegeben   von 
VonderMühll,  Leipzig,  1884;  daselbst  pg.  45. 
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imd: 

,    ,  cV  cV  dv 

^'^  ^  8x  ^  cy  '  dz  ^ 

woraus  z.  B.  folgt,  äass  die  S Ir ümiiny sciir von  identisch  sind  mit  dcti 
rechtwinldigen  Trajcctoricn  der  durch  die  Gleichung  V  =  Const.  dar- 
gestellten Flüchen  constanter  Spannung. 

Ferner  gewinnt  die  Formel  (2.)  mit  liücksicht  auf  (a.)  die  Gestalt: 

dV 
(d.)  -x-j^dadt- 

und  es  wird  also  dieser  Ausdrirtjk  diejenige  Elektricitätsraenge  vor- 
stellen, welche  durch  irgend  ein  Flächenelemeut  da  mit  der  Normale 
V,  von  der  v^- Seite  zur  v-Seite,  während  der  Zeit  dt  hindurchflicsst. 
Summirt  man  diesen  Ausdruck  über  alle  Elemente  dt  einer  Zeiteinlieit, 
und   berücksichtigt  man   dabei,   dass  bei  dem  hier  betrachteten  statio- 

(IV 
nüren  Zustande  F,  mithin  auch  -r-  '^'^^   ^^'^  ^^^^^   unabhängig  ist,   so 

erhält  man: 

Und  es  wird  also  dieser  letztere  Ausdruck  diejenige  Elektricitätsmenge 
repräsentiren,  welche  durch  da,  von  der  v^"  Seite  zur  v- Seite,  während 
der  Zeiteinheit  hindurchgeht.  —  Endlich  wird  die  Gleichung  (10a.),  mit 
Rücksicht  auf  («.),  die  Gestalt  annehmen: 

die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  da  der  Con- 
ductoroberfläche  Q. 

Was  die  Bestimmung  der  Spannung  d.  i.  der  unbekannten  Function 
V  =  V(x,  y,  2)  betrifft,  so  ergeben  sich  für  jedweden  Funkt  {x,  y,  z) 
innerhalb  des  Conductors  die  Formeln: 

V,    ^,     ^,      "^     stetig. 

JJie  erste  dieser  Formeln  entsteht  nämlich  aus  (7.),  falls  man  daselbst 
für   lix,  llyy  Rz    die    Werthe    (a.)    einsetzt.     Ferner   ergiebt    sich    die 

dV      dV      cV 
Stetigkeit  von  ->- — ,    ,    -,  -^—  aus   (y.),   falls   man   nur   beachtet,   dass 
°  ex  '    cy  '     02  ^'  ^'  ' 

die  Strömungscomponenten  «,  v,  w  zur  Zeit  des  stationären  Zustaudes 

nicht  gut  umhin  kijimen,  stetige  Functionen  der  Coordinaten  zu  sein. 

dV      dV      dV 
Und   aus  dieser  Stetigkeit  von  -^— ,  -^— ,  ^—  folgt  sodann  aber  auch 
°  ox  ^    oy  ^    dz         '^ 
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die  Stetigkeit  von  V  selber,  falls  man  nur  voraussetzt,  dass  der  vom 
Couduetor  occupirte  Raum  ein  einfach  zusammcnhüngendtr  ist*). 

Was  die  Ohei'fläclie  Q  des  gegebenen  Couductors  betrifft,  so  wollen 
wir  uns  vorstellen,  der  Conductor  sei  theils  mit  Luft,  theils  aber  auch 
mit  andern  Conductoren  in  Berührung,  dabei  aber  annehmen,  es  sei 
bekannt,  ivievid  Elektricität  durch  jedwedes  Element  da  der  Fläche  Q. 
während  der  Zeiteinheit  aus  dem  Conductor  hinausflicsst  Mit  andern 
Worten:  Wir  wollen  annehmen,  für  jedwedes  Element  da  der  Con- 
ductoroberlläche  sei  die  in  (e.)  genannte  Quantität  gegeben-^  es  sei  also: 

(^.)  —ic-j^da=  fda , 

wo  /  eine  gegebene  Function  des  Ortes  auf  der  Condiictordberfläclie  Q  vor- 
stellt, während  v  die  äussere  Normale  von  Q  repräsentirt.  Man  kann 
dieses  fda  etwa  bezeichnen  als  die  Grösse  des  durch  da  von  Innen 
nach  Aussen  gehenden  Stromes. 

Uebrigens  werden  diese  Oberflächendurchströmungen  fda  nicht 
ganz  ad  libitum  gegeben  sein  dürfen.  Denn  aus  (^.)  folgt  durch  Inte- 
gration über  die  Oberfläche: 

also  mit  Rücksicht  auf  (^.): 

(x.)  Jfda  =  0. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  in  dem  Conductor  vorhandene 
elektrische  Spannung  V  =  V(x,  y,  d)  auf  Grund  der  Formeln  [i].),  {%.) 
wirlilich  zu  berechnen,  falls  die  Function  f  in  beliebiger,  aber  mit  (x.)  in 
EinJdang  stehender  Weise  gegeben  ist.  Dabei  springt  von  selber  ins 
Auge,  dass  V,  auf  Grund  jener  Formeln  (■//.),  (Q:),  immer  nur  bis  auf 
eine  additive  Constante  bestimmbar  ist.  Mehr  aljcr  ist  für  unsere 
Zwecke  auch  nicht  erforderlich.  Denn  haben  wir  den  Werth  von  V 
bis  auf  eine  uubakannte  additive  Constante  ermittelt,  so  ergeben  sich 
alsdann,  mittelst  der  Formeln  (y.),  vollständig  bestimmte  Werthc  für  die 
Strömungscomponenten  u,  v,  iv.  Und  die  Berechnung  der  Strömungs- 
componenteu  ist  doch  schliesslich  unser  eigentliches  Ziel. 


*)  Vgl.  z.  B.  C.  Neumann:  Hydrodynamieche  Untersuchungen.    Leipzig,  bei 
Teubner.    188.S;  daselbst  pg.  22. 
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§  5. 

Reduction  der  gestellten  Aufgabe  auf  die  Berechnung  einer  gewissen 
charakteristisclien  Function. 

Den  Bedingungen  (rj.)  geschieht  offenbar  Genüge,  wenn  man  für 
V  das  Potential  irgend  welcher  Massen  M  nimmt,  die  ansserluilh  des 
Conductors  liegen.  Demgemäss  wird  die  in  Rede  stehende  Aufgabe 
gelöst  sein,  sobald  es  gelingen  sollte,  folgendes  Problem  zu  lösen. 

Allgemeines  Problem.  —  Man  dcnJce  sich  ausserhalb  einer  gegehcncn 
geschlossenen  FlücJie  Q  irgend  welche  unhelcannte  Blassen  M  ausgebreitet, 
und  das  Potential  derselben  auf  Punkte  i  innerhalb  Q  mit  V,  bezcichui. 

Der  nach  der  äussern  Normale  v  der  Flüche  Q.  gebildete  Differential- 

dV. 
quotient  —. —  ist  auf  Q  nberall  gegeben,  mittelst  der  Gleichung: 

dV. 

Es  repräsentirt  nämlich  hier  x  eine  gegebene  Constante,  und  f  eine  ge- 
gebene, der  Bedingung  J  fdco  =  0  entsprechende  Function'*)  des  Ortes  auf 
Q.  —  Es  handelt  sich  darum,  das  Potential  F,,  unter  so  betcandten  Um- 
ständen, für  den  ganzen  Innenraum  von  Q  zu  berechnen  bis  auf  eine 
additive  Constante. 

Bemerkung.  —  Durch  die  in  dem  Problem  an  V  gestellten  Anforderungen 
ist  diese  Function  V  vollständig  bestimmt,  bis  auf  eine  additive  Constante. 
Solches  ergiebt  sich  leicht  mittelst  des  Satzes  (?l.)  pg.  205,  indem  man 
dabei  einen  ähnlichen  Weg  einschlägt,  wie  früher  in  der  Bemerkung  pg.  23G. 

Zur  Inangriffnahme  des  allgemeinen  Problems  (1.)  markiren  wir 
nun   irgendwo  innerhalb  Q  einen  Massenpunkt  m{a,  b,  c),  und  setzen: 

(2.)  U  =  C/c«)  +  U^'n  =  ^-\-  m'''\ 

wo  C7('")  = -=-  das   Potential   von   m,   und    V^^'i   das  Potential   irgend 

welcher  ausserhalb  Q  gelegener  Massen  M'  vorstellen  soll,  beide  Po- 
tentiale bezogen  gedacht  auf  einen  beliebigen  Punkt  (ic,  y,  z).  Dabei 
aber  wollen  wir  jene  Massen  71/'  in  solcher  Weise  uns  ausgesucht 
denken,  dass  U  an  allen  Stellen  der  Fläche  Q  der  Bedingung  ent- 
spricht: 


*)  Die  Bedingung  /  fdca  =  0  hat  sich  im  Vorhergehenden  ergeben  aus  der 
Natur  der  gestellten  physikalischen  Aufgabe.  Doch  sei  noch  bemerkt,  dass  die 
Formel  (1.)  direct  diese  Bedingung  erheischt,  wie  sich  solches  sofort  ergiebt,  falls 
man  auf  das  Potential  1^  [dessen  Massen  M  ausserhalb  ß  liegen  sollen]  den  Satz 
(D.)  pg.  202  anwendet. 
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dU, 

WO  V  die  äussere  Normale  von  Q,  inid  K  eine  Constante  sein  soll. 
Multiplicirt  man  mit  da,  und  integrirt  sodann  über  alle  Elemente  da 
der  Fläche  Q,  so  erhält  man: 

KJ    da=J  -^dM>, 

oder,  falls  man  für   U  den  Werth  (2.)  substituirt: 

oder,  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (D.)  pg.  202: 

KQ=  —  Anm  +  0,' 
d.  i. 

('i-)  Ä  =  -        ß       , 

WO  Q.  das  ^rm/  der  gegebenen  Fläche  Q.  vorstellt.  Die  der  Function 
ü;  auferlegte  Bedingung  (3.)  bringt  also  ca  ipsa  mit  sich,  dass  die 
Constante  K  keine  beliebige  ist,  sondern  den  in  (4.)  angegebenen  ganz 
bestimmten  Werth  besitzt. 

Dies  vorangeschickt,  wollen  wir  jetzt  übergehen  zum  eigentlichen 
Kern  unserer  Betrachtung,  nämlich  zeigen,  dass  zwischen  der  gesuchten 
Function  V  und  zwischen  der  soel^en  eingeführten  auxüiaren  Function 
U  ein  enger  Zusammenhang  stattfindet.  Dabei  wollen  wir  [ähnlich 
wie  früher  pg.  221]  die  Masse  m(a,  h,  c)  als  eine  äusserst  Meine  Jiomo- 
gene  Kugel  vom  Centrum  («,  6,  c)  uns  vorstellen.  Alsdann  subordiniren 
sich  die  Potentiale  Ui  und  Vi  ohne  Weiteres  der  allgemeinen  Formel 
(A.)  pg.  198: 

fff(UAV-  VAU)dxd,jd.  =f{lJ,'}^-  r,  ^)  d. 


la 

•^  tJ     \      '    üv  üv  J 

über  den  Innenrauni  von  i' 


Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (2.),  (3.): 

ffJ\UAV~VAin"'^  —  VAÜ^'''^)dxdydz=fu/-~da-KfVida, 

über  den  Innenraum  von  '' 

oder,  weil  V  und  U^''''>  innerhalb  Q  überall  den  Gleichungen  AT'=0 
und  Ar7'^^'^  =  0  entsprechen: 

—  fff  VAlß"'hlxdyd0  =fUi'-^da  —  KfVida. 

über  den  Innenranm  von  « 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Ausdruck  reducirt  sieh  [mittelst 
der  Betrachtung  pg.  222]  auf  A'JtmV{a,  h,  c).  Somit  folgt,  uiiler  IJück- 
sichtnahme  auf  (4.): 
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A7tmV{a,h,c)  =J    Vi       '  da -\-     ^.'\/    Vida, 

also  mit  Uücksicht  auf  (1.): 

(5.)  Via,  h,c)  =  -  -^-f  Ufdco  +  Const. 

Die   liier   auftretende  Constante   ist  =  -^  /  F,  da ,   mithin  nnabhümjig     I 

von  (a,  h,  c).  Denn  giebt  man  diesem  Punkte  (a,  h,  c)  innerhalb 
Q  irgend  welche  andere  Lage,  so  wird  durch  eine  solche  Lagen  Ver- 
änderung wohl  der  Werth  von  U,  nicht  aber  der  von  V  alterirt 
werden*). 

Die  Formel  (5.)  zeigt  den  gegenseitigen  Ziisammenhang  zivischen  V 
und  U.  Sie  zeigt  nämlich,  dass  mau  V  in  jedwedem  Punkte  (a,  b,  c) 
innerhalb  Q  bis  auf  eine  von  (a,  h,  c)  unabhängige  Constante  anzugeben 
im  Stande  sein  wird,  sobald  die  auxiliare  Function  U  gefunden  ist. 
Setzen  wir  also  jene  Constante,  die  für  unsere  Zwecke  gleichgültig  ist 
[vgl.  den  Schluss  von  §  4  auf  pg.  269J,  gleich  Nidl,  so  gelangen  wir 
zu  folgendem  Satze: 

Reduction  des  allgemeinen  Problems  auf  die  charakteristische  Func- 
tion   U.  —  Soll  die  Lösung   V  des  allgemeinen   Frohleins   (1.)  gefunden. 
iverden,    so    marMre   man   irgendtvo    innerhalb    Q   einen   Massenpunld 
m(a,  b,  c),  und  setze: 
(6.)  f7=  f/i'")+  W'^, 

wo  ü^"^^  das  Potential  von  m,  tmd  U^'^''^  das  Potential  irgend  ivelchcr 
ausserhalb  Q  liegender  Massen  M'  sein  soll.  Sodann  bestimme  man 
diese  Massen  M'  der  Art,  dass  der  JDiff'erentialquoticnt 

du. 

an  allen  Stellen  der  Flüehe  Q  ein  und  denselben  Werth  hat. 

Alsdann   ivird  jene  gesuehtc  Function  V  im  Punlte  (a,  b,  e)  doi 
Werth  haben: 
(8.)  na.l,,c)  =  --^-l-fUf.la., 

wo  f  und  %  jene  von  Hanse  aus  gegebeticn,  in  (L)  envähnten  (rrösscn 
vorstellen. 

Die  Function  U  kami  kurzweg  die  cJtaralcteristische  Function 
des  behandelten  Problems  ijenannt  werden. 


*)  In  der  Tliat  ist  ja  V  das  in  dem  allgemeinen  Problem  []^g.  270]  gesuchte 
Potential,  mithin  ohne  alle  15oziehung  zu  dem  erst  später  eingeführten  auxiliaren 
Punkte  Tn{a,  b,  c). 
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§  6. 

Anwendung  auf  die  Kugel. 

Dit;  Oberflüche  Q  des  gegebenen  Conductors  sei  eine  Kugelfläche 
vom  Radius  A.  Da  die  Massen  M'  ausserhalb  dieser  Flüche  Q  liegen 
sollen,  so  wird  das  von  ihnen  herrührende  Potential  f/^"  '  für  jedweden 
Punkt  {{q,  ft,  qi)  innerhalb  Q.  darstellbar  sein  durch  eine  Reihe  von 
folgender  Form*): 

(9.)  W^'^  =  J'?''5^n(i^,9'), 

n  =  0 

WO    Yn    eine    Kugelfunction    n*"  Ordnung    vorstellt.     Bezeichnet    man 

daher    die    Polarcoordinaten    des    innerhalb    Q    willkürlich    markirten 

Massenpunktes    m{a,  b,  c)    mit    [Q,a,  ^m,  <Pm),    so    erhält    man  für  das 

Potential 

(10.)  Ui  =  f7/-)  +  ü"/^') 

die  Darstellung: 


(11.) 


C^.  =  ^ 


wi  -^  P„(cos  y)  +  p»  Y^{^,  (p) 

n  =  0  l.  Q    ^ 

WO  y  die  gegenseitige  Neigung  zwischen  (u,  gj)  und  (ji,,, ,  cp,,,)  vorstellt. 
Dabei  ist  vorausgesetzt,  der  variable  Punkt  i{Q,  fi,  q))  liege  der  Kugel- 
fläche Q  sehr  nahe,  der  Art,  dass  p  >  (>,„  ist.  Die  in  (11.)  enthaltenen 
Y's  sind  nun  gemäss  der  Bedingung  (7.)  zu  bestimmen,  also  der  Art 
zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck 

-  *n(7l  +  1)   -^  PnicOSy)  +  HQ^-'  Y^{fl,  (p) 
Q 

für  solche  Punkte  (p,  ^,  gj),   die  auf  Q  liegen,  für  die  also  q  =  Ä  ist, 

durchweg  ein  und  denselben  Werth  hat.    Mit  andern  Worten:  Jene  l'^s 

sind  der  Art  zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck 

-  m{n  +  1)  -— ^  P„(cos  y)  -f  «^»-^  YJp,  (p) 

A. 

von  i^i,  (p)  unabhängig  ist.  Hieraus  schliesst  man  in  bekannter  Weise**), 
dass   F„(|u.,  9?)  für  n  =  1,  2,  3,  4,  .  .  .  den  Werth  haben  muss: 


(12.) 


^n  (fi,  <p)  =  — -2i.-+r  P-  (cos  y) , 


^2„+l 


während  F„  mibestimmt  bleibt.    Substituirt  man  jetzt  diesen  Werth  (12.) 
in  (9.),  und  den  so  für  L7" '  resultireuden  Werth  in  (10.),  so  erhält  mau: 


*)  Man  vgl.  z.  15.  die  Betrachtungen  auf  pg.  62— G5. 
**)  Nämlich  mittelst  der  Zusätze  pg.  60. 

Xeuiiiau  i),  Vorl.   üb.  (lau  Potential. 
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(13.)        u,  =  vr  +  r„  +  «^1^+1  ^l-^  p.(cos  r); 

n=i       n         A     ^ 
und  dieses   CT,   wird   also   allen   f^estellten   Anforderungen   entsprechen, 
welchen  Werth  man  dabei  der  von  (u,  tp)  unabhängigen  Grösse  Y^  auch 
zuertheilen  mag. 

Hiermit  ist  die  Berechnung  von  U  für  die  Kugel  vollendet.  Es  bleibt 
nur  noch  übrig,  die  unendliche  Reihe  (13.)  zu  summiren.  Zu  diesem 
Zwecke   mag  jener   willkürlichen   von  (a,  qp)  unabhängigen  Grösse  Y^ 

vi(l  -\-  log  p  ^ 
der  Werth  ;; '—  zuertheilt  werden.     Alsdann  ergiebt  sich: 

£/,  _  P,     =  ,„  (—7—    +  J  -^  ^  P.(<^os  ,)  J  , 

oder,   falls   man   den    variableu  Punkt  i{Q,  fi,  <p)  nach  der  Kugelfläche 
Q  hinwandern,  mithin  q  in  A  übergehen  lässt: 

(14.)     t^,-_  =  ..|^__+^^___-^P„(cos,)}, 

wo    B    den    Abstand    des    Oberflächenpunktes    [Ä,  ^,  cp)    vom   Punkte 

w (p„, , /i,„ ,  9)m)   bezeichnet,   während  y,   nach  wie  vor,  die  gegenseitige 

Neigung   der   beiden  Richtungen   (/i,  cp)  und  ({i„,,  (p,,,)  vorstellt.     Dem- 
gemäss  ist  z.  B.: 

(15.)  |-  =  ,„j^+J^P,(eosy)}, 

und 


(15a.)  B  =  yA'  +  qJ  —  2AQ,n  cos  y  . 

Aus  (14.),  (15.)  folgt  durch  Subtraction: 

nc\     ^       ir       2*"  flog«»..     ,     v^      ^"»      ij  f         ^l 

wo  0  uur  als  Abbreviatur  dienen  soll  für  die  linke  Seite. 

Beachtet    man    nun   die   aus   (16.)   durch   Differentiation   nach   q„ 
entspringende  Formel : 

so  ergiebt  sich  aus  (15.)  sofort: 

30  m 


also  nach  (15  a.): 

ao 

Q 


^"'  3P.  ~  B   ' 


^Qm  V^'  +  9,n^  -  2^9,,,  COS  y 
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Demgemäss  erhält  man: 


O  =  in    I 


oder,  falls  man  die  Integration  wirklich  aj^sführt: 

0  =  -  ^  log  ~ ^  , 

oder,  falls  man  für  0  seine  eigentliche  Bedeutung  (16.)  substituirt,  und 
zugleich  Rücksicht  nimmt  auf  (15a.): 

—         2m  m  M  4-  (A  —  o    cos  y) 

Substituirt  man  schliesslich  diesen  Werth  von  U  in  (8.),  so  ergiebt  sich: 

1        /'  /■  2  1  B  4-  (Ä  —  Q    cos  Y^\ 

(18.)  r(u,  6, .)  =  -  _-  j  (_  -  _  log    +(  j--n.)  f,^ . 

so  dass  wir  also,  falls  wir  zur  Abkürzung  r  für  Q,n  setzen,  zu  folgen- 
dem Resultate  gelangen: 

Ueber  den  stationären  elektrischen  Strömungszustand  einer  Kugel. 
I)ie  in  einer  homogenen  MetallJcugel  enthaltene  EleMricitüt  befinde  sich 
im  stationären  Strömnngszustande,  und  zwar  unter  der  Eimvirlung 
elelctromotoriscJier  Kräfte,  die  lediglich  von  der  Spannung  der  Eleldricität 
herrühren.  Ueherdies  sei  für  jedtvedes  Oberflächenelement  dca  der  Kugel 
diejenige  Elehtricitätsmenge  fdco  gegeben,  ivelche  durch  dasselbe  in  der 
Zeiteinheit  aus  der  Kugel  hinausströmt. 

Alsdann  wird  die  elelärische  Spannung  innerhalb  der  Kugel  in  jed- 
wedem Punkte  (a,  b,  c)  ohne  Weiteres  angebbar,  nämlich  von  folgendem 
Werthe  sein: 

('«•)  na,  M)  =  -  ^fii  -  i  loR  ^  +  "7--0  f^- ' 
die  Integration  ausgedehnt  gedacht  über  alle  Elemente  da  der  Kugeldber- 
fläche.  Dabei  bezeichnet  y.  die  Leitnngsfähigkeit  der  Kugel,  A  ihren  Badius, 
ferner  r  den  Centralabstand  des  PunJdes  {a,  b,  c),  ferner  y  den  Winkel, 
unter  tvelchem  der  nach  da  hinlaufende  Kugelradius  gegen  r  geneigt  ist, 
endlich  R  den  Abstand  des  Elementes  da  vom  Punkte  (a,  b,  c). 

Aus  (19.)  ergeben  sich  alsdann  durch  Differentiation  nach  a,  b,  e  die 
an  der  Stelle  {a,  b,  c)  vorhandenen  Strömungscomponenten  u,  v,  w.  In 
der  That  tverden  diese  Componenten  die  WertJie  haben: 

(20.)  u=  -y  dji^  v  =  -^  ^(|:  ^^^ ,  w=-H  ^^("'  *'i-^ ; 
^      ^  da        '  db        '  cc        ^ 

wie  solches  aus  den  Formeln  (y.)  pg.  268  sofort  folgt.  Demgemäss  sind 
z.  B.  die  Str'ömungscurven  nichts  Anderes  als  die  senkrcchien  Tra- 
jcctorien  der  Flächen  constanter  Spannung. 
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Das  erhaltene  Resultat  ist  z.  B,  leicht  anwendbar  auf  den  Fall, 
dass  die  Metallkugel  in  die  Schliessung  einer  Galvani'schen  Batterie 
eingeschaltet,  sonst  aber  überall  mit  Luft  in  Berührung  ist.  Die  Stelle, 
an  welcher  der  Strom  derJBatterie  in  die  Kugel  eintritt,  mag  ß,  und 
die  Stelle,  wo  er  austritt,  a  heissen.  Ferner  sei  fZ«^  der  in  ß  mit  der 
Kugel  in  Berührung  stehende  Querschnitt  des  Zuleitungsdrahtes,  und 
dda  der  Querschnitt  des  in  a  augesetzten  Ableitungsdrahtes.  Dann  ist 
die  Elektricitätsmenge  fda  für  jedwedes  Element  do  der  Kugelober- 
fläche =  0,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Elemente  dcoß  und  dda-  Für 
diese  nämlich  gelten  die  Formeln: 
(21.)  fßdoß  =  —  J    und     fadoa  =  +  J", 

wo  J  die  Stärke  des  Stromes  in  jenen  beiden  Drähten  repräsentirt. 
Demgemäss  reducirt  sich  die  Formel  (19.)  im  gegenwärtigen  Falle  auf: 

J"      /   2              2             1             Bf,-\-  A  —  r  cos  yfi\ 
(22.)    V{a,  b,c)  =  - —  (^ -^ ^  log  -^^~—, ^^ )  • 

Dabei  bezeichnet  Ä  wieder  den  Kugelradius,  und  r  den  Centralabstand 
des  Punktes  (a,  h,  c).  Ferner  repräsentirt  /„  den  Winkel,  unter  welchem 
der  nach  a  laufende  Kugelradius  gegen  r  geneigt  ist,  und  2?«  den  Ab- 
stand des  Punktes  a  vom  Punkte  {a,  h,  c).  Endlich  haben  y^^  und  7y 
analüge  Bedeutungen  in  Bezug  auf  den  Punkt  ß. 

Ist  insbesondere   der  Kugelradius   A  unendlich  gross,   so   reducirt 
sich  die  Formel  (22.)  auf: 
(23.)  r(a,i,e)  =  ^(-^^-4-y 


Zwölftes  Oapitel. 
üie  Vertheilung  der  Elektricität  auf  zwei  Kugeln. 

Es  handelt  sich  um  die  Ermittelung  derjenigen  elektrischen  Be- 
legungen, welche  auf  zwei  isolirten  Metallkugeln  entstehen  werden, 
sobald  dieselben  mit  irgend  welchen  Elektricitätsmengen  geladen  sind, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  von  Aussen  her  keinerlei  Kräfte  auf  die 
beiden  Kugeln  einwirken.  Dieses  Problem  ist  zuerst  von  Poisson  ge- 
löst worden  in  seiner  schon  früher  (pg.  155)  erwähnten  Abhandlung: 
Sur  la  Distribution  de  VElectricite  ä  la  stirface  des  Corps  condiicteurs, 
1813  et  1813. 

Sind  U  und  V  die  unbekannten  Potentiale  jener  beiden  unbekannten 
Belegungen,  so  ergeben  sich,  wie  Poisson  gezeigt  hat,  zur  Bestimmung 
von  U  und  V  zwei  sogenannte  Functionalgleiclmngen.  Und  hieraus  er- 
giebt  sich,  falls  mau  V  eliminirt,  eine  Functionalgleichung,  in  der  nur 
noch  U  allein  vorkommt,  und  durch  deren  Auflösung  man  zur  wirk- 
lichen Keuntniss  von  TJ  gelangen  kann;  womit  alsdann  der  eigentliche 
Kern  des  Problemes  absolvirt  sein  wird.  Denn  dass  mau  in  analoger 
Weise  auch  V  berechnen,  und  schliesslich,  auf  Gruud  der  Potentiale  U 
und  F,  auch  zur  Kenntniss  der  Dichtigkeiten  jener  beiden  Belegungen 
gelangen  kann,  bedarf  kaum  noch  der  weiteren  Ausführung. 

Bei  den  Untersuchungen  des  gegenwärtigen  Capitels  werden  wir 
im  Allgemeinen  den  Poisson'schen  Weg  verfolgen,  denselben  jedoch 
verlassen  bei  Behandlung  der  schon  erwähnten  Functionalgleichung. 
Während  nämlich  bei  Poisson  zur  Auflösung  dieser  Gleichung  mehr 
oder  weniger  künstliche  Mittel,  resp.  eine  gewisse  Kenntniss  der  all- 
gemeinen Theorie  derartiger  Gleichungen  erforderlich  sind,  werden  wir 
unsererseits  die  Auflösung  der  Gleichung  direct  aus  der  unmittelbaren 
Natur  des  eigentlichen  Problemes  schöpfen.  Es  sei  darüber  Folgendes 
bemerkt: 

Gleich  zu  Anfang  werden  wir  zeigen,  dass  das  Potential  U  von 
solcher  Beschaffenheit  ist,  als  rührte  es  her  von  gewissen  auf  der  Central- 
liuie    der    leiden    Kugeln    gelegenen    Massenpunhten.     Solches    erkannt, 
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erluilteii    wir  für   U  einen  hcstimmtcn  analytischen  AitsilrucJc,   zu  Jessin 
vollständiger  Fertigstellun*^  nur  noch  die  Bestimmung  der  in  ihm  ent 
haltenen  unbekannten  Constanten  erforderlich  ist. 

Sodann  er8t  werden  wir  übergehen  zur  Aufstellung  der  für  U 
geltenden  Functionalgleichwig.  Und  die  Aunüsung  dieser  Gleichuiiir 
wird  alsdann  eine  überaus  einfache  sein,  nämlich  darin  bestehen,  das- 
wir  in  diese  Gleichung  für  U  den  soeben  erwähnten  analytischen  Aus- 
druck substituireu,  und  die  unbekannten  Constanten  des  Ausdrucks  so 
bestimmen,  wie  diese  Gleichung  es  verlangt.     U.  s.  w.*) 

Um  Missverstäudnissen  vorzubeugen,  mag  noch  bemerkt  sein,  dass 
die  Buchstaben  A  und  B  mit  Bezug  auf  die  erste  und  zweite  Kugd 
in  drei  verschiedenen  Bedeutuilgen  gebraucht  werden  sollen,  —  was 
übrigens  im  Ganzen  nur  zur  Vereinfachung  und  Erleichterung  der  Aus- 
drucksweise beitragen  dürfte.  Es  soll  nämlich  unter  A  bald  die  Ober- 
fläche der  ersten  Kugel,  bald  die  auf  dieser  Oberfläche  vorhandene 
eleTitrische  Belegung,  bald  auch  die  Gesammtmasse  dieser  Belegung  ver- 
standen werden.  Und  Analoges  ist  von  B  mit  Bezug  auf  die  zweite 
Kugel  zu  sagen. 


Allgemeine  Sätze  über  das  Potential  einer  Kugelflächenbelegung 
auf  äussere  und  innere  Punkte. 

Denkt  man  sich  eine  Kugelfläche  vom  Radius  A  in  beliebiger 
jedoch  stetiger  Weise  mit  Masse  belegt,  und  die  Dichtigkeit  e  dieser 
Belegung  nach  Kugelfunctionen  entwickelt  [Satz  (19.)  i)g.  55j: 

CO 

(1.)  ^  =  2Yn{il,Cp), 


*)  Das  gegenwärtige  Capitel   reproducirt ,  wie  noch  besonders  erwähnt  sein 
mag,   die  F.  Neumann'' schQ  Vorlesung  vom  Wintersemester  1856/57.     Nacli  ganz, 
anderen  Methoden  ist  später  das  in  Rede  stehende  Problem,  unter  Einführung  der 
dipolaren  Coordir.aten,   von  C.  Kenmann  behandelt  worden  in  seiner  Schritt  iü 
den   stationären   Temperaturzustand,   Halle   bei  Schmidt,    1862.     Von   den   bei' 
dort  angegebenen   Methoden  —  sie  werden  die  geometrische  und  die  analyti.^< 
Methode    genannt  —  dürfte    namentlich  die  letztere  durch  besondere  Kürze   m  ■ 
Einfachheit  sich  auszeichnen.    Dieselbe  ist  vom  Verfasser  jener  Schrift,  nach  Al- 
scheidung  von  mancherlei  Ueberflüssigem,  von  Neuem  reproducirt  worden  in  seim  n 
hydrodynamischen  Untersuc  hungen,  Leipzig  bei  Teubner,  1883,  daselbst  pg.  263  —  -JT  i . 
Diese  C.  Neumann'sche  Methode  ist  übrigens  auch  dann  anwendbar,  wenn    auf  du' 
beiden  Kugeln  von  Aussen  her  gegebene  Kräfte  einwirken,  was  bei  der  Poisson'scln  u 
Methode  nicht  der  Fall  ist. 
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so  erhält  man  [unter  Anwendung  der  Integraleigenschat'ten  der  Ypsi 
lun's  p.  77J  für  die  Gesammtmasse  A  dieser  Belegung  den  Werth: 

(2.)  A=fsdG)  =  4nÄ^Y^. 

Desgleichen  erhält  man  für  das  Potential  der  Belegung  in  Bezug  auf 
einen  äussern  Punkt  a(Q,(i,q))  und  in  Bezug  auf  einen  Innern  Punkt 
i{Q,  ^,  (p)  die  Werthe: 

jj         inA''      ^         1         /  A\n  ^.    . 

(3.) 

Lässt  man  in  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  die  sollicitirten  Punkte 
{q,  ^,  (p)  auf  die  Kugelfläche  fallen,  also  q  in  den  Kugelradius  Ä 
übergehen,  so  folgt: 

(4.)  ü=Ü:=ü,=^^7tÄ  J  ^^  Y.  (^,  <p), 

wo  U  (ohne  Index)  den  gemeinschaftlichen  Werth  von  Z7„  und  Ui  vor- 
stellen soll.     Die  so  zu  Tage  getretene  Gleichung 

(4a.)  Wa^Wi 

bietet  übrigens  nichts  Neues  dar,  sondern  dient  nur  zur  Bestätigung 
des  allgemeinen  Satzes  (12.)  pg.  173. 

Die  beiden  in  (3.)  unter  den  Summenzeichen  stehenden  Ausdrücke 
sind  der  Art  beschaffen,  dass  der  eine  in  den  andern  übergeht  durch 

A^ 
Vertauschung  von  q  mit  — ;  so  dass  man  also  zu  folgenden  Formeln 

gelangt: 

(5.)  m,-j-m.^    ^nd    iU^\  =  fiUa)^.-, 

von  denen  z.  B.  die  erste,  in  Worten  ausgedrückt,  folgendermassen 
lauten  würde:   Der   mit  dem  Argument  q   behaftete  Ausdruck   Ua  ist, 

abgesehen  vom  Factor  — ,  identisch  mit  demjenigen  Werthe,  den  der 

A' 
Ausdruck  Ui  annimmt,  sobald  man  in  ihm  das  Argument  q  durch      - 

ersetzt. 

I)ie  Formeln   (5.)    zeigen   also,   wie   man  z.  B.,  falls  das  innere 

Potential  heJcannt  ist^  hieraus,  mittelst  einer  einfachen  Substitution,  das 

äussere  Fotential  zu  finden  vermag.     Und  es  sind  daher  diese  Formeln 

(5.)  von  ganz  besonderer  Wichtiglceit. 
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Dabei  sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Zwei  Punkte,  die  auf  demselben 
vom  Kugelcentrum  ausgehenden  Strahle  liegen,  und  deren  Ceutral- 
ubstände  den  Kugelradius  zum  geometrischen  Mittel  haben,  heissen  zu 
einander  conjmjirte  Punkte.  Sind  also  a  und  i  zwei  derartige  Punkte, 
ferner  Qa  und  p,  ihre  Centralabstände,  so  ist  p„(),  =  A^.  Bringt  man 
nun  die  Formeln  (3.)  auf  diese  beiden  Punkte  in  Anwendung,  indem 
man  dieselben  gleichzeitig  noch  mit  |/p„  und  ]/(>/  multiplicirt,  sd 
erhält  mau: 

Uc  Vq,  =  i^AVi.     J  5^-j  (^)"  Y,  {iL,  q,)  . 

Hieraus  aber  folgt,  weil  q^Qi  =  A.-  ist,  sofort: 
(6.)  UaYou-UiV^i. 

Und  diese  Formel  zeigt  von  Neuem  den  engen  Zusammenhang,  der  sivischcn 
dem  äussern  und  innern  Fotejitial  stattfindet  Sie  zeigt  nämlich,  wie 
man,  falls  der  Werth  von  U  in  irgend  einem  innern  Punkte  i  bekannt 
ist,  hieraus  sofort  den  Werth  von  f^in  dem  conjugirten  äussern  Punkte  a 
abzuleiten  vermag. 

Lässt  man  in  der  ziveiten  Formel  (3.j  das  q  zu  Null  herabsinken, 
so  ergiebt  sich: 

also  mit  Rücksicht  auf  (2.): 

(7.)  (K\.o  =  i- 

Also  der  Satz:  Wie  heschaffen  die  auf  der  Kugelfläche  ausgebreitete  elek- 
trische Belegung  auch  sein  mag,  stets  wird  ihr  Potential  auf  den  Mittel- 
punlU  gleich  sein  der  Gesammtmasse  der  Belegung^  dieselbe  noch  dividirf 
durch  den  Kugclradius. 

Noch  weitere  Resultate  sind  aus  den  Formeln  (3.)  ableitbar. 
DiflFerentiirt  man  nämlich  dieselben  nach  q,  und  lässt  man  sodann  die 
sollicitirten  Punkte  ((>,  ^,  q))  auf  die  Kugelflüche  fallen,  also  q  in  A 
übergehen,  so  erhält  man: 

WtT  * 
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Hieraus  folgt  durch  Siibtraction,  uud  mit  Rücksicht  auf  (1.): 
WW^       TU; 

eine  Formel,  die  allerdings  nichts  Neues  bietet,  vielmehr  nur  als  eine 
Bestätigung  des  allgemeinen  Satzes  (11.)  pg.  171  anzusehen  ist.  Anderer- 
seits aber  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (8.)  durch  Addition,  und 
mit  Rücksicht  auf  (4.): 

dir    ,   FÜ,  U 

Schliesslich  folgt  aus  (9.)  und  (10.)  durch  Addition,  respective  Sub- 
traction: 


47C8  ^  +  --  +  2 


CQ 


§  2. 

Betrachtung  des  besondern  Falles,  dass  die  Belegung  der  Kugel- 
fläche   symmetrisch   ist   in  Bezug  auf  einen  Durchmesser  derselben. 

Ist  die  Belegung  der  Kugelfläche  symmetriscli  in  Bezug  auf  einen 
Durchmesser,  z.  B.  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Polarcoordinatensystems, 
so  wird  die  Dichtigkeit  s  der  Belegung  nur  noch  eine  Function  von  jt 
sein,  also  [Satz  (8.)  pg.  85]  entwickelbar  sein  nach  den  P„(u): 

(12.)  s=2HnT,{ii), 

wo  die  H's  Constanten  sind.  Diese  Formel  (12.)  steht  parallel  der 
früheren  Formel  (1.).  Alle  früheren  Sätze  und  Gleichungen  sind  daher 
auf  den  gegenwärtigen  Fall  einfach  dadurch  übertragbar,  dass  man 
Yn  ([i,  (p)  mit  Un  Pn  ((i)  vertauscht.  Demgemäss  ergiebt  sich  z.  B, 
aus  (3,): 

(,3.)  j;,_i^jH,^(f  )>,(.), 

(14.)  U,=4xA    :SH„^^{\)"PJii); 

und  aus  der  letzten  Formel  ergiebt  sich,  falls  man  daselbst  ^  ==  -\-  \ 
oder  =  —  1  macht  [unter  Rücksicht  auf  (i;.),  (??.)  pg.  32]: 
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Bezeichnet  man  aber  in  diesen  beiden  Formeln  (15.),  (IG.)  die  rechte 
Seite  der  eineii  mit  /(()),  so  ist  ofienbar  die  rechte  Seite  der  andern 
= /'( — p);  so  dass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Erster  Satz.  —  Ist  die  Belegung  einer  Kugel  symmetrisch  in  Bezu(j 
auf  eine  durch  das  Centrum  gehende  Axe,  und  denlä  man  sich  das  innere 
Potential  diesem'  Belegung  für  alle  PunJäe  der  positiven  Axe  gegeben 
=  fiß),  so  ivird  dasselbe  für  die  Bmikte  der  negativen  Axe  ebenfalls 
beJcannt,  nämlich  =  f{ —  q)  sein. 

Aber  es  ergeben  sich  aus  der  Kenntniss  von  /"(p)  noch  viel  weiter 
gehende  Consequenzen.  Denkt  mau  sich  nämlich  die  gegebene  Function 
f(Q),    welche   den    Werth    von    {U,) ^^.^   repräseutirt,    nach  Potenzen 

von  Q  entwickelt: 

(17.)         (c^0,=+,  =  /■(?)  =  ^0  +  ^^1?  +  i^W  +  '■-, 

so  folgt  durch  Vergieichung  dieser  Entwicklung  mit  (15.): 

(18-)  ^'""-i-j^^'r^- 

Die  Kenntniss  von  /"((>)  liefert  also  die  Kenntniss  der  K's,  und  sodann 
auch  die  der  H's,  also  nach  (12.),  auch  die  Kenntniss  von  s.  Also 
der  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  Ist  die  Belegung  einer  Kugel  symmetrisch  in  Bezug 
auf  eine  durch  das  Centrum  gehende  Axe,  und  denJct  man  sich  das  innere 
Potential  dieser  Belegung  für  die  Punlcte  der  itositiven  Axe  gegeben 
=  /(()),  so  wird  diese  Kenntniss  von  f{ß)  bereits  ausreicliend  sein  zur 
Bestimmung  der  Dichtigkeit  der  Belegung,  mithin  attch  zur  Bestimmung 
des  von  da'  Belegung  auf  alle  inncrn  und  äussern  PunJcte  ausgeübten 
Potentials. 

Wir  bringen  diesen  merkwürdigen  Satz  auf  ein  einfaches  Beispiel 
in  Anwendung.     Es  sei  gegeben: 

(«•)       ( «;),=+.  --=  ö-hr, .  «i-  i-  =  i  ^  ( " )" «-" , 

wo  Cf  D  gegebene  Constanten  sind.     Alsdann  ist  nach  (17.): 

also  nach  (18.): 

„    _  '2n  +  1   fDAy 
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also  nach  (12.),  (13.),  (14.): 

'  =  T,eii(2"+o(5^ri'.f.), 

Diese   drei  Reihen   sind    übrigens   leicht  summirbar.     So  hat  z.  B.  die 
letzte  den  Wertli  [vgl.  (IG.)  pg.  34J: 

1 


(r-)  u^  = 


yC^-\-l)'Q^  -  2CDq(i 


§  3. 
Anwendung  auf  die  Frage  nach  der  elektrischen  Vertheilung. 

Eine  isolirte*)  und  mit  der  elektrischen  Ladung  A  versehene  Metall- 
kugel vom  Radkis  Ä  sei  der  Einwirkung  irgend  welcher  äusserer  elek- 
trischer Massenpunkte  3Ii(A^,  fii,  qpj),  Ji2(A2,  ^2>9^2)>  •  •  •  Mn(Anj(iH,<Pn) 
ausgesetzt.  Es  soll  die  Dichtigkeit  s  der  unter  so  bewandten  Um- 
ständen auf  der  Kugeloberfläche  entstehenden  elektrischen  Belegung, 
sowie  auch  das  Potential  U  dieser  Belegung  auf  äussere  und  innere 
Punkte  näher  bestimmt  werden. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  bemerken  wir  zuvorderst  [vgl.  den 
Satz  p.  158],  dass  das  elektrische  Gesammtpotential  für  alle  Punkte 
i{Q,  fi,  (f)  innerhalb  der  Kugel  constant  sein  muss,  dass  also  die  Formel 
stattfinden  muss: 

(19.)  Ui  +  2  '  =  Const.  =  G, 

/,=i    y^;/  +  Q-  -  2^^9  cosy^ 

wo  yh  die  Neigung  der  Richtung  (^,  cp)  gegen  (ji/,,  9)/,)  vorstellt.  Lassen 
wir  nun  den  sollicitirten  Punkt  i(Q,(i,(p)  in  das  Centrum  der  Kugel 
hineinfallen,  also  q  =  0  werden,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (7.): 

(19a.)  ^  +  ^X-  =  ^- 

Substituiren  wir  aber  diesen  Werth  von  G  in  (19.),  so  ergiebt  sich: 

(20.)         U,  =  (-^-  +  2  Tai)  ~  ^  1/17+-,.— -21:7^^ • 
Nachdem  in  solcher  Weise  das  innere  Potential  U,-  der  Belegung  voll- 


*)  Nur,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  betrachten  wir  eine  isolirte  Kugel. 
Der  Uebergang  zum  Fall  der  abgeleiteten  Kugel  ergiebt  sich  leicht.  Vgl.  die 
Bemerkung  pg.  285. 
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stäiiclig  berechnet  ist,  köunten  wir  nuu  hieraus,  mittelst  der  zweiten 
Formel  in  (ll.)j  sofort  die  Dichtigkeit  £  der  Belegung  finden.  Ohne 
uns  aber  hierauf  weiter  einzulassen,  wollen  wir  sogleich  übergehen  zum 
äussern  Potential  Ua  der  betrachteten  Belegung.  Dieses  ist  aus  Ui  (20.) 
ableitbar  mittelst  des  allgemeinen  Satzes  (5.),  und  hat  daher,  wie  sich 
leicht  ergiebt,  den  Werth:  ^ 

(21.)      u.  =  ^- — -^'--2 


v^^-m--m--'' 


Die  hier  im  Nenner  stehende  Wurzelgrösse  repräsentirt  offenbar  die 
Entfernung   des   sollicitirten  Punktes   {q,  ^,(p)   von   demjenigen   festen 

Punkte(-^,  fik,  cph),   welcher  zum   Punkte  Mh{Ah,  ^h,  <Ph)  in  Bezug 

auf  die  Kugeloberfläche  conjugirt  ist.  Demgemäss  enthält  die  Formel 
(21.)  folgenden  Satz: 

Erstes  Theorem.  —  Betrachtet  man  die  auf  einer  isolirten  Metall- 
Imgel  durch  irgend  welche  äusseren  eleldrischen  Massenpunläe  M^,  M.,, . . .  M„ 
inducirte  Belegung,  so  ivird  das  Potential  dieser  Belegung  nach  Ätissen 
hin  von  genau  derselben  Beschaffenheit  sein,  als  rührte  es  her  von  gewissen 
innern  elelitrischm  MassenpunJden : 
(22.)  M,  M,,  Mo,  .  .  .  M„, 

von  denmi  der  erste  im  Kugelcentrum  a  gelegen  ist,  ivährend  die  übrigen 
zu  M^,  M.^,  .  .  .  M„  in  Bezug  auf  die  Kugelober fläclie  conjugirt  sind. 
Die  Massen  dieser  Punkte  sind  folgende: 

(23.)  ^" 

Ä3L  AM.  ABI 

Dabei  bezeichnen  A^,  A.^,  .  .  .  A„  die  Centralabstände  der  Punlde  Mi, 
Jfg,  .  .  .  3In,  ferner  A  den  Kugelradius,  und  endlich  A  die  Gesanimt- 
masse  der  betrachteten,  auf  der  Kugeloberfläche  ausgebreiteten  eleJctrischen 
Belegung. 

Bilden  die  Punkte  31^,  M.>,  etc.  zusammengenommen  eine  Kugel- 
fläche, so  bilden  die  conjugirten  Punkte  Mj,  M2,  etc.  ebenfalls  eine 
Kugelfläche*).  Diese  beiden  Kugelflächen  —  sie  mögen  M  und  M 
heissen  —  liegen  der  Art  zu  einander,  dass  die  Spitze  ihres  gemein- 
schaftlichen   Umhüllungskegels    mit    dem    Centrum   a   der  Metallkugel 

*)  Vgl.  die  Erläuteruug  am  Schluss  dieses  Paragraphs. 


Die  Vortheiluug  der  Elektricitiit  auf  zwei  Kugeln.  285 

coiucidirt.     Ueberdies  befindet  sieh  M  innerhalb  der  Metallkugel,  wäh- 
rend M  amserhalh  derselben  liegt.     Also  der  Satz: 

Zweites  Theorem.  —  Betrachtet  man  die  auf  einer  isolirten  Metall- 
laigel durch  eine  äussere  elelcirische  Kuyclfläche  M  induchie  Be- 
legung, so  wird  das  Potential  dieser  Belegung  nach  Aussen  hin  von 


derselben  Beschaffenheit  sein,  als  rührte  es  her  vom  Centrmn  a  der  Metall- 
hugel  und  daneben  von  derjenigen  inner n  Kugelfläche  M,  ivelche  zu  M, 
in  Bezug  auf  die  Metallkugel,  conjugirt  ist.  [Vgl.  die  vorstehende 
Figur.] 

3Iit  andern  Worten:  Die  durch  M  auf  der  gegebenen  Metallkugel 
inducirte  Belegung  ivird,  ivas  ihr  Potential  nach  Aussen  hin  betrifft, 
ersetzbar  sein  durch  a  und  M.  —  Dieser  einfache  Satz  bildet  das  eigent- 
liche Fundament  der  im  nächstfolgenden  Paragraph  anzustellenden 
Betrachtungen. 

Beiläufige  Bemerkinig.  —  Denkt  man  sich  die  betrachtete  Metallkugel 
zur  Erde  abgeleitet,  so  wird  die  Constaute  G  in  (19.)  offenbar  =  0  [Dritter 
Satz  pg.  159].  Folglich  wird  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  (19a.),  also 
nach  (23.)  auch  M  zu  0  werden. 

Die  auf  einer  zur  Erde  abgeleiteten  Metallkugcl  durch  äussere  elek- 
trische Massenpunkte  M^,  M^,  ...  M^  inducirte  Belegung  wird  daher  nach 
Aussen  hin  ein  Potential  besitzen,  tvelchcs  von  derselben  Beschaffenheit  ist, 
als  rührte  es  her  von  den  zu  31^,  M.^,  .  .  .  M^^  conjugirten  Massenpunkten 
AM,  AM.,  AM„ 

Dieser  Satz  ist  für  den  Specialfall  n  =  l  scheu  früher  [am  Schluss  des 
§  11  auf  pg.  186]  mitgetheilt  worden. 

Erläuterung  zu  pg.  284.  —  Zuvörderst  mag  folgender  Satz  bewiesen 
werden :  Ist  in  der  Ebene  ein  Kreis  A  vom  Radius  A  und  Centrum  0,  und 
ausserhalb  dieses  Kreises  irgend  eine  Kreisperipherie  S  gegeben,  und 
construirt  man  zu  jedwedem  Punkte  x  der  Peripherie  S  den  in  Bezug  auf  A 
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coujwjirten  Punkt  | ,  so  werden  diese  Punkte  ^  in  ihrer  Gesammtheit  wiederum 
eine  Kreisiyeripherie  bilden,  und  zicar  eine  Peripherie,  die  innerhalb 
A  liegt. 

Beweis.  —  Man  lege  von  O  ans  dnrch  die  Peripherie  S  eine  beliebige 
Secante  Oxy,  ziehe  überdies  die  beiden  Tangenten  (Je,  Od  und  construire 
zu  c,  d,  X  die  iu  Bezug  auf  A  conjugirten  Punkte  y,  8,  i,.     Alsdann  ist 

{Ox)  (04)  =  {(Je)  (Oy)  =  {Od)  {08)  =  A'; 

woraus  z.   B.  folgt: 

A(04y)  ~  h(Ocx). 

Demgemäss  ist,  was  die    Winkel  anbetrifft: 

{0iy)  =  {0cx), 
oder,  was  dasselbe  ist: 

{0iy)  =  {cxy)  -  {cOx). 


Desgleichen  erhält  man : 

(0|d)  =  {dxrj)  —  {dOx), 
und  sodann  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen: 

(yi*)  =  {cxd)  -  {cOd). 

Lässt  man  nun  die  Secante  Oxy  um  0  sich  drehen,  mithin  den  Punkt  x 
längs  der  gegebenen  Peripherie  S  fortgleiten,  so  wird  der  Winkel  {cxd), 
als  Peripheriewinkel,  constant  bleiben.  Gleiches  gilt  daher,  zufolge  der 
letzten  Formel,  auch  vom  Winkel  {y^S).  Und  hieraus  folgt,  dass  der 
Punkt  4  einen  Kreisbogen  beschreibt.     U.  s.  w. 

Zum  Schhiss.  —  Nachdem  der  angegebene  Satz  in  solcher  Art  bewiesen 
ist,  erkennt  man  sofort,  dass  im  Baume  der  entsprechende  Satz  über  Kugel- 
flächen gelten  wird.  Uiermit  aber  ist  alsdann  die  oben  (pg.  284)  gcmachto 
Behauptung  gerechtfertigt.  Daselbst  ist  übrigens  das  Centrum  von  A  nicht 
mit  O,  sondern  mit  «  bezeichnet. 
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§  4. 
Das  eigentlich  zu  behandelnde  Problem. 

Es  siud  zwei  isolirte  Metallkugeln  mit  den  Centren  a,  h,  den 
Radien  A,  B,  und  der  Centraldistanz  C'>  {A  -\-  B)  gegeben.  Es  sollen 
diejenigen  elektrischen  Belegungen  A  und  B  näher  bestimmt  werden, 
welche  auf  diesen  beiden  Kugeln  entstehen,  sobald  jede  derselben 
elektrisch  geladen  ist. 

Offenbar  kann  man  A  als  die  auf  der  ersten  Kugel  durch  B  indu- 
cirte  Belegung,  und  ebenso  umgekehrt  B  als  die  auf  der  zweiten  Kugel 
durch  A  inducirte  Belegung  ansehen.  Diese  einfache  Vorstellungsweise 
kann,  mittelst  der  im  letzten  Paragraph  erhaltenen  Theoreme,  mannig- 
faltig abgeändert,  und  unsern  eigentlichen  Zwecken  besser  dienstbar 
gemacht  werden.     Wir  können  nämlich  folgendermassen  räsonniren: 

Die  Belegung  A  wird,  weil  sie  als  die  durch  B  inducirte  Belegung 
angesehen  werden  darf,  dem  zweiten  Theorem  pg.  285  sich  subordiniren. 


und  also,  was  ihr  Potential  nach  Aussen  hin  betrifft,  ersetzbar  sein 
durch  das  Centrum  a  und  durch  die  zu  B  (in  Bezug  auf  A)  conjugirte 
Kugelfläche  A^;  was  angedeutet  sein  mag  durch: 

A  =  («,  A,). 

Dieses  Potential  von  A  nach  Aussen  hin  ist  es  aber,  durch  welches 
die  Belegung  B  inducirt  ist.  Und  in  Folge  der  soeben  genannten  Er- 
setzbarkeit kommt  es  also  auf  dasselbe  hinaus,  ob  man  B  wirklich 
durch  A,  oder  aber  durch  a,  Aj  inducirt  sich  vorstellt.  Acceptirt  man 
aber  die  letztere  Vorstellungsweise,  so  ergiebt  sich  aus  dem  ersten  und 
zweiten  Theorem,  dass  die  Belegung  B,  was  ihr  Potential  nach  Aussen 
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betrifft,  ersetzhar  ist  durch  das  Centrum  h  und  durch  die  zu  a,  Ai  (in 
Bezug  auf  B)  cuujugirten  Gebilde  h^ ,  B^ ;  was  augedeutet  werden  mag 
durch: 

Dieses  Potential  von  B  nach  Aussen  hin  ist  es  aber,  durch  welches 
die  Belegung  A  inducirt  ist.  Und  in  Folge  jeuer  Ersetzbarkeit  wird 
es  daher  einerlei  sein,  ob  man  A  wirklich  durch  B,  oder  aber  durch 
&,  &i,  B2  sich  inducirt  vorstellt.  Acceptirt  man  aber  die  letzte  A'^or- 
stellungsweise,  so  ergiebt  sich  aus  dem  ersten  und  zweiten  Theorem,  dass 
die  Belegung  A,  was  ihr  Potential  nach  yiusscn  hin  betrifft,  ersetzhar 
ist  durch  das  Centrum  a  und  durch  die  zu  h,  h^,  B^  (in  Bezug  auf  A) 
conjugirten  Gebilde  a^,  a^,  A.,;  was  angedeutet  werden  kann  durch: 

A  ^  («,  «1,  «2,  A3). 

Wenn  man  dieses  Räsonnement  weiter  und  weiter  fortsetzt,  so 
findet  man,  dass  das  Potential  von  A  nach  Aussen  hin  der  Art  ist,  als 
rührte  es  her  von  (w  -|-  1)  innerhalb  A  gelegenen  Massenpunkten  a, 
«1,  «2;  •  •  •  ««  und  daneben  von  einer  ebenfalls  innerlwlb  A  gelegenen 
kleinen  Kugelfläche  A„-f  1.  All'  jene  {n  +  1)  Punkte,  und  ebenso  auch 
der  Mittelpunkt  von  An+i  befinden  sich  auf  der  Centrallinie  aJ).  Denkt 
man  sich  die  Zahl  n  unendlich  gross,  so  geht  die  KugelHäche  A„-|.i 
in  einen  Punkt  über;  so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Das  Potential  von  A  nach  Aussen  hin  ist  von  solcher  Art,  als 
rührte  es  her  von  unendlich  vielen  auf  der  Centrallinie  ah  hefmdlichen 
Massenpunkten : 

(P-)  « ;       «1  ;       «2  J       «3  >       «4  >       ; 

die  von  a  aus,  in  der  Richtung  ah,  auf  einander  folgen,  dabei  aber  durch- 
weg innerhalb  der  Kugel/lache  A  liegen. 

Und  ebetiso  tvird  andererseits  das  Potential  von  B  nach  Aussen 
hin  der  Art  sein,  als  rührte  es  her  von  unendlich  vielen  auf  ab  befind- 
licJien  Massenpunliten: 

(Q-)  & ,     h,     K ,     h ,     ^1 .     ; 

die  von  b  aus,  in  der  Riclitnng  ha,  auf  einander  folgen,  dabei  aber 
durchiveg  innerhalb  der  Kugelfläche  B  bleiben.  Markirt  man  also  z.  B. 
auf  ab  innerhalb  der  Kugelfläche  A  einen  Punkt  ^k 


a  p  b.2      bi  b 

und  bezeichnet  man  die  Abstände  der  Punkte  p,  b^,  Jk,  b.^,  etc.  vom 
Centrum  b  mit  6,  a^,  0.^,  6.^,  etc.,  so  wird  das  von  der  Belegung  B 
auf  p  ausgeübte  Potential  Vp  einen  VVerth  haben  von  folgender  Gestalt: 
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(R.)  F„  =  ^+i-^^, 

WO  M,  Ml,  31.2,  3/3,  etc.  die  den  Punkten  h,  h^,  h^,  h^,  etc.  bei- 
zulegenden Massm  vorstellen.  Von  dieser  Formel  ist  weiterhin  Ge- 
braucli  zu  machen. 

Bemerkung.  —  Denkt  man  sich  irgend  welche  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  etc., 
und  zwar  der  Ai-t,  dass  1  und  2  in  Bezug  auf  die  Kugelfläche  A  zu  einander 
conjugirt  sind,  dass  ferner  2  und  3  zu  einander  conjugirt  sind  in  Bezug 
auf  8,  sodann  3  und  4  conjugirt  in  Bezug  auf  A,  u.  s.  f.,  so  kann  man 
solches  etwa  andeuten  durch  das  Schema: 

1  —  (A)  —  2  —  (B)  —  3  —  (A)  —  4  —  (B)  —  5  —  (A)  —  6  —  etc.  etc. , 

wo  A  und  B  alterniren. 

Solches  festgesetzt,  sind  alsdann  die  Punkte  (P.),  (Q.)  folgeudermasseu 
definirt : 

h  —  (A)  —  tti  —  (B)  —  &o  —  (A)  —  a.^  —  (B)  —  b^  —  (A)  —  a,  —  etc.  etc. , 

a  —  (B)  —  &,  —  (A)  -  öj  —  (B)  —  &3  -  (A)  —  a,  -  (B)  —  h,  —  etc,  etc. 

Desgleichen   sind  auch  die  Definitionen  der  Kugelflächen  A^^,   B^^  andeutbar 
durch  die  Schemata: 

B  -  (A)  -  Ai  —  (B)  —  B.,  -  (A)  —  A3  —  (B)  —  B,  —  etc.  etc., 

A  -  (B)  -  Bi  -  (A)  -  A,  -  (B)  —  B3  —  (A)  -  A,  -  etc.  etc. 

Die  Bezeichnungen  sind,    wie  man  sieht,    der  Art  eingerichtet,  dass  alle 
ö^,  A/^  innerhalb  A,    und  andererseits  alle  bf^,  B^^  innerhalb  B  liegen. 


§  5. 

Der    eigentliche  Kern   des  Problemes    besteht   in   der  Berechnung 
zweier  Functionen  f\Q)  und  q)(6).     Aufstellung  einer  Functional- 

gleichung  für  [{q). 

Das  elektrische  Gesammtpotential  muss  für  alle  Punkte  i  inner- 
halb A,  und  ebenso  auch  für  alle  Punkte  j  innerhalb  B  constant  sein 
[Satz  pg.  158].  Bezeichnet  man  also  die  von  A  und  B,  einzeln  ge- 
nommen, herrührenden  Potentiale  mit  U  und  V,  so  müssen  die  For- 
meln stattfinden: 

(1.)  Ui-{-  F,  =  Const.  =  G, 

(2.)  Uj  +  Vj  =  Const.  =  n . 

Dabei  sei  daran  erinnert,  dass  die  Centra  der  beiden  Kugeln  mit  a,  h, 
ihre  Radien  mit  A,  B,  und  ihr  Centralabstand  mit  6'  >  (-4  -|-  B)  be- 
zeichnet worden  sind. 

F.  Meuniauu,  Vorl.  üb.  das  Potential.  19 
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Betrachtet  man  einen  längs  der  Centrallinie  ah  verschiebbaren 
Punkt  2^- 

(3.)  I '- 1 1 

a  2J  0 

so  sind  die  Werthe  von  U  und  V  im  Punkte  p  als  Functionen  von 
Q  =  (^JP)>  oder  auch  als  Functionen  von  6  =  (&j))  anzusehen;  so  dass 
man  also  z.  B.  schreiben  kann: 

(4.)  U,=f{Q)     und     V,  =  <p{6). 

Der  eigentliche  Kern  des  ganzen  Fröblemes  Gesteht  nun  darin,  die 
Function  f^g)  für  p  <  ^,  und  die  Function  (pip)  für  6  <C  B  zu  be- 
rechnen. Denn  kennt  man  z.  B.  die  Werthe  von  f{Q)  für  q  <^  Ä,  so 
wird  mau  sofort  [vgl.  den  zweiten  Satz  pg.  282]  das  von  der  Be- 
legung A  ausgeübte  Potential  U  für  sämmtliche  Raumpunkte,  und 
zugleich  auch  die  Dichtigkeit  dieser  Belegung  anzugeben  im  Stande  seiu. 
Und  Analoges  wird  offenbar  für  V  und  die  Dichtigkeit  von  B  gelten 
mit  Bezug  auf  (pip). 

Um  nun  die  Werthe  von  f^Q)  für  q  <i  A,  d.  i.  innerhalb  A,  wirk- 
lich zu  berechnen,  werden  wir  zuvörderst  für  diese  Werthe  eine  ge- 
wisse Functionalgleichung  aufstellen.  Zu  diesem  Zwecke  markiren  wir 
auf  der  Centrallinie  ab,  und  zwar  innerhalb  A,  irgend  einen  Punkt  p, 
coustruiren  den  zu  ])  in  Bezug  auf  B  conjugirten  Punkt  j9j,  und  sodann 
den  zu  p^  in  Bezug  auf  A  conjugirten  Punkt  2h- 


Bezeichnen  wir  die  beiden  Centralabständc  des  Punktes  ^),  ebenso 
wie  in  (3.),  mit  q,  6,  ferner  die  Centralabstände  des  Punktes  })i  mit 
(), ,  ö,  und  die  von  2h  ^^^  ?2?  ^2}  ^^  ergeben  sich  aus  (1.),  (2.)  und 
aus  dem  Satze  (G.)  pg.  280  folgende  Gleichungen: 
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(«.)  U,  -j-V,  =G,  I    iß.)        V,  V^=  F,,  1/^, 


(?■)  Ur.  +  >;.  =  H,  I    (d.)        U,,  Vq,=JJ,^  y  V2 

Aus  («.),  (/3.)  folgt  durch  Elimination  von  Vp-. 

Hieraus   folgt  weiter,   falls   man  für   Vp^  den  Werth  aus  (y.j  einsetzt: 

oder,  falls  man  jetzt  für   C/^^  den  Werth  aus  (d.)  substituirt: 

(„.)  v,=  6-H]/}+U,:[/^]/i- 

Die   Gleichungen  (f.)   und  (»;.)   sind,   mit   Rücksicht  auf  (4.),   auch   so 
darstellbar: 

(H.)        fXQ)  =  0-11]/}+ f(Q.^  ]/-j  y  ^  ■ 

Diese  letzte  Formel  entspricht  unsern  Wünschen.  Denn  sie  reprä- 
sentirt  eine  Gleichung  zwischen  /{q)  und  f{Q2)}  d.  i.  zwischen  zwei 
Werthen  der  Function  /",  die  beide  innerhalb  A  liegen.  Uebrigeus  können 
wir  dieser  Formel  (H.)  und  der  vorhergehenden  (E.),  indem  wir  für 
'^j  ^if  Qu  Q2  <^i6  aus  den  gegenseitigen  Beziehungen  der  Punkte  2),  ^1 ,  ^2 
sich  ergebenden  Werthe: 


6 

= 

U  - 

-  Q> 

<?i 

= 

B' 

6 

B' 

C  - 

9' 

= 

c- 

-a,= 

{C-^ 

-  B-')  -  Cq 

9i 

G-Q 

Q2 

= 

A 

[HO 

-  B- 

-Q) 
)-  Cq 

substituiren,  auch  folgende  Gestalten  geben: 

(7.)  /r^;  =  G'-^,_^+^^_-^/-(-^^^),      [Q<A\, 

wo  Q  als  Abbreviatur  dient  für : 

(8.)  Q^C^'-B-^; 


19^ 
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so  dass  also  dieses  Q  das  Quadrat  der  vom  Ceutrum  a  aus  au  die 
Kugel  B  gelegten  Tangente  repräsentirt. 

In  dieser  netten  Gestalt  ist  die  letzte  Formel  (7.)  zu  bezeichnen 
als  eine  Fiinctio)ialf/leichnn(/  für  /"((>),  die  gültig  bleibt  für  alle 
Werthe  von  q  zwischen  den  Grenzen  Null  und  Ä.  Auf  Grund  dieser 
Functionalgleichung  werden  wir  /"((>)  im  folgenden  Paragraph  wirklich 
berechnen.  —  Einstweilen  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichung  (6.) 
für  9  =  0,  und  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (7.)  pg.  280,  die  Gestalt 
erhält: 

(9a.)  T  =  ^-  1^ ''(§"), 

und  dass  in  analoger  Weise  sich  oiJenbar  auch  folgende  Gleichung 
ergeben  wird: 

(9b.)  ^-«-^fi€)- 

Dabei  repräsentiren  A  uiid  B  die  Gesammtmassen  der  auf  der  ersten 
und  zweiten  Kugel  ausgebreiteten  elektrischen  Belegungen. 

§  6. 

Berechnung  der  Function  f{Q). 

Für  jedweden  auf  ah  innerhalb  A  gelegenen  Punkt  p  gilt  die 
Gleichung  (1.): 

U,  4-  V,  =  G. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (4.): 

flQ)==G-V,,         [Q<Ä], 

also  mit  Rücksicht  auf  (R.)  pg.  289: 

*     M 
(10.)  f(Q)  =  G-^y:^,     [Q<Ä], 

WO  die  il/„,  6,t  Constanten  vorstellen.     Und  zwar  ist: 
(10  a.)  <?o  =  <'; 

während  alle  übrigen  Constanten  3/„,  a„  unbekannt  sind.  Selbstver- 
ständlich repräsentirt  die  Variable  ö  den  Abstand  des  betrachteten 
Punktes  ])  vom  Centrum  b,  ebenso  wie  q  seinen  Abstand  von  a  vor- 
stellt. Demgemäss  ist  6=C —  q\  so  dass  man  also  die  Formel  (10.) 
auch  so  schreiben  kann: 

'^  M 

in:)  f{9)-G-2  ^c-^_^,    \Q<A\, 
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oder,  falls  man 

(12.)  0-6,,=^     und     31,  =  ~   ^" 

setzt,  auch  so: 

(13.)  f(^)  =  G-^2^^,     [9<A]. 

Es  handelt  sicJi  jetzt  also  darum,  die  imheJcannten  Constanten  a,  ß,  y 
der  Art  zu  bestimmen,  dass  die  Function  /'(p)  der  in  (7.)  aufgestellten 
Functionalgleichung  Genüge  leistet. 

Substituirt  man  für  /"(p)  den  Werth  (13.)  in  jene  Functional- 
gleichung (7.),  so  nimmt  die  rechte  Seite  derselben  die  Gestalt  an: 

^ HB  AB       \^         ^  YniQ  -  ^g)  1 

^'        G-q^Q-Cq    r  +  -f    «JÖ-C79)-ß,^HC-9))' 

d.  i.  folgende  Gestalt: 

fn  r  -L  (^^3  4.  ^^^  _L.  y h^ 

si  93  e^  _l_  G^  +  e^  +  . . . . 

während  ihre  linke  Seite  lauten  wird: 

OB 

Yn 


iv.)  ö  +  ^ 


ßnQ 


Soll  also  jene  Functionalgleichung  erfüllt  werden,  so  müssen  diese 
Ausdrücke  (|.)  und  (?j.)  hinsichtlich  der  Variablen  q  unter  einander 
identisch  werden.  Solches  aber  wird  erreicht,  wenn  man  die  in  (rj.) 
den  Stellenzahlen 

«  =  0 ,     M  =  1 ,     «  ^  2 ,     «  =  3 ,     «  =  4 ,     etc. 

entsprechenden  Glieder  respective  mit  den  Gliedern 

n,  93,  6o,  S,,  e,,       etc. 

des  Ausdruckes  (|.)  zur  Ueberein Stimmung  bringt,  also  dadurch  erreicht, 
dass  man  die  unbekannten  Constanten  a,  ß,  y  folgenden  Relationen 
unterwirft*): 


*)  Was  diese  auf  der  folgenden  Seite  in  (14.)  angegebenen  Relationen  betrifft, 
giebt  sich  aus  denselben  z.  B.:   -^  = 

Po 
a„  =  0;  was  in  Einklang  steht  mit  (10a.). 


so  ergiebt  sich  aus  denselben  z.  B.:    -^  =  C,  d.  i.  nach  (12.):   C — o„  =  C,  d.  i.: 

Po 
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(14.) 


a,  =  C 

/^o=l 

y,  =  -BH 

«!=(> 

ß.-c 

y,  =  ABG 

a,  =  a,Q-ß,A'C 

ß,  =  a,C  -  ß,Ä' 

r->  =  A^Yo 

a,  =  a,Q-ß,Ä'C 

ß,  =  cc,C-ß,Ä' 

Y,  =  ABy, 

a^  =  a.,Q-  ß,Ä'C 

ß,  =  a,C—  ß,A' 

Ti  =  ABy, 

etc.     etc. 

etc.     etc. 

etc.             1 

Hieraus  folgt  sofort: 

y,=-BH,  y,=(AB)G, 

y,  =  -{AB)BU,  y,=-{AByG, 

y,  =  -(AByBII,  y,  =  {ABfG, 

etc.  etc. 

oder,  falls  man  diese  Werthe  der  /s  in  (13.)  substituirt: 

(15.)       /■(,)  =  -  BH  (—L,-  +  ^-  +  ^^  +  .  . .) 

Führt  mau  nun,  um  eine  bessere  Symmetrie  und  Uebersichtliclikeit 
hervorzubringen,  für  die  Constauten  a,  ß  eine  etwas  andere  Bezoich- 
nungsweise  ein,  indem  man  setzt: 

, ,  ^    ^      ^q"=  ^oy     ^2  =^  ^1  >     ^4  ="  ^2 , 
(loa.) 


((■th  =  A/, , 
ß^n  =  B 


Aa*,  . 
B,*,   . 


^0  =   ^OJ       /^2  =  Bl;       ^4  =  B^,       ...       /32A   =  DA, 

und  andererseits: 

«1  ^  A,=-S  «3  =  A,*,  a,  =  A3*,  .  .  .  «2A-1 
^^^^•^  A  =  B.^  /ia  =  B,*,  ^,  =  B3*,  .  .  .  ^2.-1 
so  gewinnt  die  Formel  (15.)  die  Gestalt: 

oder,  noch  einfacher  geschrieben,  folgende  Gestalt: 


(17.) 


fiQ) 


BH2 


{ABT 


-^G2 


{ABT 


n  n'^  0  n  n   "* 

wo  alsdann  unter  Ay*  und  B,,^*  zwei  nene  Constanten  zu  verstehen  sind, 

deren  Werthe  lauten: 

(18.)  A/=l,  B/  =  (). 
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Gleichzeitig  zerfallen  die  für  die  a,  ß  aufgestellten  Relationen  (14.) 
bei  Einführung  der  neuen  Bezeiehnungsweise  (16a.,  b.),  und  unter  Zu- 
ziehung der  Formeln  (18.),  in  folgende  Tabelle  für  die  A,  B: 


(19.) 


und  in  folgende  zweite  Tabelle  für  die  A*,  B* 


Ao  =  C 

Bo 

=  1 

A.  =  \Q- 

B.A'C 

Bi 

=  AoC- 

B,Ä' 

/K,  =  A,Q- 

B.A'C 

B. 

=  /K^C- 

B,^' 

/K,^A,Q- 

B,Ä'C 

B3 

=  A,Ü- 

B.,  A- 

etc. 

etc. 

Ao*  =  1 

Bo*  =  0 

Ax*  =  Ao*^- 

B*A'C 

Bj*  =  A/C  - 

-  Bo*^^ 

A./  =  Ai*(?- 

■  B,*A'C 

B2*  =  A,*C  — 

Bi*^- 

A3"  =  A/(?- 

B,*A^C 

B3*  =  A/C  - 

B*A' 

etc. 

etc. 

(20.) 


Die  Berechnung  der  Function  f^o)  wird  also  vollendet  sein,  sobald 
tvir   die   WertJie   der  in  (17.)  enthaltenen  Constanten  A,  B  und  A*,  B* 
mittelst  dieser   beiden   Tabellen  (19.)  und  (20.)   ivirJcUch  ermittelt  haben 
iverden.     Nun  ist  nach  (19.): 
(«.)     A„  =  A„_ig-B„_i42(.     u^d      B„  =  A„_iC-B„_i^^ 

Aus  der  Formel  links  folgt: 


iß) 


B„  — 1  = 


A'-C 


also  durch  Vertauschung  von  n  mit  {n  -\-  1): 


(/•) 


Bn  = 


A'C 


Substituirt  man  diese  Werthe  (/3.),  (y.)  in  die  Formel  («.)  rechter  Hand, 
so  erhält  mau  nach  gehöriger  Reduction  und  mit  Rücksicht  auf  (8.) 
zur  Bestimmung  der  A's  die  Gleichung: 


(21.) 


A„+i  -  (c^  —  ^2  _  j5'>>)A„  _|_  Anr'K,^,  =  0 


Setzt  mau  hier  A„  =  (0",   so  erhält  man  für  oj  die  quadratische  (Jloi- 
chung: 


(22.) 


-  {C'  —  A'  -  B')(o  +  A'B' 


0, 
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(22a.) 


deren  Wurzeln  «j,  a.,  den  Relationen  entsprechen: 
o,  -|-  w.,  =  C"  —  A'-  —  B-, 

Der  Gleichung  (21.)  geschieht  also  Genüge,  wenn  man 

(23.)  A,.  =  ^,0),"  + A.oj," 

setzt;   woraus   alsdann   für   das   in   (y.)   angegebene  B„  der  Werth   re- 

sultirt: 

(^(a.w,"  +  l^w^")  —  (Ajm/'  +  i  +  i,cü,"  +  0 


B.= 
d.  i.  der  Werth: 
(24.)  B,.= 


Um  die  noch  unbekannten  Coustanten  A^  und  A^  zu  finden,  dienen 
die  Formeln  erster  Zeile  iu  der  Tabelle  (19.),  d.  i.  die  Formeln:  A^  =  C 
und  B(j=  1.  Mit  Rücksicht  auf  diese  ergiebt  sich  nämlich  aus  (23.)  und 
(24.)  für  n  =  0: 

(7  =  Aj  "T  ^2  j 

und  hieraus  folgt,  unter  Rücksichtnahme  auf  (8.)  und  (22a.): 


K 


CO,    00., 


und      L>  = 


Substituirt  man  endlich  diese  Werthe  von  Aj ,  A^  in  die  Formeln  (23.)  und 
(24.),   so   erhält  man,   mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (8.)  und  (22a.): 


(25.) 


A„  = 


B. 


A^{w^  —  CO.)  ' 

{A-  -\-  oj„)co^"  +  ^  -  (^■-  +  (Oi)w,"  +  ^ 


A!^{(ßy     —     «Bj) 

In  analoger  Weise  sind  die  A*,  B*  aus  der  Tabelle  (20.)  bestimm- 
bar. Man  erhält  dabei  offenbar  für  diese  A*,  B*  genau,  diesclhcn 
Werthe,  welche  in  (23.),  (24.)  für  die  A,  B  aufgestellt  sind.  Ein  Unter- 
schied tritt  alsdann  aber  ein  bei  der  Berechnung  von  A^  und  l^'i  vrelche 
hier  zu  erfolgen  hat  auf  Grund  der  in  (20.)  angegebenen  Anfangs- 
formeln: An*  =  1  und  Bq*  =  0.  Man  erhält  in  solcher  Weise  für  die 
A*,  B*  die  Werthe: 


(26.) 


A  '•'•  — 


(^«  +  a,,)cD,«  -  (JL^  +  a,,X 


0(03,"    -   CO,") 


B  *  = 

ü),   —  cn.^ 

Substituirt   man   schliesslich   die  Werthe   (25.),  (26.)   in  (17.),   so 
erhält  man: 
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(27)    f(Q)  =  Gy ■■ (^^)"K  -«»s) 

_^^    y {ÄBf  +  '.{co,  -  CO,) 

Hiermit  ist  die  Berechnung  von  [(q)  vollendet.  Denn  co^  und  co.,  sind 
hehannte  Constanten,  nämlich  nichts  Anderes  als  die  beiden  Wurzeln 
der  cßiudratisshen  Gleichung  (22.). 


§  7. 

Die  schliessliehe  Lösung  des  Problems. 

Das   gesuchte  Potential    U  ist   für   alle   auf  ab   und  innerhalb  A 

gelegenen  Punkte  mit  /"(p)  bezeichnet  worden,  und  besitzt  also  für  all' 

diese  Punkte  den  in  (27.)  angegebenen  Werth,  d.  i.  einen  Werth  von 

der  Form: 

^  1 


wo  die  C/,,  Dh  Constanten  sind,  während  q  den  Abstand  der  betrach- 
teten Punkte  vom  Centrum  a  vorstellt.  Hieraus  aber  folgt,  mittelst 
eines  früheren  Satzes  (y.)  pg.  283,  dass  dieses  Potential  in  jedwedem 
innerhalb  A  gelegeneu  Punkte  (q,  ^,  (p)  den  Werth  hat: 

Beachten  wir  also  die  eigentlichen  Werthe  der  Constauten  Ca,  -D/,,  wie 
sie  in  (27.)  unserem  Blicke  sich  darbieten,  so  erkennen  wir,  dass  das 
Potential  U  in  jedwedem  Punkte  i(p,  fi,  cp)  innerhalb  A  folgender- 
massen  lautet: 

(28.)    TU  =  G^- {ABT{<o,-<o,) 


■  HA2-t=  ■ 

0  f[A*c(«."+i-<+0]H[(4*+».)«."-^'-(4^+»JV+']'e*-2[][]eft 

wo  bei  jeder  Wurzelgrösse  unter  [  ]  [  j  diejenigen  beiden  Ausdrücke  zu 
verstehen  sind,  welche  in  den  beiden  ersten  Gliedern  der  Wurzelgrösse 
in  eckigen  Klammern  sich  vorfinden. 

Noch  ist,  was  die  Formel  (28.)  anbelangt,  zu  bemerken,  dass  für 
jeden  Punkt  i{Q,  ft,  (p)  unter  q  der  Abstand  vom  Centrum  a,  und  unter 
ft  der  Cosinus  desjenigen  Winkels  zu  verstehen  ist,  unter  welchem  dieser 
Abstand  q  gegen  die  Centrallinie  ab  geneigt  ist. 
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Aus  Ui  ergeben  sich  nun  das  Potential  Ua  der  Belegung  A  auf 
äussere  Punkte,  und  ferner  die  Dichtigkeit  «  dieser  Belegung  mittelst 
der  bekannten  Formeln: 

(29.)  UaV^,  =  U,Vii,      [vgl.  (6.)  pg.  280], 

und 


(30.)  4;ra  =  -3^  +  2  -g^  ,      [vgl.  (11.)  pg.  281]. 


Dass  analoge  Formeln  für  das  Potential  V  und  die  Dichtigkeit  t, 
der  Belegung  B  sich  ergeben  werden,  bedarf  kaum  noch  der  Er- 
wähnung. 

Schliesslich  aber  würden  alsdann  noch  die  in  den  beiden  Kugeln 
vorhandenen  constanten  Potentialwerthe  G  und  U  zu  ermitteln  sein. 
Dies  kann,  falls  die  Ladungen  der  beiden  Kugeln,  d.  i.  die  Gesammt- 
massen  A  und  B  ihrer  Belegungen  gegeben  sind,  offenbar  dadurch  er- 
reicht werden,  dass  man  den  für  f(Q)  erhaltenen  Werth  (27.)  und  den 
analogen  Werth  der  Function  q)(6)  in  die  beiden  Gleichungen  (9a.,  b.) 
pg.  292  substituirt,  und  sodann  aus  diesen  beiden  Gleichungen  G  und 
H  berechnet. 

§  8. 
Betrachtung  des  speciellen  Falles,  dass  die  beiden  gegebenen  Kugeln 

einander  berühren. 

In  diesem  Falle  nimmt  die  quadratische  Gleichung  (22.): 

weil  C  =  Ä  -{-  B  wird,  die  Gestalt  an: 

(oj  -  ABy  =  0; 

so  dass  sich  also  ergiebt: 

(a.)  »i  =  «2  =  AB. 

Um  nun  den  unter  so  bewandten  Umständen  in  der  CJestalt  ^  - 

erscheinenden  Ausdruck  (27.)  der  Function  /"(()),  seinem  wahren  Werthe 
nach,  zu  erkennen,  sei  zuvörderst  bemerkt,  dass  jener  Ausdruck  (27. 
folgendermassen  darstellbar  ist: 

iß.)      fiQ)  =  G^:^^^~C^^~+^^  -  ^^2^Jfi--^)Ak,^^,-,.,o.M„  ' 
wo  alsdann  Q„  die  Bedeutung  hat: 


Die  Vertheilung  der   Elektricität  auf  zwei  Kugeln.  299 

Für  eleu  zu  betrachtenden  Specialfall  («.):  Wj  =  co.^  =  AB,  wird  also: 

wodurch  die  Formel  (/3.)  die  Gestalt  erhält: 
(y)  /•((>)  =  G'J'^..,_^,  ,.■,,.,,  -HA  2 


Die  beiden  einander  berührenden  Kugeln  repräsentiren  offenbar 
zusammengenommen  einen^  einzigen  in  sich  zusammenhängenden  Cou- 
ductor.  Mithin  ist  G  =  H,  überdies  G  =  A  -\-  B.  Und  mit  Rücksicht 
hierauf  können  wir  den  Ausdruck  (y.)  auch  so  schreiben: 

^^^^  ^  ^„^  \n{A  +  B){Ä-Q)  +  AB  ~  n{AJrB){A-Q)-^AKA-\.B-Q)  j  ' 
oder  auch  so: 


{A^B){A-^);^A      ,  AB  A{A^B-^) 

\      •    iA-\-B){A-Q)  '''^  iA-\-B){A-Q) 

oder,  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel: 

1 

] =    Ct^  +  Y-^dt, 

auch  so: 

wo  alsdann  y  und  d  die  Bedeutungen  habftn: 

n\  A^  1      Ä         A{A  +  B-q) 


{A  +  B){A-q)      ""'     "       (4  +  £)(A-e) 

Da  nun  \-\-t-\-f-{-t^ -{-•••= t  ist,  so  erhalten  wir  aus  (;«.): 


oder  schliesslich,  indem  wir  für  y,  ö'  ihre  eigentlichen  Werthe  (k.)  ein- 
treten lassen: 

1  Ä  .         .  lin 

1 


('•)  m  =  -,x+w^^ /('  '^"  -  0 O'-"'^^-'")  T 


Desgleichen   wird   sich   für  die  der  andern  Kugel  zugehörige  Function 
g)((?)  der  analoge  Werth  ergeben: 


(2.)  v(«)=  ^^^4;^^?-_^/(r^+«-i)(^M*»°«-".)^ 


i 
^ 
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Nachdem  in  solcher  Weise  die  Functioueu  [(q)  und  (p(6)  bestimmt, 
uud  in  ziemlich  einfacher  und  eleganter  Form  dargestellt  sind,  können 
wir,  auf  Grund  dieser  Functionen,  sofort  z.  B.  die  Gesammtmassen  A 
und  B  der  beiden  Belegungen  angeben.  Zufolge  des  Satzes  (7.)  pg.  28(> 
ist  nämlich: 

uud  ebenso: 


Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (1.),  (2.): 

^         A  +  B  J   \  V   1-i  ' 

'  0 

j(riT^-i)^. 


(3.) 
(4.) 


GAB 
A  +  B 


Um    den    Grad    der    Uebereinstimmung    mit    der    Erfahrung    zu 

zeigen,    theilen    wir    einige   Beobachtungen    von   Coulomb  mit.     Dieser 

bestimmte  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  auf  zwei  Kugeln  verschiedener 

Grösse,  denen  eine  gegebene  Elektricitätsmenge  zuertheilt  war,  und  die 

hierauf  getrennt*)  worden  waren.     Er  maass  also  die  Grössen: 

/-  \  A  ,       3  B 

(O.)  a  =  - — TT      und      ü  =  - — ^;r  • 

Das  Verhältniss  dieser  Grössen  ist  nach  (3.),  (4.): 


(6.) 


A^ 


/(r-^-i)- 


dt 


Nach    dieser   Formel    bereclinete    nun   Poisson   die   den   CoKlomVscheu 
Beobachtungen  entsprechenden  theoretischen  Werthe.     Es  ergab  sich: 


B:Ä 

ß:a 

1  :2 

1  :4 
1:8 

beobachtet 

berechnet 

1,08 
1,30 
1,65 

1,160 
1,316 
1,444 

*)  Es  ist  darunter  die  Auseinauderrückung  der  beiden  Kugeln  bis  zu  dem- 
jenigen Abstände  zu  vcrbtehen,  bei  welchem  sie  nicht  mehr  inducirend  auf  ein- 
auder  einwirken. 
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Die  Uebereinstimmung  ist  bei  der  Schwierigkeit  der  Beobachtung 
eine  vollständig  zufriedenstellende.  Andere  Beobachtungen  Coulomb's 
zeigen,  der  Theorie  gegenüber,  eine  noch  bessere  Uebereinstimmung; 
wie  weiterhin  gezeigt  werden  soll. 

§  9. 
Die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  zwei  einander  berührenden  Kugeln 
für  den  Fall,  dass  der  Radius  der  einen  Kugel  unendlich  klein  wird. 

Das  Verhältniss   —   nähert   sich   mit   abnehmendem  -p  einer  ge- 

wissen  Grenze,  die  Coulomb  nicht  genau  angeben  konnte.  Er  schloss 
aus  seinen  Beobachtungen,  dass  dieselbe  nicht  viel  verschieden  von  2 
sei.  Um  diese  Grenze  theoretisch  angeben  zu  können,  entwickeln  wir 
zuvörderst  den  Ausdruck 


nach  Potenzen  des  Exponenten: 

und  erhalten  also  für  ein  äusserst  kleines  B: 

(7.)  1-^-1=?^, 

und  ebenso: 

(8.)  r^-i  =  -  ^^y  ■ 

Demgemäss   ergiebt  sich  für  das  obere  der  in  (6.)  enthaltenen  beiden 
Integrale  der  Werth: 

(9.)  /0-^-i)t^  =  -4/^?^- 

0  0 

Das  untere  jener  beiden  in  (6.)  enthaltenen  Integrale  kann  zuvörderst, 
auf  Grund  der  identischen  Gleichung: 

A  .  .  ß  /        D  V 

r^+^- 1  =  h  -  t\t'^-^~^  -\-  (t'^^  -  \j 

in  die  Form  versetzt  werden: 

/(r^--i).-'^-<=^+/('^-0.-v 

Entwickelt   mau  jetzt   nach   steigenden  Potenzen  von  B  und  vernach-' 
lässigt  dabei  das  B",  so  ergiebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  (7.): 


A' 

-4- 

B' 

'V^> 

-  L 
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0  0 

Substituirt   mau   aber   diese  Werthe  (9.),  (10.)  iu  (6.),   und  setzt  man     1 
dabei  zur  Abkürzung: 

(11.)  j^^j-y^^^^ 

0 

so  erhält  man: 

ß  _  A' 

cc 

oder,  was  dasselbe  ist: 

also  schliesslich  für  jB  =  0: 

(12.)  1=-^' 

wo  L  die  in  (11.)  angegebene  Bedeutung  hat. 

Entwickelt   man  den  in  L  unter  d(uu  Integralzeichen  befindlichen 
Nenner  nach  Potenzen  von  t,  so  erhält  mau: 

00  1 

L  =  ^  f  i'^logt.iU, 
d.   i.: 

<  =  0 

also,  weil  t  log  t  für  ^  =  0  verschwindet: 

L=-i,,^=-[i+(ir+ar+(ir+...]. 

Dies  in  (12.)  substituirt,  giebt: 

!=>+(ir+a-r+(:r+.-., 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(13.)  1  =  ^=1,64.... 

Wir    sehen    somit,    dass    dieser   Grenzwerth,    gegen    welchen   der 

Quotient  —   für  !>  =  0,    der  Theorie    zufolge,    convergirt,    bedeutend 

kleiner  als  2,  d.  i.  bedeutend  kleiner  als  derjenige  Grenzwerth  ist,  den 
Coulomb  nach  dieser  Richtung  hin  vermuthet  hatte. 
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§  10. 

Ueber  die  elektrische  Dichtigkeit  zweier  einander  berührenden 
Kugeln  an  denjenigen  Stellen,  die  der  Berührungestelle  diametral 

gegenüberliegen. 

Die  Berülirungsstelle  o  der  beiden  Kugeln  ist  offenbar  die  Stelle 
der  Ideinsten  Dichtigkeit  (dieselbe  wird  dort  =  0  sein,  zufolge  des  all- 
gemeinen Satzes  pg,  177).  Andererseits  werden  die  zu  o  diametral 
gegenüberliegenden  Stellen  —  sie  mögen  a^  und  1)^  heissen  —  die 
Stellen  der  grössten  Dichtigkeit  sein.  Um  nun  die  diesen  Punkten  «^ 
und  &i  zugehörigen  Dichtigkeiten  «^  und  ß^  zu  finden,  markire  man 
auf  der  Centralliuie  (resp.  auf  der  Verlängerung  derselben)  zu  beiden 
Seiten  von  a  zwei  Punkte  j  und  i,  beide  innerhalb  A,  und  beide  gleich 
weit  vom  Centrum  a  entfernt: 


Bezeichnet  man  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  beiden  Central- 
abstände  (aj)  und  (ai)  mit  q,  so  Avird  das  Potential  U  im  Punkte  i 
den  Werth  Ui  =  /"(()),  und  folglich  [vgl.  den  ersten  Satz  pg.  282J  im 
Punkte  j  den  Werth  Uj  =  f{ —  q)  besitzeu.  Somit  folgt,  unter  An- 
wendung des  in  (1.)  für  f{^)  gefundenen  Ausdruckes: 

(14.)  ü, = ^j+^^i+^  /  ('"  "^  -  0  if  ^^^^^)  T4^^  • 

Aus  diesem  Werthe  von  üj  ist  aber  die  an  der  Stelle  a^  vor- 
handene Dichtigkeit  «j  ableitbar  mittelst  des  Satzes  (11.)  pg.  281,  d.  i. 
mittelst  der  Formel: 

fu,         du,\ 

Substituirt  man  hier  für  Uj  den  Werth  (14.),  so  ergiebt  sich  nach  ein- 
facher Rechnung: 

(15-)  «."ü^^ä-^t/O'^-OO'^')^ 


dt 
t 


Und  hieraus  ergiebt  sich  ß^  durch  Vertauschung  von  A  mit  B.    Man 
erhält  also: 


(1«)    A  =  Tä^^l^/  ('"'+"  -  00  '''■"')  ^ 


dt 
~t 


304 


Zwölftes  Capitel. 


Die   mittlere  elektrische   Dichtigkeit  u   auf  der  Kugel  A  hat  den 
Werth 

«  =  -4^^-'      [vgl.(5.)pg.  300J, 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (3.)  sich  ergiebt: 


(17.) 


GB 


/( 


f      A  +  H 


dt 


inA{A  -\-  B) 
Nunmehr  folgt  aus  (10.)  und  (17.)  durch  Division: 

f[r  ^'+'^  - 1)  (r  '^)  ^^ 


(18.) 


4.B-{A-\-B) 


/(r^-,)^ 


a    ist    die    mittlere   Dichtigkeit    auf   der  Kugel   A,    und    ß^    die  grösste 

Dichtigkeit  auf  der   Kugel   B.     Der  in   (18.)   berechnete   Quotient  -  - 

kann  daher  bezeichnet  werden  als  das  Verhältniss  der  grösstc/i  Dichtig- 
keit der  einen  Kugel  zur  mittleren  Dichtigkeit  der  andern. 

Folgende  Tabelle  gestattet,  die  betreffenden  Beobachtungen  Coulomb's 
mit  den  nach  der  Formel  (18.)  berechneten  Zahlenwerthen  zu  ver- 
gleichen: 


B 

A 

iL 
a 

1 

beobachtet 

berechnet 

1,27 

1,32 

1 
2 

1,55 

1,83 

1 

4 

2,35 

2,47 

1 

3,18 

3,09 

Hier   ist    die   Uebereinstimmung   durchaus   zufriedenstellend,    falls   wir 
die  Unsicherheit  der  Beobachtungsmethoden  in  Anschlasr  briuopen. 

An  der  Berührungsstelle  der  beiden  Kugeln  muss  die  elektrische 
Dichtigkeit  =  0  sein  [zufolge  des  allgemeinen  Satzes  pg.  177].  Dies 
lässt  sich  ebenfalls  auf  Grund  der  für  /"((»)  und  <p{<i)  gefundenen  For- 
meln  nachweiset):   was  hier  aber  nicht  weiter  ausgeführt  werden  soll. 
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Eine  besonders  schöne  von  Conlomh  angestellte  Beobachtung  ist 
folgende:  Zwei  positive  elektrisirte  Kugeln  A  und  B,  von  denen  A  die 
grössere,  und  B  die  Jdeinere  sein  soll,  mögen,  nachdem  sie  mit  einander 
in  Berührung  gewesen  sind,  von  einander  weiter  und  weiter  entfernt 
werden.  Bezeichnet  man  nun  in  jedem  Augenblicke  dieser  Bewegung 
die  einander  znnäclist  gelegenen  Punkte  der  beiden  Kugeln  mit  a^  und 
?>„,  so  werden  die  in  a^  und  ?>(,  vorhandenen  elektrischen  Dichtigkeiten 
zu  Anfang,  d.  i.  im  Augenblicke  der  Berührung,  =  0  sein.  Sobald 
aber  die  Kugeln  sich  von  einander  zu  entfernen  beginnen,  wird  die 
Dichtigkeit  in  «q  einen  positiven,  die  in  h^  einen  negativen  Werth  an- 
nehmen, wie  solches  die  CoidomU' s,t\\en  Beobachtungen  ergaben.  Denkt 
man  sich  endlich  die  Kugeln  soweit  von  einander  entfernt,  dass  sie 
nicht  mehr  inducirend  auf  einander  wirken,  so  werden  die  Dichtig- 
keiten in  «(,  und  h^  beide  positiv  sein.  Demgemäss  erleidet  also  das 
Vorzeichen  der  in  h^  vorhandenen  Dichtigkeit,  während  der  in  Rede 
stehenden  Bewegung,  einen  Wechsel. 

Mit  andern  Worten:  Die  in  h^^  vorhandene  Dichtigkeit  ist  zu  An- 
fang (im  Augenblicke  der  Berührung)  =0;  sie  wird  sodann,  falls  die 
beiden  Kugeln  von  einander  entfernt  werden,  zuerst  negativ,  sodann 
wieder  0,  und  hierauf  positiv.  Die  Centraldistanz,  für  welche  diese  in 
&y  vorhandene  Dichtigkeit  zum  zweiten  Male  0  wird,  hat  Coidomh  be- 
obachtet. Sie  lässt  sich  theoretisch  berechnen  auf  Grund  der  für  [(q) 
und  fpio)  gefundenen  Formeln;  worauf  indessen  hier  nicht  näher  ein- 
gegangen werden  soll.  Man  vgl.  pg.  13  und  pg.  92  der  schon  citirten 
Po/.sso?i'schen  Abhandlung  vom  Jahre  1812. 

§  11. 
Beiläufige  Betrachtung. 

Durch  den  zweiten  Satz  pg.  282  ist  ein  Verfahren  angegeben, 
mittelst  dessen  man  den  Werth  Ui  aus  fig)  abzuleiten  im  Stande  ist, 
wo  i  einen  helicbigen  Punkt  innerhalb  der  Kugel  A  vorstellt. 

Eine  andere  und  zuweilen  bequemere  Methode  zur  Ableitung  von  Ui 
aus  ((q)  ergiebt  sich  in  folgender  Weise:  Das  Potential  U=  U(x,y,z) 
rührt  von  Massen  her,  die  auf  der  gegebenen  Kugelfläche  A  ausgebi'oitet 
sind,  und  symmetrisch  zur  x-Axe  liegen.  Demgemäss  ward  dieses  Po- 
tential U  =  lj{x,y,z)  dieselbe  Symmetrie  besitzen,  also  in  Wirklichkeit 
nur  von  zu'^ei  Argumenten  x  und  r  abhängen,  wo  r  die  Länge  des  vom 
Punkte  [x,y,z)  auf  die  a;-Axe  gefällten  Perpendikels  vorstellt.  Die 
1  )il}'cr('iitiiilgl('I(liuiig 

F.  Nenm.inn,    Vorl.   üb.  das  rotential.  20 
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welcher  U  Genüge  leistet,  kaflii  daher  einfacher  so  geschrieben  werden: 

^    ''  cx-     '     CT*  r    er 

Denkt  man  sich  nun  die  Function  U{x,  y,  z)  oder  U{x,  r)  nacli  Potenzen 
von  r  entwickelt: 

(/3.)  U{x,  r)  =  X,  +  X,r  +  AV'^  +  •  •  • , 

wo  die  X  nur  noch  von  x  abhängen,  so  ergiebt  sich  zunächst,  indem 

man  r  =  0  setzt: 

(y.)  X,=  Uix,())  =  f{x), 

wo  f(x)  den  Werth  von  U  auf  der  a;-Axe  im  Fusspunkte  des  Perpen- 
dikels r  vorstellt.  Substituirt  man  sodann  die  Entwicklung  (ß.)  in  (a.), 
so  bestimmen  sich  X^,  X^,  X.^,  .  .  .  .  Und- zwar  ergiebt  sich  in  solcher 
Weise,  dass  X^,  X3,  A'r,,  . . .  sämmtlich  =  0  sind,  während  X.^,  X^,  A',.,  . . . 
in  einfacher  Art  durch  A'q  d.  i,  durch  f{x)  [vgl.  (y.)]  sich  ausdrücken. 
iSubstituirt  man  die  so  für  die  X  resultirenden  Werthe  in  (j3.),  so 
erhält  man: 
(d.)  L  {x,  r)  =  fix)  -  -^  -j^  +  j^-^  ^^y  - 

r«  (V'f{x)     , 

-1 


(2  ■  4  ■  6)*      dx'' 

Diese   Reihe  (d.)   aber  ist  summirbar   durch   ein   bestimmtes  Integral. 
Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  (d.): 

2  n 

(£.)  ü{x,  r)-^-^Jf{x+  |/:=n" .  r  cos  ^l) dt , 


wo  unter  f{x  +  ]/ —  1  •  r  cos  ip)  derjenige  Werth  zu  verstehen  ist,  den 
f{x)  annimmt,  sobald  man  daselbst  x  mit  (a; -f- ]/ —  \  '  r  cos  4')  ver- 
tauscht. Dass  die  Formel  (f.)  mit  (d.)  übereinstimmt,  kann  mau  leicht 
dadurch  nachweisen,  dass  man  den  in  (s.)  unter  dem  Integralzeichen 
befindlichen  Ausdruck  [mittelst  des  Taylor'schen  Satzes]  nach  Potenzen 
von  r  cos  ^  entwickelt,  und  sodann  die  Integration  nach  t^  wirklich 
ausführt. 

Die  Uebertragung  des  Resultates  (f.)  auf  den  von  uns  betrachteten 
Fall  liefert  folgenden  Satz: 

Ist  /'{q)  helannt,  .so  ivird  das  Potential  U  in  irgend  einem  heliehir/en 
inner! tfdJ)  A  gelegenen  Fimldc  i{Q,  ^t)  folgenden  11  >r///  lcsil.:c}): 


(«  f^.  =  ^  ./■/((-  +  V-  1  '-^^  cos  ^)  d^,, 
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HO  der  unfer  dem  Intcyralzekhcn  in  dil)  mnUiplicirtc  Ansdnich  dcujcnujcn 
Wcrtli   vorstellt,  udchcn  das  (jcejchcne  /'(q)  annlnuitt,  sohald  man  daselbst 


Q  mi 


it  (q+V-1 


V^^^ß' 


cos  ifj)  vertauscht. 


§  12. 

Ueber   die   Vertheilung   der   Elektricität   auf  zwei  Kugeln,   die    sehr 

weit    von    einander    entfernt,    und    durch   einen   dünnen   Draht   mit 

einander  verbunden  sind. 

Der  Verbindungsdralit  der  beiden  Kugeln  mag  geradlinig  sein,  so 
dass  seine  Länge  also,  falls  man  au  den  bisherigen  Bezeichnungen*) 
festhält,  =  (C  —  A  —  B)  ist.  Denkt  mau  sich  nun  den  aus  den 
beiden  Kugeln  und  diesem  Draht  bestehenden  Condnctor  isolirt,  und 
demselben  eine  gegebene  Elektricitätsmenge  M  mitgetheilt,  und  die- 
jeuigen  Tlieile  von  M,  welche,  nach  Eintritt  des  Gleichgewichtszustandes, 
auf  den  beiden  Kugeln  sich  vorfinden,  mit  A  und  B  bezeichnet,  90  er- 
siebt sich: 


(1.) 


A+  B  +  27tr  J 


-C—ß 

sdx  =  M, 

.1-  =  A 

wo  r  den  Radius  des  Drahtes,  und  a  die  Diclitigkeit  der  auf  der  Draht- 
oberfläche vorhandenen  elektrischen  Beleffuug  vorstellen. 


Bezeichnet  man  ferner  den,  nach  Eintritt  dos  (ileichgowichts, 
innerhalb  des  Conductors  vorhandenen  constanten  Potcntiahvcrth  mit  G, 
so  ist: 

(2.)  IL^V^+W^^G, 

wo   i  jeden   beliebigen  Tunkt  innerhalb   des  Conductors   vorstellt,   und 
wo   Ui,   Vi  und   Wj   die  von  den  beiden  Kugeln  und  dem   Draht  auf  i 


'*)  Es  sollen  iiiimlicli  (wie  bisher)  a,  h  die  Ccvtrn  der  beiden  Kugeln,  ferner 
A,  11  ihre  Mailien,  und  C  ihre  Ctntrahlislanz  vorstellen. 

•20* 
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ansgeübton  Potentiale  repriisentiren.  Versetzt  man  /.  D.  den  Punkt  / 
in  (las  Contnnn  n,  so  wird: 

Zufolge  des  Satzes  (7.)  pg.  280  ist  aber  Ua  =  -,  ■     Und    andererseits 

wird  Vcf  weil  der  Draht  sehr  lang  sein  soll,  denselben  Wertli  liaben, 
als   wäre   die  Elcktricitätsmenge  B   im  Centrum   /;  concentrirt,   niitliiii 

=  y,    sein;  so  dass  also  die  letzte  Formel  die  Gestalt  erhält: 
(2a.)  *.+  B,  +2.,/  ^  =  G, 

x  =  A 

wo  X  d(.'n  Abstand  des  Drahtelementcs  dx  vom  Contrum  a  bezeichnet. 
Lässt  man  ferner  in  (2.)  den  Punkt  /  nach  h  rücken,  so  erhält  man 
in  analoger  Weise: 

(2b.)  ^  +  -B.  +  2;../    '    '^  =  G. 

r  =  A 

Betrachtet  man  nun  den  Radius  r  des  Verbindungsdrahtes  als 
ausserordentlich  Mein,  und  setzt  man  (was  allerdings  noch  des  Beweises 
bedürfen  würde)  voraus,  dass  das  Produkt  rs  alsdann  ebenfalls  ausscr- 
ordmiUch  Idein,  mithin  zu  vernacJdüssir/cn  sei,  so  reduciren  sich  die 
Formeln  (1.),  C2a.),  (2b.)  auf: 

A   +   B   =  M, 

AB  , 

(3.)  X+   C  —  '^' 

AB  ^ 

Mittelst  dieser  drei  Gleichungen  bestimmen  sich  A,  B,  M  iil.s 
Functionen  von  yi,  Ji,  C,  G\  und  zwar  ergiebt  sich: 

A_  _  A{C—  B) 

,    .  M  "     {A-\-B)C—2AB     ' 

^  '^  B  B{C—A) 


M  {A  -\-  B)C—2AIi     ' 

oder,    weil    der    l>ialit    sehr    lang,    mithin    C  srJir   gross   im    Vorglcii  li 
zu  A  und  B  ist: 

(5.) 

"^  A  +  B   ' 
so  dass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Auf  zwei  sehr  iveit  von  einander  entfernten  und  durch  einen  dünnen 
Draht  verhundenen  Kugeln  vertheilt  sich  die  FAeldrieitüt  nicht  im  Ver- 
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Jdiltniss  ihrer  Oberflächen,  sondern  vielmehr  im  Verhältniss  ihrer 
liadien. 

Wir   wollen  jetzt  die  Gleichungen  (3.)  anwenden  auf  irgend  eine 
an    der  Erdoberfläche    aufgestellte  MeUdUciKjel  A,   und  daneben  auf  die 
Erdkugel  selber,  welche  B  heisseu  mag.    Alsdaun  nehmen  jene  Glei- 
chungen (3.)  die  Gestalt  an: 
(f.)  A   +       B       =  M , 

wo  B  den  Erdradius,  und  D  den  Abstand  des  Ceutrums  a  der  Ku<rel 
A  von  der  Erduberjläche  vorstellen.  Da  nun  1>  äusserst  gross  gegen  D 
ist,  so  verwandelt  sich  die  Formel  (h.)  in: 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (f.)  folgt: 

(k.)  -^  =  ^- 

Da  nun  aber  E  sehr  gross  ist,  so  folgt  aus  (k.),  dass 

(1.)  G  nahezu  =  0 

ist,  so  dass  wir  also  zu  folgendem  Resultate  gelangen: 

Wird  eine  elektrisch  geladene  Metcdlkugcl  mit  der  Erde  in  leitende 
Verhindung  gebracht,  so  ivird  der  constante  Potentialiverth  innerhalb  der 
Kugel  nahem  =  0  sein. 

Dieser  Satz  steht  im  Einklang  mit  den  Betrachtungen  auf  pg.  159. 
Auch  ist  derselbe,  w^ie  man  leicht  übersieht,  ausdehnbar  auf  einen 
Conductor  von  beliebiger  Gestalt.  Denn  denkt  man  sich  einen  solchen 
Conductor,  auf  den  überdies  von  Aussen  her  irgend  welche  elektrische 
Massenjninkte  einwirken  mögen,  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung, 
so  wird  der  constante  Potentialwerth  innerhalb  des  Conductors  iden- 
tisch sein  mit  demjenigen  Werthe,  den  das  Potential  im  Mittelpunkte 
der  Erde  hat.  Letzterer  aber  wird  dadurch  erhalten  werden,  dass  man 
die  Summe  aller  überhaupt  in  Betracht  kommender  elektrischer  Massen 
durch  den  Erdradius  dividirt,  und  wird  daher,  weil  der  Erdradius 
ausserordentlich  gross  ist,  nahezu  =  0  sein. 

Dass  die  Betrachtungen  dieses  letzten  Paragraphs  einigermassen 
unsicher,  und  jedenfalls  nur  approximcdiv  sind,  liegt  in  der  Natur  der 
Sache,  und  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Entschuldigung. 


JJreizühiiteö  Capitel*). 

Die  KugclfuHctioiieii  zweiler  Art. 

A\  ir  liabi'U  in  den  vorliergeheiult.'u  Capiteln  diu  rrobleiiie  der 
elektrischen  Vertheilung,  des  stationären  Teniperaturzustandes  und  des 
stationären  elektriselien  Strijmuugsznstandes  mehr  oder  weniger  aus- 
führlich behandelt.  Insbesondere  haben  wir  für  den  Fall  der  Kiujcl 
die  Lösungen  dieser  Probleme  wirklich  hingestellt,  indem  wir  dabei 
Gebrauch  machten  von  derjenigen  Entwicklung,  die  für  die  reciproke 
Entfernung  zweier  Punkte,  unter  Zugrundelegung  der  Polarcoordinalcn, 
schon    früher   (im  dritten  und  vierten  Capitel)  -von  uns  gefunden  war. 

Wollen  wir  also  —  und  dies  ist  das  eigentliche  Ziel  unserer 
weiteren  Betrachtungen  —  die  Lösung  der  genannten  Probleme  für 
das  Ellipsoid,  insbesondere  für  das  Ilotationscllipiioid  unternehmen,  und 
dabei  ein  einigermassen  analoges  Verfahren  einzuschlagen  suchen,  so 
wird  in  erster  Linie  wiederum  nach  einer  Entwicklung  der  reciprokeu 
Entfernung  zweier  Punkte,  aber  für  dot  Fall  zu  trachten  sein,  dass 
die  beiden  Punkte  nicht  durch  ihre  Polarcoordinaten,  sondern  durch 
ihre  clUptischeti  Coordinaten  gegeben  sind. 

Eine  derartige  Entwicklung  ist  im  Jahre  1847  von  F.  Nciimann'**) 
wirklich  gefunden  worden.    Dieselbe  ist  im  Ganzen  von  einfacher  und 


*)  Dieses  Capitel  und  die  leiden  folgenden  Capitel  sind  vom  Herausgeber 
hinzugefügt.  "Wenn  dieselben  aber  auch  den  F.  Neumann'schen  Vorlcsuwjcn  nicht 
unmittelbar  zugehören,  so  sind  sie  doch  als  eine  aus  den  F.  Neumann'schen 
Arbeiten  sich,  ergebende  Vervollständigung  dieser  Vorlesungen  anzusehen.  Es 
beruhen  nämlich  die  in  Rede  stehenden  drei  Capitel  auf  folgenden  Abhandlungen: 
F.  Neumann:  EnUeiclduurj  dir  in  elli]  tischen  Coordinaten  aungedrüclclen  reci- 
prokcn  Entfermmg  zivcier  Funkte  in  eine  litilic,  tcclche  nacli  den  Li i place' sehen  Yimilotis 
fortschreitet;  u>id  AmrenduiKj  dieser  L'eihc  zur  Bestimmung  des  magiutisehen  Zu- 
standes  eines  llotationseUipsoids^  welcher  durch  vertheilende  Kräfte  erregt  ist.  Crclle's 
Journal,  Bd.  37.    1847. 

F.  Neumann:  Beitrüge  zur   Theorie  der  Kugclfunctionen.     Erste  und  zweite 
Abhandlung.     Erschienen  im  Teubner'scheu  Verlag.     1878. 
**)  In  der  schon  citirten  Abhanilliiiig  von   1847. 
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übersielitliclior  CJestalt,  involvirt  aber  nicht  mir  die  Kii«^elfiiiiction  l\{(i), 
öoudeiii  dimebeii  iiuch  eine  gewisse  zweite  Function  (^Kl(^l),  welche 
derselben  J)it}'erential;j;leichung  wie  P„  (jw,)  Genüge  leistet.  Diese  Function 
(Ju(^),  die  sogenannte  Ktt(jclfnnction  siveiter  Art,  welche  von 
F.  Neuniann  durch  die  elegante  Formel 

^''^^)   =    J  U-o' 

—  1 

definirt  worden  ist,  soll  im  gegenwärtigen  Capitel  einer  genaueren 
Betrachtung  unterworfen  werden. 

Dabei  ist  zu  erwähnen,  dass  die  Function  Qn{^),  wenn  auch  in 
coniplicirterer  Gestalt,  schon  vor  F.  Neumann  von  Heine  in  dieses 
Gebiet  von  Untersuchungen  eingeführt  worden  war,  zur  Absolvirung 
einer  verwandten  Aufgabe.  Nachdem  nämlich  das  Problem  des  statio- 
nären Temperaturzustandes  im  Jahre  ISoO  durch  Lanic's  berühmte 
Abhandlungen  für  den  Innenraum  eines  Ellipsoids,  namentlich  eines 
liotationsellipsoids  gelöst  war,  lag  es  nahe,  die  Lösung  dieses  Problems 
auch  für  den  Ausscnraum  des  Rotationsellipsoids  zu  unternehmen.  Und 
hierbei  gelangte  Heine*)  im  Jahre  1843  zu  einer  Reihenentwicklung, 
die  mit  jener  P'unction  Qn{a)  behaftet  ist. 

§  1. 
Einführung  der  Kugelf anction  zweiter  Art   Qn{^)- 

Nach  (in.)  p.  29  ist 

P„  =  PM  =  1 
P^  =  Pjf^a)  =  ,u, 

Hieraus  folgt  durch  Dill'erentiation  nach  ^: 

V'  —   ^^^'  ~  '^ 


lolglicb:  IV-i^/='^4-^' 

*)  Heine:  Ucbtr  cinuje  Auf<jubcn,  icelchc  auf  partielle  lUff'trentiahjleichungcii 
führen.  1843.  Crclle's  Journal,  Bd.  26.  Uebrigens  ist  (was  hier  nicht  weiter  in 
Betracht  kommt)  bei  Aufgaben  ganz  anderer  Art  die  Function  (,/J^)  schon  im 
Jahre  1814  von  Gani^s  (in  .soimr  Mdhtdus  nucu)  zum  Gegenstände  der  Unter- 
suchung gemacht  worden.     Man  vgl.  Ileine's  Handbuch,  erste  Auflage,  pg.  85. 
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also  mit  liückblick  auf  (A.): 

In   analoj^er  Weise  tiiidet  man: 

etc.  etc. , 
mitliin  allgemein: 

Auf  Grund  dieser  einfachen  aUijcmclncn  Formel  (B.)  ergeben  sich,  unter 
llinzufiigung  der  aus  {A.)  entspringenden  Relationen  P^' =  ^  ^""^ 
Fy  ^=  1'q,  folgende  beiden  Tabellen: 

F'  =0  F'  =    IF 

F:-F^=    3P,,  1\'-1\'==    oF,, 

f;-f:=  if,,  f^-f^=  i)F,, 

Fj-F^^UF,,  f:  -F^^nF,. 

Aus  der  Tabelle  linlcs  folgt  durch  Addition: 

(c.)  p;-=iip,  +  7P,  +  aiv 

Desgleichen  folgt  aus  der  Tubelle  reclds: 

(D.)  P/=13P,+  1)7^,+  Ö7',+  1/^,. 

Der  Anblick  dieser  Formeln  (C),  (D.)  führt  aber  sofort  zu  folgender 
allgemeinen  Formel: 

(E  )     P;  =  (2»  -  1)  P„_ ,  +  i2n  -  5)  J^„_3  +  (2«  -  0)  2^,_5  •  •  • 

..•  +  (2A+1)P,, 

wo  A  =  1  oder  =  0  sein  wird,  jenachdeni  die  Zahl  n  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

Dies  vorausgcschield,  gelten  ivir  über  zu  unserm  eigentlichen  Gegen- 
stände, nämlich  zur  gmmiern  Untersuchung  der  FiffcrcntiaIgJeichung  zu-eitcr 
Ordnung: 

(1.)  «(«+u/  +  ;,(n-,.n|^)"=o. 

Eine    particulare  Lösung  dieser  (Jleichung  ist  |vgl.  pg.  34J   dargestellt 
durch  die  Function  /==  P„(ft).    Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  zu-eilc 
particulare   Lösung  derselben  zu  linden. 
^     Zu  diesem  Zwecke  wollen   wir  die  Function  betrachten: 


(2.)  ^=^(^^f_.^ 


a 
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und    untersucliL'ii,    ob    die   coiistuuteii  iJrenzeii  Ä   und  i>    vielleicht   in 
solcher  Weise  bestimmbar  sind,  dass  diese  Function  F  oder  F(ii)  der 
Dillerentialgleicliung  (1.)  Genüge  leistet. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

(3)  U=/_^, 

so  findet,  wie  leicht  zu  verificiren  ist,  die  identische  lileichung  statt: 

Gleichzeitig  geht  alsdann  die  Formel  (2.)  über  in: 

/>' 
F=F(ii)  =  f  Ul\{6)da', 

A 

woraus  folgt: 

.(«+l)F+l;((l-rt|f) 

B 

=/  {«(«  +  i)u  +  l  ((1  -  ^^) If)}  /u«),;.. 

A 

Diese  letzte  Formel  aber  kann,  weil  der  in  der  geschweiften  Klannuer 
enthaltene  Ausdruck,  zufolge  (4.),  bei  einer  Vertauschung  von  ^  mit  6 
niKjcändcrt  bleibt,  aucli  so  geschrieben  werden: 

«f»  +  i)^'+^((i-f'^)|f) 

=  f    {«(»  +^)U+l;  ((1    -    <r=)  1^)}  I\(0)d0, 

A 

oder,  falls  nuin  die  idcntiache  Gleichung"-'): 

(•••)         0  =/  [n{n  +  \)F.{a)  +  .^  ((1  -  a^)  ^^f  ^)}  Uda 

in   Ab/U'''  bringt,  auch  so: 

B 

(5.)   n(n+r)F+{^({l-ry^=f  {-2„- F+(l -o^)^;j ,/«, 

wo  V  die  Bedeutung  hat: 

(5  a.)  F  =  P„  (ö)  . f/  ^„"^  • 


*)  Substituirt  man  in  (1.)  für  /die  Function  P^^{(i)  ,  ao  crliält  niau  olVcnbai- 
eine  Glcichnng,  welche  iJoitiscJt  ist,  und  welclie  identisch  bkiben  wird,  wenn  man 
in  ihr  nachtiä.iflich  den  Buchstaben  ji  durch  irgend  einen  andern  Buchstaben,  z.  15. 
durch  G  ersetzt.  FolgUch  ist  der  in  (li.)  in  der  gescliweiften  Khimmer  enthaltene 
Ausdruck  identisch  =0,  mithin  die  Gleichung  (h.)  selber  eine  identische  Uleichuug. 
—  Q.  c.  d. 


314  ÜiL'izeliutcs  Cupitel. 

Aus  (5.)  folgt  sofort : 

n(n  +l)l'+  ^^  (U  -  ^')  ^.  J  =J    -^-^^ da, 

il.  i. 

n  =  li 

(6.)  n{n  +^)F+l  ((1  -  r)  ;';')  =-  [(1  -  ö^)  ^']       " 

^  ■  n=-A 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  versclnvimlet  aber,  falls  man  A  =  —  l 
imd  13  =  -\-  \  macht.  Somit  erkennen  wir  aus  dieser  let/.ten  Formel, 
dass  die  FuDction  F  der  Differentialgleichung  (1.)  Genüge  leisten  wird, 
sobald  man  den  beiden  Constanten  A,  13  die  soeben  genannten  Werthe 
zuertheilt,  und  gelangen  daher,  indem  wir  die  Function  F{a)  fortan 
mit  Qn(ß)  bezeichnen,  zu  folgendem 
Satz.   —   Die   Dijfcrcidiahjlcichimg 

(7.)  «("+  1) /■+;,.("- Fl  eO  =  ^' 

hesitzt,  ausser  der  parlkidarcn  Lösinvj: 

(8.)  P«(^) 

noch  eine  zivcitc  iHirticidare  Lösitvfj: 

%^  P(a)d6 

(9-)  Q^ii^)=J  ;-_V5 

—  1 
so  dass  also  ihre  vollständi(jc  Lösuiiij  lautet: 

(10.)  AP.(fi)  +  Br/,(^), 

tuo  A  und  B  icdlLUrlieJiC  Constanten  vorstellen. 

Sowohl  7^„(fi)  u'lc  auch  QJii)  pfkyen  als  Kugelfanetionen  he- 
zeichnet  zu  iverden.  Zur  Unterscheidung  wird  alsdann  Pu{^)  eine  Kuycl- 
fnnetion  erster,  hintjeijcn  Qn{^)  (^inc  Kwjelfunction  zweiter  Art  (joianid. 

Die  Formel  (*I)  kann  auch  so  geschrieben  werden : 

/^^P  (u)  -  P„(c)                           ^     P     da 
QJ^)  =  —  -^'--' "ll  d6  +  l\,(u)    / , 

—  1  ^  — 1      '^ 

oder  ;iuch   so: 

(11.)  (iXi^)  =  ^^'«(m)  +  i'Aii)  log  j;  [ti  ^ 

wo   alsdaiHi   HJi-i)  die   Bedeutung  hat: 

ft  —  ff 


7»   P„(|ii)  -  PAc) 
(12.)  li.M  =  -J  ,-a         ^^'- 


Setzt   man    in    dieser   letzten   Formel  die  Zahl  n  der   h'eihe  nach   =  0, 
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1,  2,  o,  etc.,  uiul  beuehtet  mau  dabei  die  in  (,10.j  j>g.  2ü  augegebcnen 
Wertlie  der  Fuiictiüiieii  1\,  P,,  P^,  P^,  etc.,  su  erliült  man: 

—  1  ^ 

i'M = - 1  /' a^)  ^i'^ + 1  /' (;^E^)  ä.  -  -  5,^ + : , 

— 1      '  — 1     ^ 

etc.  etc.  etc. 
Allgemein  ist  nach  (11.)  pg.  oO: 

1\{^)  =  A„  ,a«  +  P„  ,a"-^'  +  a,  fi«-^ h  L„  {i^-,     (/l  =  U,  resp.  =  1). 

kSomit  folgt  aus  (12.): 

B.M  =  -  A.   f  {^)  da  -  B.  f   (f'~lzr)  ■'"  -  "''■ 

—  1  '  —1  ^  r-^ 

Führt  man  aber  hier  die  Integrationen  wirklich  aus,  nachdem  zuvor 
für  die  eingeklammerten  Ausdrücke  die  bekannten  Werthe: 

. .  'j      _ « 


fl.  6 

n  —  2  n- 


=  fi"-^  4-  /u,"-^(?  +  ft"-^(?- ...-}-  ö"-^, 

etc.  etc.  etc. 
.substituirt  worden  sind,  und   beachtet  man  dabei  die  Formeln: 
+1  +1  +1 

J  ada  =  0,  J'  6hJ<5  =  0,  J  6\l6  =  0,     etc.  etc. , 

—1  —1  —1 

so  erhält  man  für  liniß)  einen  W'erth  von  folgender  Gestalt: 

wo  51«,  33,j,  CS,,,  ...  S,i  con.staute  Coefficienten  vorstellen ,  und  A  ^=  0 
Ulier  =  1   ist,  jenachdem   die  Zahl  (u  —  1)  gerade  oder  ungerade  ist. 
Bemerkung.  —  Nach  (13.)  pg.  30  ist 

(«■)  p„(-^)  =  (-irp,(ft). 

Andererseits  folgt  aus  der  soeben  erhaltenen  Formel  (14.): 

(ß-)  Jt;„(^^)  =  (-i)"+^i?„(u). 

Mit  Rück.sicht   auf  diese   beidin  Relationen  (a.)  und  (ß.)  ergicbt   sich  jf-tzt 
aber  aus  (11.)  die  lielation: 
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Wir  selten  aus  (14.),  dass  i?„(.u)  eine  <i(tuzc  rationale  Fnnctioii 
(n  —  1)**"  Grades  ist,  und  zivar  eine  gerade  oder  nnr/eradc  Function, 
jcuaclidcm  die  Zahl  (n  —  1)  gerade  oder  ungerade.  Auch  könnten 
wir  die  in  derselben  enthaltenen  constiinten  Coeflicienten  5I„,  33„,  ete. 
auf  dem  hier  einj^eschlageuen  Wege  leicht  ermitteln.  Oiine  uns  hierauf 
weiter  einzulassen,  wollen  wir  sofort  übergehen  zur  Ableitung  eines 
gewissen  einfachen  Satzes,  der  für  jene  CoefHcienten  gilt,  und  zur  üe- 
rechnuug  derselben  dieneii  kann. 

Zu  diesem  Zweck  sei  zuvörderst  bemerkt,  dass 
(15.)  Q,{po)  =  0 

ist;  wie  sich  solches  aus  der  Formel  (9.)  sofort  ergiebt.  Nun  ist 
nach  (11.): 

(16.)  QJ^C)  =  Ii^{^)  +  PJ^)  log  ^, 

also  z.  13.: 

<?,r,i)  =  P,(ft)  +  P,(a)log^+4, 

oder,  falls  man  für  li-^i^)  "^leii  'ii'^  (l-^O  entspringenden  W'ertli: 
RJß)  =  %^(i,  und  überdies  für  P.(fi)  den  Werth  (10.)  i>g.  1^1)  sub- 
stituirt: 

oder,  falls  man  den   log.  nach  fallenden  Potenzen  von  ^  entwickelt: 
oder,  falls  man  den  ganzen  Ausdruck  nach  Potenzen  von  ,a  ordnet: 

(17.)      Q.J^)  =  «„«  +  ;!,„+;;  +  ^^.  +  X  +  ^  +  ... , 

wo  ß,  ß,  y,  d,  etc.  Zahlen  sind,  auf  deren  ^\'erthe  es  hier  nicht  weiter 
ankommt.  Dieser  Ausdruck  (17.)  soll  nun  aber,  zufolge  der  allgemeinen 
Formel  (15.),  für  /ti  =  c»  verschivindcn.  Und  hieraus  folgt  sofort,  dass 
2(2=  —  3  sein  muss. 

Wir  haben  hier  also  gezeigt,  wie  man,  auf  Grund  der  allgemeinen 
Formel  (15.),  die  in  dem   Ausdruck 

enthaltene  Consfante  51,  zu  bestimmen  vermag.  Tn  analoger  Weise 
wird  man  offenbar,  auf  (irund  jener  Formel,  auch  die  in  dem  Ausdruck 

enthaltenen  Constanten  5(y,  äJy  zu  bestimmen  im  Stande  sein.  U.  s.  w. 
Kurz,  mau  gelangt  zu  folgendem 
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Satz.  —  Die  Function  Pi„(^i)  Irinn  (Irfmirt  wcnlni  als  (Ucjenirjc 
gaii.rc  rationale  Ftinetion  von  ii,  ivclche  zu  der  Function: 

(18.)  P„(^)log^4i 

hinznaddirt   werden  muss,   damit  die  so  entstellende  Summe  für  ju,  ^  oo 
versc]in'i)idct. 

Will  man  tlii;  Function  Iin{^)  in  tvirldich  fertiger  und  7.u<rl('i(li 
einfacher  Gestalt  vor  sich  haben,  so  empfiehlt  es  sich,  dieselbe  nach 
Kugelfunctioncn,  nämlich  nach  den  Functionen  P^,  Pj,  d\,  etc.  zu  ent- 
wickeln. Dass  solches  möglich  ist,  übersieht  man  leicht.  So  z.  B.  ist 
nach  (14.): 

Substituirt  man  aber  hier  die  in  (2.)  jig.  80  angedeuteten  Werthe: 

so  erhält  man : 

P,(fi)  =  APJa)  +  BP,(^i)  +  rPofitt), 
wo  A,  B,  r  bestimmte  Zahlen  sind.  —   Q.  c.  d. 

Analog   mit   dieser   letzten  Formel    wird    offenbar  der  Werth   von 
]l„{^)  folgendermassen  darstellbar  sein: 
(19.j     PJ^)  =  AP„_i(iti)  +  BP._3Ca)  -f  rP„_5Ca)  •  •  •  +  AP;iC(t), 

wo  A  =  0,   resp.  =  1  ist;    und  es  handelt  sich  also  nur  noch  darum, 
die  hier  auftretenden  Constanten  A,  B,  f,   .  . .  A  wirklich  zu  berechnen. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  die  Differentialgleichung  (1.): 
(20.)  iß==n(n-{-l)f-2^r-\-{l-^')f"  =  0. 

Die  beiden  particularen  Lösungen  dieser  Gleichung  sind   [vgl.  den  Satz 

pg.  314]  Pn(^)  und  Qn{^)-    Der  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 

stehende  Ausdruck,  welcher  kurzweg  mit  [/']  bezeichnet  sein  soll,  wird 

daher,  falls  man  in  ihm  die  Function  /"  durch  P„(ft)  oder  durch  Q^Jf^) 

ersetzt,  identisch  verschwinden]   was  angedeutet  werden  kann  durch  die 

Formeln: 

(21.)  [P„(^)]  =  0     und     [Q,M]  =  0. 

Die  letzte  Formel  erhält,  falls  man  \'üy  QJß)  den  Werth  (11.)  einsetzt, 

die  Gestalt: 

lP„(,u)]  +  \PJii)  log  (^  +  1)]  -  fP„(;t)  log  (^  -  Ij]  =  0, 
oder,   falls   man  für  7i„(/w)   den  Werth  (10.)   eintreten  lässt,   folgende 
Gestalt: 
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Mittelst  dieser  Gleichung  (22.),  welche,  ebenso  wie  die  beiden  Gloi- 
clumgon  (21.),  in  Bezug  auf  ft  eine  identische  sein  muss,  wollen  wir 
nun  die  unbekannten  Constanten  A,  B,  f,  .  .  .  A  zu  ermitteln  suchen. 
Um  die  einzelnen  Glieder  der  Gleichung  (22.)  wirklich  zu  bilden, 
benutzen  wir  zuvörderst  die  Gleichung  (4.)  pg.  34.  Dieselbe  lautet, 
falls  man  q  für  n  setzt: 

qOi  +  ^)i'M  -  2^p,;iti)  +  (1  -  .a^)  p;'(ft)  =  0, 

und  kann  daher  auch  so  geschrieljen   werden: 

n{n  +  l)P,Ca)  -  2^P;Ca)  +  ^  -  ^')P,"{^) 

=  {n(n+  l)-q{q-\-i))P,(ß). 

Die    liidce    Seite    dieser    letzten    Gleichung    ist    aber  [vgl.  (20.)]    nichts 
Anderes  als  {l\(ß)].     Somit  folgt: 

[F,(li)\  =  (n(n  +  1)  -  q(q  +  1))  r,(p), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

[P,(li)]  =  {n-q){n  +  q+\)PM' 
Hieraus    ergeben    sich    für   q  =  i^n  —  1),    («  —  3),    (n  —  5),    etc.    die 
Formeln: 

[P„_:(^j]  =  1.2n  P,_ir^), 
(«.)  [Pn-a(ftj]  =  3(2»  -  2)  Pu-,{iL), 

[P,_5Ca)]=5(2,^-4)P„_,,(^), 
etc.  etc. 

Bildet  mau  ferner  den  in  (20.)  definirten  Ausdruck  \f\  für  die 
Function  /"=  7^„(j[a)  log  ((u- -f"  1);  und  berücksichtigt  mau  dabei  die  für 
P„(|u.)  geltende  Diöcrentialgleichung  (4.)  pg.  34,  so  erhält  man  na(  h 
einfacher  Rechnung: 

(ß)  [P„(^)  log  (^  +  1)]  =  -  Pn{i^)  -  (2/t  -  2)P;(,t); 

desgleichen  findet  man: 

(y.)  [P„(^)  log  (^a  -  1)J  =  -  P„{fi)  -  (2^  +  2)  7V(;0- 

Die  identisch  zu  erfüllende  (Jleichung  (22.)  gewinnt  din-ch  Sub- 
stitution der   VVerthe  (a.\  (/3.),  (y.)  die  Gestalt: 

f+4p;(^)  I 

+  1  •2«AP„_i(iiO  +  3(2j?  -  2)BP„_.(ft)  ]  =0^ 

-\-r^{2n  —  4)rPn-r,(ii)  +  - 
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oder,   falls  mau  für  7V(,")  den  Wcrth   (E.)  pg.  312  einsetzt,   folgende 
Gestalt: 

4((2»  -  l)P„-,Cu)  +  (2»  -  5)P„_3Ca) 

+  (2«-9)P„_5(^)  +  -- 
+  1  .2y/AP„_,(.u)  +  3(2«-2)BP„_3(/^) 

+  5(2«-4)rP„.5f.a)  +  . 

Und  hierans  folgt  sofort  [vgl.  die  Zusätze  pg.  00]: 

2«  —  1 


=  0, 


A=- 
B  = 

r  = 


1.2n    ' 

2  m  —  5 

3(2w  —  2)' 

2w  —  9 

5  (2  n  —  4) ' 

etc.  etc. 


Demgemäss    ergiebt    sich    also    aus   (19.)   für  die   Function  P„(fi) 
die  eleofante  Darstellung: 


3.)    B„(,.)=-4(^,-^P„_,(.a)  +  3|L-^^P,_  =  W  +  |i^  P._,W  +  ...). 

die  Reihe  soweit  fortgesetzt  gedacht,  als  die  Indices  der  P's  positiv 
bleiben.  Hieraus  erhält  man  z.  B.  für  die  Functionen  PoCf-);  •^i(i'^)> 
B.Jjl),  Poffi),  unter  Wiederholung  ihrer  schon  in  (13.)  genannten 
Werthe,  folgende  Ausdrücke: 

B^(u)  =  0  =0, 

n,{^)=-3^  =_4(^P,(^)), 

P3  (ft)  =  -  5^^  +  ^  =  -  4  (^-  PM  +  ^  Po(ft))  . 


(24.) 


Dass  diese  beiderlei  Werthe  der  Functionen  unter  einander  idcnfiseh 
sind,  erkennt  man  leicht,  f'iills  man  nur  für  PoC"),  Pi(i>i)j  PgCi"-)  ^^^^ 
Werthe  (10.)  pg.  29  substituirt. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben.  —   Die  durch  die  Formel  (9.) 
deflnirte  Function  Q„(^)  ist  ?w  die  Gestalt  (11.)  versctzhar: 


(25.) 


(2„Ca)  =  P„Ca)  +  P„Cu)  log -^-^  • 


Ihnl  die  hier  auftretende  Function  Iin((i)  ist  eine  (janze  rationale 
Function  von  ^  von  der  Form  (14.),  tvelche  dem  Satze  (18.)  unterliegt, 
mul  u'clehe,   durch  Entwicidnng  nach   den  P/,{}i),    in  dir   hrsonders  ein- 
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faclic  und  clcfjante  Gcsfalt  (23.)  vo'setzt  ivo'äcn  lann.    Beispielsweise  sind 
in  (24.)   die   Woilic  von  7/y(ft),  7?i(.a))  B.^{^)  mid  Il^(}i)  in  vollständig     I 
fertiger  Weise  hingestellt. 

§  2. 
Weiteres  über  die  Function   Qniß)- 
Nach  der  urspriiiiglichon  Definition  (D.)  pg.  314  ist: 

V  P  {o)da 

—  1         '^ 

Bei    Ausführuiif^   dieser   Integration    wird    a   von    —  1    /u    -}-  1    gehen, 

mithin    mod  (?  <  1    bleiben.      Beschränkt    man    sich    also    auf   solche     \ 

Werthe  von  ^,  für  welche 

(2.)  mod  yi>  \ 

ist,    so   wird    mod  ft   bei  Ausführung  jener  Integration  stets  >  mod  ö, 

mithin  nach  steigenden  Potenzen  von  6  entwickelbar  sein: 

II  —  a  ° 

_J_  =  JL  +  ^  +  ^   +    ''    _!.... 
fl  —  ff  fi,     '     ft-  fi'     '     ft^      ' 

Dies  in  (1.)  substituirt,  ergiebt  sich: 

«.w  =  /(^+^  +  F  +  ---)^'"("''''^' 

(1.  i. 

(3.)    «„(,.)  =  /C."(;)'  +  7C/(^)'  +  Av(;)'  +  /c,'(;)'  +  •  ••, 

wo  alsdaini  die  Ä''s  [genau  ebenso  wie  früher  pg.  139]  die  Bedeutungen 
haben: 

(4.)  ^^»=/    (^'•Tni(i)d6. 

—  1 

Diese  K's  sind  aber,  zufolge  des  Satzes  (4.)  pg.  80,  Sl,  durch  wog  =  0, 
ausser  wenn  q  mit  einer  der  Zahlen 

«,     n  -\-  2 ,     n  -{-  A ,     n  -{-  0,     etc.  etc. 

coincidirt.     Somit  reducirt  sich  die  Formel   (3.)  auf: 

Und  diese  letzte  Formel  gewinnt,  falls  man  zur  augenblicklichen  Ab-     | 
kürzung 
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etc.  etc. 
setzt,  folgende  Gestalt: 

('i.)      <u,)  =  iir:  (;^  +  -^  +  -;:..  +  ;;,  +  ■■•)• 

Ji'.s"  Z^feiZ^^  ??oc/i  ühriy,  die  hier  auftretenden  Constanten  zu  bestimmen. 
Zuvörderst  ist  nach  (7.)  pg,  82: 


(7.) 


IC  = 


2«+in^(«) 


TT  (2«  +  1) 

Was  ferner  die  Bestimmung  von  x,  %',  %'\  .  .  .  betrifft,  so  kann  man 
von  dem  Umstände  Gebrauch  machen,  dass  Q„{fi)  der  Diü'erential- 
gleichung  (7.)  pg.  314: 

n{n  +  1)/ -  2^r  +  (1  -  (i')r  =  0 

Genüge  leistet.  Substituirt  man  nämlich  die  Function  Q„(}i),  d.  i.  die 
Reihe  (G.)  in  diese  Gleichung,  so  erhält  man: 


0  + 


(n  +  1)  (n  +  2)    ^ 


f* 


n  +  3 


(      2{2n  +  3)         (w  +  3)  {n  +  4) 


f* 


n+5 


,   /       4(2w  +  5)    ,     {n  +  5)  (n  +  6)\  l  _,  q 


G(2«  +  7)         _(n  +  7)  (m  + 


etc.  etc 


n  +  9 


0 


Da  diese  Gleichung,  abgesehen  von  der  Beschränkung  (2.),  für  heliehigc 
Werthe  der  Variablen  ^  stattfinden  soll,  so  müssen  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  ^  einzeln  =0  sein.  Demgemäss  ergiebt  sich: 

(»  +  1)  {n  +  2) 


(8.) 


2  (2  n  +  3) 

{n  +  3)  in  4-  4) 

4(2«  +  5) 
(n  +  5)  (w  +  6) 
'      6(2w  +  7) 

etc.  etc. 


»«, 


Substituirt  man  schliesslich  die  Werthe  (7.),  (8.)  in  (0.),  so  rrhillt 
man  die  definitive  Formel: 


F.  Neu  mann.  Vorl.  üb.  das  I'otciitial. 
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2"+^n-(';0 


(9.)  ^.(^)  =  „-Tr. :;  ..:+!  + 
+ 


1  ,      (H  +  1)  («  +  2)        1 


n(2«  +  1)   L/^""*"^  2(2n  +  3)        ^1"+* 

(w  +  !)(»  +  2)  (n  +  3)  (»  4-  4)       1 


2.4(2«  +  3)  (2«  +  5)  fi"+^ 

4_  (n  +  1)  (^t  +  2)  (w  +  3)  («  +  4)  (n  +  5)  (n  +  6)       1_  _| -^^  -^^^1 

2.4.6{2n  + 3)(2«+  5)  (2«  + 7)  ^"  +  '  J  ' 

eine  Formel,  die  stets  gültig  sein  wird,  falls  die  Bedingung  (2.):  mod  fi>  1 
erfüllt  bleibt. 

Bemerkung.  —  Wir  können   diese  Gelegenheit  benutzen,   nni  den 
früher  [in  (4.)  pg.  80,  81]  über  die  Integrale 

(a.)  Kl=  f  a''P„{6)d6 

aufgestellten  Satz  zu  vervollständigen.  Damals  nämlich  haben  wir 
gefunden,  dass  das  Integral  K  durchweg  =  0  ist,  ausser  wenn  fj  mit 
einer  der  Zahlen 

(/3.)  n ,     n  -{-  2 ,     n  -\-  4,     n  +  6 ,     etc.  etc. 

coincidirt.  Gegenwärtig  können  wir  hinzufügen,  dass  das  Integral  K 
in  diesen  Ausnahmefällen  folgende  Werthe  besitzt: 

2"+^n-(w) 


K"      = 


r\{2n  +  1) 


(y-) 


^n  +  2_    j^n       {n  +  1)  (^»  +  2) 
Ä„        —  jy„  ■       2.(2« +  3)       ' 

„+.1  ^       „     («  +  1)  (n  +  2)  (w  +  3)  {n  +  4) 
^"  "'  2".4(2w  + 3)  (2«  +  5)  ' 

„+0  ^       „     {n  +  1)  (^  +  2)  {n  +  3)  («  -JT  4)  («  +  5)  («J-  6) 
"  "■  2.4.6(2«  + 3)  (2«  4- 5)  (2«  +  7j         ""  ■ 


etc.  etc. ; 
wie  sich  solches  auf  Grund  der  Formeln  (7.)  und  (5.),  (8.)  fofort  ergiebt. 


§  3. 

Die  derivirten  Functionen  I\,^-'\  QJ^^^   und  die  adjungirten 
Functionen  JPnj,  Qnj- 

Ebenso  wie  wir  [vgl.  ()).)  pg.  70]  von  P„  ausgehend  die  dcrivirtc 
Function  P,p'>  und  die  adjungirte  Function  P„j  eingeführt  haben:  I 

(1.)  P„U)(.)  =  '^^  ,  i'„.(,)  =  (vi  _  z^JF,^J)(z) , 
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ebenso   wollen   wir  von  Q,i  ausgehend   die   entsprechenden   Functionen 
QJ^^  und  Qnj  einführen,  mittelst  der  Formeln: 


(2.)  Qy{z)  =  -^^  Q.j{^)  =  (j/1  -  .^)^-^,W(^). 

Die  Functionen  Pni^)  wnd  QnO^)  genügen  [Satz  pg.  314|  der 
Differentialgleichung: 

(3.)  ,^(,^+l)/•+|^((l_,2)|/)_o. 

Hieraus  aber  folgt  durch  Differentiation  [wie  früher  pg.  35  gezeigt 
ist],  dass  die  derivirten  Functionen  Fjj'>{2)  und  Q,,^^\s)  folgender  Diffe- 
rentialgleichung Genüge  leisten: 

(4.)      {n  -j)  («  +  j  +  l)F-  (2y  +  2)4|^  +  (1  -.^)  ?^  =  0. 

Diese  Gleichung  nimmt,  falls  man  in  ihr  an  Stelle  von  F  eine  etwas 
andere  Function  ^  einführt: 

folgende  Gestalt  an: 

(5.)        „(„+i)g  +  ^A((i_,.)||)__ZS_  =  o. 

Demgemäss  wird  dieser  letzten  Gleichung  Genüge  geleistet  werden  durch 

^  =^ {yi^:^y pj^0)  und  s  =  (]/r^^^"ö„o)(^) 

d.  i.  [vgl.  (1.),  (2.)]  durch 

(6.)  ^  =  Pnj{2)        und        %  =   Qnji^). 

Setzt  man  also  zur  Ahldirzimg 

SO  gelangt  man  zu  dem  Resultate,  dass,  ebenso  ivie  P«(^)  tnid  Qn{z)  die 
leiden  imrticidaren  Lösungen  der  Gleichung 

(8.)  n{n+\)%-\-8.%  =  0 

sind,  ebenso  Pnjiß)  und  Qnj{z)  die  beiden  particularrn  Lösungen  folgcndci' 
Differentialgleichung  repräsentircn : 

(9.)  w(n+  1)^  +  6,5-/(^)5  =  0. 

Ausser  diesen  Differentialgleichungen  ist  für  unsere  weiteren  Unter- 
suchungen noch  von  Wichtigkeit  die  Kenntniss  derjenigen  Special- 
werthe,    welche   die    in  Rede    stcliondeii   Functionen    für  jS'  =  +  1   «lul 
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für  ^  =  00  annehmen.     In  Bezug  liierauf  gilt  folgende  Tabelle,  deren 
Richtigkeit  sofort  erläutert  werden  soll: 


(10.) 


Pn{^) 

j  =  l,2,3,  ■■■  n 

Q>>(ß) 

J=l,2,  3,  •••  00 

2=1 

1 

0 

00 

CX> 

2=-l 

(-    1)" 

0 

00 

00 

Z  =  CX> 

00  (resp.  1) 

cx> 

0 

0 

Erläuterung.  —  Die  Werthe  von  P„(^)  für  ;s  =  +  1  ergeben  sich 
sofort  aus  (^.j,  (7^.)  pg.  32.  Ferner  ergiebt  sich  aus  (10.)  pg.  29,  dass 
für  z  =  00  die  Functionen  F-^{z),  P^i.^),  Pai^),  etc.  durchweg  =  oo 
werden,  dass  hingegen  Pq{2)  beständig  =1  ist,  und  diesen  Werth  1 
also  auch  beibehalten  wird  für  0  =  00.  Demgemäss  ist  in  der  Tabelle 
als  Werth  von  P„(-s')  für  5  =  00  angegeben:  00  (resp.  1). 

Die  unter  der  Voraussetzung:  j=l,2,  3,...«  für  Pnj(^)  aufgeführten 
Werthe  ergeben  sich  sofort  aus  der  Definition  dieser  Function  in  (1.), 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Pniz)  eine  ganze  rationale  Function 
n*^^  Grades  ist. 

Was  ferner  die  Werthe  von  Qn{^)  und  Qnji^)  für  ,?  =  1  betrifft, 
so  ist  nach  (11.)  pg.  314 


QAz)  =  BM  +  P„(0)  log 


z-\-l 


also: 

r^„(0)  =  -P„(^)  log  f^— !)+/-,     wo  f=Pn{z)\og{z-^l)-\-Il„{z) 

Berechnet  man  nun  von  hier  aus,  auf  Grund  der  Formel  (2.),  die 
adjungirten  Functionen  Qn\{2),  Qn-i{p),  etc.,  so  erhält  man: 

Qn{z)      =   -   P„(^)  log  (0   -    1)   +  f, 

Q,a  {z)  =  [fi^'^,  -  p:{z)  log  (^  - 1)  +  /■']  ]/r=^% 

Q..  {z)  =  \J^^  +  4^  -  p:\z)  log  (.  - 1)  +  /"]  (}/i  -.■^)% 

etc.  etc. 

Fasst  man  aber  in  diesen  Formeln  jedesmal  den  Factor  von  P„(^)  ins 
Auge,  so  erkennt  man  sofort,  dass  Qn[z),  Q»^iß)y  Qn^^iz),  etc.  für  z=\ 
zu  00  werden.  Gleiches  ist  offenbar  in  analoger  Weise  für  z  =  —  1 
nachweisbar. 
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Was  endlich  die  Wertlie  von  ^i/„(~>,  Q>,j(2)  für  ^==00  betrifft,  so 
gilt  nach  {[).)  pg-.  322  für  mod  ^  >  1   die  Formel : 

^^  (^)  =  z^r+i  +  7h^  +  ";r+5  +  •  •  ■  > 

(^  t^  Z 

wo  u^4,  J5,  Cj  etc.  Constauten  sind.     Hieraus  folgt  z.  B.: 
(»  +  1)^         («  +  3)Zf         (n  4-  5)C 


^n  +  5 


-«4-1 


in +!)(»  + 2)4  (n  +  3)(»  +  4)J5 


^»  +  3 


^(,M-li»+l)^+...)(^,  _!-,,)=, 


etc.  etc. 


Und    aus    diesen    Formeln    erkennt    man    sofort,    dass    Qniß),    Q,n\{z), 
Qni{ß)j  etc.  für  ^  =  oü  durchweg  zu  0  werden.  —   Q.  e.  d. 

Bemerkung.    —    Wir    können    nachträglich    den    Hauptinhalt    der 
Tabelle  (10.)  in  folgende  kürzere  Tabelle  zusammenfassen: 


(10a.) 


;  =  0,  1,  2,  3,  ...   re 

j  =  0,  1,  2,  3,  . . .  in  inf. 

s  =  -\-  \               endlich 

OC 

s  =  (x>                    4=0 

0 

Und    diese    kürzere    Tabelle    wird    für    unsere    weiteren    Zwecke    aus- 
reicliend  sein. 

Zweite  Bemerkung.  —   Setzt  man  in  den   Formeln   (1.),   (2.)  die 
Zahl  j  =  (»,  so  erhält  man: 

(11.)  P„(o)(^)  =  P„o(^)  =  P.(^)> 

und  ebenso: 

Formeln,  von  denen  häuficr  Gebrauch  zu  machen  ist. 


Vierzehntes  Cai^itel. 

Eiiiführuiig  der  elliptischen  Coordiiiaten. 

Es  handelt  sich  hier  nicht  nur  um  die  Einführung  der  elliptischen 
Coordiniiten,  sondern  namentlich  auch  um  die  Aufgabe,  die  recipruke 
Entfernung  zweier  Punkte,  unter  Anwendung  der  elliptischen  Coordi- 
naten,  in  eine  Reihe  zu  entwickeln.  Diese  Entwicklung  soll  hier  be- 
werkstelligt werden  auf  Grund  der  schon  citirten  F.  Neuniann'acht'n 
Abhandluntr  vom  Jahre  1847*).  —  Dabei  wird  Gebrauch  zu  machen 
sein  von  dem  Umstände,  dass  jene  reciproke  Entfernung  der  Lcqüacc- 
schen  Diffcrentialgleicimng  Genüge  leistet;  und  es  wird  daher  diese  Glei- 
chung auf  elliptische  Coordinaten  zu  transformiren  sein. 

Die  soeben  genannte  Transformation  wird  von  uns  bewerkstelligt 
werden  auf  Grund  eines  sehr  eleganten,  von  Jacobi  aus  der  Variations- 
rechnung hergeleiteten  Satzes**).  Uebrigens  werden  wir  dabei  Ge- 
legenheit nehmen,  diesen  Jacobi'schen  Satz  zu  heivciscn,  und  zwar  ohne 
Hülfe  der  Variationsrechnung,  auf  einem  Wege,  der  sich  au  unsere 
früheren  Betrachtungen  in  einfacher  Weise  anschliesst. 

§  1- 
Die  elliptischen  Coordinaten  p,  ju,  cp. 

Die  Gleichungen: 

X  =  A  cos  d- , 

y  =  B  sin  d-  cos  q) , 

,?  =  B  sin  d-  sin  q) 
repräsontiren  bekanntlich,  falls  A>B  positive  Constanten  sind,  die 
Oberfläche  eines  gestreckten  Botationsellipsoids.  Und  zwar  wird  mau, 
um  sämmtliche  Punkte  dieser  Überfläche,  und  jeden  nur  einmal  zu 
erhalten,  dem  Winkel  d-  den  S^nelraum  0  .  .  .  n,  und  dem  Winkel  tp  den 
Spielraum  0  .  .  .  2ä  zusiiertheilen  Jiahen. 


*)  Vgl.  pg.  310. 

**)  Jacobi:  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  AV  =  0.    Crelle's  Journal. 
Bd.  36.  1848. 
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Die  beiden  Brennpunkte  Ä  und  Ä'  dieses  EUipsoids  liegen  auf 
der  x-Axe  im  Abstände  a  =  YA'-  —  B-  vom  Anfangspunkte  des  Coor- 
dinateusjstems.  Deragemäss  kann  man  die  vorstehenden  Gleichungen, 
indem  man  a  statt  B  einführt,  auch  so  schreiben: 

X  =  IK  cos  ■0-, 

y  =  |/A-  —  a^  sin  9-  cos  q) , 


z  =  ]/A^  —  rt^  sin  ■O-  sin  9 . 

Will  man  die  mit  diesem  Ellipsoid  confocalcii  Ellipsokle  erhalten,  so 
hat  man  Ä^  Ä,  mithin  auch  a  festzuhalten,  und  A  variiren  zu  lassen 
zwischen  a  und  oo.  Dabei  wird  man  für  A  =  «  das  Ideinste  jener 
Ellipsoide,  d.  i.  die  Brennlinie  ÄÄ,  und  für  A  =  oo  das  grösstc  der- 
selben, d.  i.  eine  um  den  Anfangspunkt  mit  unendlich  grossem  Radius 
beschriebene  Kugelfläche  erhalten.  Führt  man  statt  des  Parameters  A 
einen  etwas  andern  Parameter  q  ein,  mittelst  der  Substitution  A  =  ag, 
so  lauten  die  Gleichungen: 

X  ==  ciQ  cos  '§•, 


(1.)  7/  =  a]/p- —  1  sin  O- cos  7? , 

5  =  a  Yq^  —  1  sin  &■  sin  q) . 

Und  diese  Gleichungen  werden  jetzt  alle  Flächen  des  in  Rede  stehen- 
den confocalen  Systems  liefern,  sobald  man  q  variiren  lässt  fleischen  1 
und  oo,  der  Art,  dass  man  für  ()  =  1  die  Brennlinie  ÄA' ,  und  für 
Q  =  oo  jene  unendlich  grosse  Kugelfläche  erhält. 

Mittelst  dieser  Formeln  (1.)  sollen  nun  an  Stelle  der  reclüivinldiyen 
Coordinaten  (x,  y,  £)  die  neuen  Coordinaten  (p,  Q;  95)  oder  (q,  fi,  q))  ein- 
ye führt  iverden,  ivo  ^  {ebenso  wie  früher)  als  Abbreviatur  dient  für  cos  d: 
Um  von  den  Werthen,  welche  q  und  ^  für  die  x-Axe  und  für  die 
y^-Ebene  besitzen,  eine  Vorstellung  zu  erhalten,  diene  das  nachstehende 
Schema,  in  welchem  die  a;-Axe  vertiJcal  nach  oben  yerichtet  ist,  und 
in  welchem  die  auf  dieser  Axe  liegenden  Punkte  A,  Ä  die  beiden 
Brennpunkte  sein  sollen. 

Erläuterung  des  Scliemas.  —  Denkt  man  sich  irgend  eine  jener  Ellip- 
soidflächen  construirt,  deren  Brennpunkte  in  Ä,  Ä  liegen,  so  wird  [ebenso 
wie  früher  bei  der  Kugelfläche]  im  höchsten  Punkte  des  EUipsoids  &  =  0, 
im  Aequator  desselben  ■O'  =  90"  und  im  tiefsten  Punkte  desselben  %■  =  180" 
sein.  Mit  andern  Worten:  Es  wird  an  den  genannten  Stelleu  ft  resp.  =  1, 
=  0  und  =  —  1  sein.  In  solcher  Weise  ergeben  sich  die  in  dem  Schema 
den  drei  starken  Linien  beigesetzten  Werthe  von  fi.  Selbstverständlich  ist 
dabei  unter  der  horizontalen  starken  Linie  die  Aequatorebeue  zu  verstehen. 
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Q  =  1  ...   CO 


^=1 

9  =  1  •  •  •   CO 

Ä-  (9  =  1,  ft  =  l) 


Ä'j{Q  =  l,    ft=-l) 


,1t  =  -1 
9  =  1  ...  CO 


Lässt  man  femer  das  betrachtete  Ellipaoid  von  der  Brennlinie  aus  bis 
zur  unendlich  grossen  KugelHilche  wachsen,  so  wird  dabei  sein  Parameter 
Q  von  1  bis  oo  zunehmen.  In  solcher 
Weise  ergeben  sich  die  in  dem 
Schema  den  drei  stallen  Linien  bei- 
gesetzten Werthe  von  q. 

Was  insbesondere  das  Jdcintite 
Ellipsoid  d.  i.  die  Brennlinie  ÄÄ' 
betritt't,  so  ist  für  dasselbe  q  =  1 
Für  alle  Punkte  (.f,  ij,  z)  die^-er  Brenn- 
linie äA  gelten  also  nach  (1.)  die 
Formeln: 

X  =  a  cos  'S", 

2/  =  0, 

z  =  0. 
Demgemäss  wird  %  im  höchsten 
Punkte  der  Brennlinie  =  0,  und  im 
tiefsten  Punkte  derselben  =  180". 
D.  h.  ju.  wird  in  diesem  Punkte  resp. 
=  -|-  1    und   =  —  1.     Kurz,   es  va- 

riirt  ft  für  die  Punkte  der  Brennlinie  zwischen  —  1  und  -\-  1,  während  q 
für  air  diese  Punkte  constant,  =  1  ist.  So  ergeben  sich  die  im  Schema 
der  Brennlinie  beigesetzten  Werthe  von  q  und  jii. 

Insbesondere  erkennt  man,  dass  der  Brennpunkt  A  die  Coordinaten 
(9  =  1,  fi  =  1),  und  der  Brennpunkt  A'  die  Coordinaten  (^  =  1,  ft  =  —  1) 
besitzt;  wie  ebenfalls  im  Schema  notirt  ist. 

Ebenso  wie  durch  die  Gleichung  q  =  Const.  das  System  der  be- 
trachteten confocalen  Ellipsoid^läclien  dargestellt  ist,  ebenso  wird  offen- 
bar durch  die  Formel  (p  =  Const.  das  System  der  zugehörigen  Mcri- 
dianebeneti  repräsentirt.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Bedeutung  der 
Gleichung  yt,  =  Const.  zu  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke  markire  man 
irgendwo  im  Räume  einen  Punkt  (x,  y,  s)  und  bezeichne  die  Abstände 
desselben  von  den  beiden  Brennpunkten  A  und  Ä  respective  mit  E 
und  E' .  Alsdann  ergiebt  sich  [weil  der  Abstand  der  Punkte  A,  Ä 
vom  Anfangspunkte  mit  a  bezeichnet  ist]: 

E'=={x-af  +  tf-\-z'-, 

E''  =  {x  +  ar-^f  +  z\ 

also,  falls  man  für  x,  y,  z  die  Werthe  (1.)  substituirt: 

W  =  ci^Kq  cos  O-  —  1)-  +  {q'  —  1)  sin'^  ^J , 

E"'  =  a^[{Q  cos  -^  +  l)^  -f  {q~  -  1)  sin-  ^] , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

E-  =  d^(Q  —  cos  %-)'-  =  a-(Q  —  (i)' , 
E'^  ==  d\Q  4-  cos  ^y  =  a\Q  +  fi)-, 


(2.) 
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folglich: 

E'  =  a{Q-\-  ii). 

Und  /wiir  ist  der  U ebergang  von  (2.)  zu  (o.),  auch  wa.s  die  Vorzeichen 

betritt"!,  ein  völlig  eurrecter;  wie  sich  solches  sofort  ergicbt,  falls  man 

nur  beachtet,  dass  q  zwischen  1  •••oo,  andererseits  ^  zwischen  —  1 1-  1 

liegt,  und  dass  also  (p  —  ft)  und  (p  -j-  <li)  stets  positiv  sind.    Aus  (3.) 

folgt  sofort: 

, ,  V  E'  -\-  E  ,  E'  —  E 

so  dass  mau  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Eür  jedivedoi  l\inld  {q,  ^,  qo)  reprüsentiren  q  mal  ,u  die  Summe 
luid  Differenz  der  beiden  JJrennstrahlen,  diese  Summe  oder  Diffe- 
renz noch  dividirt  durch  2  a. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  einerseits,  was  schon  bekannt  war, 
dass  die  Gleichung  q  =  Const.  ein  System  confocaler  Ellipsoide  dar- 
stellt, andererseits  aber  auch,  dass  die  Formel  fi  =  Const.  das  zu- 
gehörige System  confocaler  Hyperholoide  repräseutirt.  Rücksichtlich 
dieser  N'^erhältnisse  ptiegt  mau  p,  ^,  tp  kurzweg  als  elliplische  Coordinaten 
zu  bezeichnen. 

§  2. 

Entwicklung  der  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  einer  dieser  beiden  Punkte  ein  Brennpunkt  ist. 

Auf  einer  gcyehenen  JE llipsoid fläche,  die  nicht  gerade  identisch  mit 
der  Brennlinie  ist,  deren  constanter  Parameter  q  also  >  1  sein  wird, 
markire  mau  irgeud  einen  Punkt  {q,  ^,  cp),  und  bezeichne  den  Abstand 
dieses   Punktes   vom   Brennpunkte   A   mit  E.     Alsdann   ist  uach   (3.): 

j_  _         1 

E  ~  a{Q  —  (i)  ' 

iJieser  mit  den  Constanten  «,  q  und  der  Variablen  ^  behaftete  Aus- 
druck wird,  weil  die  Brennstrahlen  E  jeuer  EUipsoidHäche  durchweg 
von  0  verschieden  sind,  eine  stetige  Function  von  fi  sein,  also,  zufolge 
des  Satzes  (8.)  pg.  85  entwickelbar  sein  uach  den  Pni^)' 

Um  irgend  einen  der  Coefficienten  (7„,  z.  B.  Cr,  zu  erhalten,  mul- 
tiplicirn  man  die  Formel  (5.)  mit  Pr,{^)d^,  und  integrire  über 
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Alsdann    erhillt   man    auf  Uiuml    der   bekannten    Integraleigenschaften 

a     J        Q  —  ß  2-64-1       •'* ' 


—  1 


oder,  falls  man   den  Buchstaben  ^  durch  a  ersetzt: 

^  2  a     J        Q        6     ' 

In  analoger  Weise  erhält  man  oll'enbar  allgemein: 

—  I 
also  mit  Rücksiclit  auf  (*J.)  pg.  314: 

,         2«+  1    1    .    ,  . 

Dies  in  (5.)  substituirt,  ergiebt  sich: 

In  analoger  Weise  gelangt  man,  was  den  vom  andern  Brenn- 
punkte A'  ausgehenden  Breunstrahl  E'  betrittt^  mit  Rücksicht  auf  (o.j 
zu  folgender  Formel: 

('•)     i  =  ^m  =  -:  i  (-  V"  '-t-^  PM '.'..(.). 

Uebrigens  kann  man  diese  Entwicklung  (7.)  leicht  aus  (6.)  dadurch 
ableiten,  dass  man  ^  mit  —  fi  vertauscht,  und  dabei  Rücksicht  nimmt 
auf  die  Relation  (13.)  pg.  30. 

Bei  der  einen  wie  bei  der  andern  Entwicklung  ist  nur  voraus- 
gesetzt, dass  der  Punkt  {q,  ^,  (p)  auf  einer  Ellipsoidfläche  liege,  die 
nicht  gerade  mit  der  Brennliuie  zusammenfällt.  Demijemäss  sind  dir 
Enttvicldmiyen  (6.),  {!.)  <jidti<j  für  jcdtveden  liaunqmnJct  [q,  ^i,  (p),  falls 
nur  ()  >  1   ist, 

Bemerkung.  —  Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es,  den  Ausdruck  -,, 

auch  für  den  Fall  zu  entwickeln,  dass  heide  Endpunkte  von  E  beliebig 
gegeben  sind.  Bezeichnet  man  diese  Punkte  mit  (x,  y,  z)  und  (a;,,  ?/,,  z^, 
ferner  ihre  elliptischen  Coordinaten  mit  {q,  -O-,  (p)  und  (pj,  ■O'^,  qpj),  so 
erhält  man: 

£'^  =  {x'  +  f  +  z'}  +  (.r.--'  +  y;'  +  z,')  -  2{xx,  +  VV.  +  ^^,), 
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also  mit  liüfksicht  aiit"  (1.): 

\q'  cos-  -^  +  (()=^  —  1)  siii-  iy\  I 

E'^  =  li-  \    +  [pi^'  cos-  d-^  -f-  (^i"  —  1)  sin-  i)-j  |  —  2(^(>,  cos -O- cos  i>,  [  , 

-f"  ]/q^  —  1  |/()i^  —  1  sin  d-  sin  d^^  cos  (qp  —  qp,))  j 

t)iler,  was  dasselbe  ist: 

h^  =  a-\  — 

[  — 2(^^i^^i+")/(l  — ()-yi  — ()i-)(l— fi-)(l— ^,-)cos((jp— y,)) 

folglich: 

(g  ^)      «  ^ 1 

^  ,   /  [-  2  H-  (e''  +  pi^*  +  (it-'  +  11,^-)  —  2qq,(iil,  y 

V     \-)l    y'{i   -  q'){1   -   t,/'')(l  -  ,t^)(l   -    (Uj^)  cos  (qp  -  qp,)] 

Um  die  Scliwierigkeiteu  zu  überwinden,  welche  die  Entwicklung  dieses 
ziemlich  complicirten  Ausdruckes  (8.)  mit  sich  bringt^  werden  wir  uns 
der  Laplaccschoi  Difl'crcutkü<jleichung  bedienen.  Zu  diesem  Zwecke 
aber  wird  zuvorderst  die  Transformation  dieser  Laplace'scheu  Ditfe- 
reutialgleichung  auf  elliptische  Coordinaten  erforderlich  sein. 

§  3. 

Transformation  des  Laplaee'schen  DifFerentialausdruckes  auf 
elliptische  Coordinaten. 

Jacobi'scher  Satz.  —  Führt  man  an  Stelle  der  rechtwinlcligen  Coor- 
dinaten X,  y,  3  die  Farameter  a,  ß,  y  dreier  Flächensysteme  ein,  die  zu 
einander  orthogonal  sind,  so  crldilt  man  für  irgend  ein  Linienelement 
ds  eine  Formel  von  folgender  Gestalt: 

(1.)     {dsf  =  {dxf  +  {dyf  +  {dzY  =  A(daf  +  B{dßf  +  C((7y)-, 
tvo  A,  B,  C  bestimmte  Functionen  von  a,  ß,  y  sind. 

Gleichzeitig  wird  alsdann,  falls  f=f(x,y,z)  eine  helieh ig  gegebene 
Function  vorstellt,  der  Laplace'sche  DifferenticdausdrucJc  Af,  durch  Em- 
fidirung  von  a,  ß,  y,  folgende  Gestcdt  annehmen: 

lüo  D  =  YABC  ist. 

So  lautet  ein  wohl  zuerst  von  Jacobi,  im  36.  Bande  des  Crelle- 
schen  Journals,  ausgesprochener  Satz.  Ohne  auf  die  Begründung  dieses 
Satzes  einstweilen  näher  einzugchen*),  wollen  wir  denselben  sofort  in 


^)   Der  JJt'weis   des  Satzes   «oll  späte x-  gegeben  werden  in   §  6   auf  pg.  3-15. 
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Auweudung  bringeu,  und  zwar  zuerst  auf  i'olarcoordiuaten,  später  aut 
elliptische  Coordiuateu. 

Anwendung  auf  Polarcoordinaten.  —  iSetzt  mau 
X  =  r  cos  -O" , 
(3.)  y  =  r  siü  %■  cos  cp , 

S  =  r  siu  ■9'  sin  cp , 

so  sind  r,  -it,  cp  die  Parameter  dreier  Flächensystemc,  die  zu  einander     | 
orthogonal   sind   [vgl.   jig.  23]-,    so   dass   also   der  Jacobi'sclie   Satz   auf 
r,  d;  (p  (an  »Stelle  von  a,  /3,  y)  oline  Weiteres  anwendbar  ist. 

Sind  nun  {x,  y,  s)  und  {x  +  dx,  y  +  dy,  z  -\-  dz)  die  Coordinateu 
irgend  zv^eier  einander  unendlich  naher  Punkte,  und  sind  (r,  ■9-,  (p)  und     i 
(r  -\-  dr,  &■  -j-  dd^,  (p  -|~  <^9')  f^ic  Polarcoordinaten  derselben,    so  gelten 
für  X,  y,  z  die  Formeln  (3.),  während  gleichzeitig  für  dx,  dy,  dz  die 
aus   (3.)   durch  Differentiation   entstehenden  Formeln   zu   notiren    sind: 

dx  =  dr  cos  d-  —  r  sin  Q'dd- , 
(4.)      dy  ==  dr  siu  -9  cos  q>  -\-  r  cos  -9"  cos  q)  d&  —  r  sin  O'  sin  (pd(p , 
dz  =  dr  sin  d-  sin  ^^  +  >'  cos  ■9  sin  qp  (/-i)-  -|-  r  sin  9  cos  gx/g? . 

Hieraus  folgt  durch  Quadraterhebung  und  Addition: 

(5.)     (dsf  =  {dxf  +  (dijf  +  {dzy  =  {dry  +  r^  (f?^)^  +  r^  sin^  ^  ( Jg))'-', 

vs^o  alsdann  ds  das  betreffende  Linienelement,   d.  h.  den  gegenseitigen 
Abstand  jener  beiden  Punkte  vorstellt. 

Diese  Formel  (5.)  entspricht  der  Formel  (l.J.  Ebenso  also  wie 
a,  ß,  y  durch  r,  %■,  q)  vertreten  sind,  ebenso  sind  im  gegenwärtigen 
Falle  A,  B,  C  durch  1,  r^,  r-  sin-  ■9  vertreten.     Es  ist  somit: 

A=l,  B  =  y\  0=r-sin-^,         1)  =  r- sin  ^ , 

-—  =  r"*  sni  -9 ,      -^  =  sin  -9 ,        .,  =    •    o.  • 
A  '        B  '6  sm  d- 

Für  eine  beliebig  gegebene  Function  /"  =  f{x,  y,  z)  ergiebt  sich  daher, 
auf  Grund  des  Satzes  (2.),  die  Formel: 

'         r^  sm 'S- L^r   \  dr  /     '     d&  \  d^/     '     c<p  \sm  9  d(p/j' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

,r•^        .r         ^\o    (.^dn    .        1        c    l  .     ^df\    .        1       d-f~ 
(6.)      A/  =  ^  L^^,  (r^  g-J  +  ^i^  ^  i«^»!  ^  fJ  +  S:^«-^  ä^d  ' 

eine  P^rmel,  die  wir  früher,  in  (7.)  pg.  23,  auf  sehr  viel  mühsamerem 
VVecce  erhalten  haben. 
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Anwendung  auf  elliptische  Coordinaten.  ~  Die  ri'clitwiiikligeu  t'oor- 
tlinaten  x,  y,  z  hängeu  mit  den  elliptischen  Coordinaten  q,  'S-,  (p  zusammen 
durch  die   Formeln  (1.)  pg.  327: 

X  =  aQ  cos  Q-, 
(7.)  y  =  (f'  Vq^  —  i  siu  d-  cos  (p, 


z  =  a  Yq^  —  1  sin  -O'  sin  9) ; 

und  dass  der  Jacobi'sclie  Satz  (1.),  (2.)  auf  diesen  Fall  anwendbar  sei, 
unterliegt  keinem  Zweifel.  Denn  q,  %•,  cp  sind,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Parameter  dreier  Flächensysteme,  die  zu  einander  orthogonal  sind. 
Bildet  man  nun,  auf  Grund  der  Formeln  (7.),  den  Ausdruck: 

(dsy  =  {dxy  +  {dyy-\-{dzy, 

so  erhält  man  durch  elementare  Rechnung: 

(8.)    {dsY  =  «^  [^,^  {dQf  +  (9^  -  ^^)  {d^y  +  {q'-1)  sin^  9  (d^y] , 

wo  (i  =  cos  d:  Ein  Blick  auf  (1.)  zeigt  also,  dass,  ebenso  wie  «,  ß,  y 
durch  (),  %■ ,  (p  vertreten  sind,  ebenso  A^  B,  C,  I)  die  Bedeutungen 
besitzen  werden: 

A  =  a'^^i^,  B  =  a'(Q^  —  ^^) ,       C  ==  ü^q'  —  1)  sin-  -9-, 

D  =  a\Q^  -  (1-)  sind-, 

D  /      >  1  N       •        ^  I>  ex  ^  r   —   fi' 

^=«(r-l)sm^,       _  =  asin^,  -q  =  o,  j^ZTrf^^ ' 

Somit  folgt  aus  (2.): 
A/-=  -^  .      \,   .    ^  [i-  {{q'  -  1)  sin  ^  1^)  +  /^  (sin  ^  ^ 

"T"  g(p  \(9S  —  1)  sin  9    aqo/J  ' 
oder,  was  dasselbe  ist: 

I        r  —  g-' ^  V  "I 

Diese  Formol  aber  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  identische  Gleichung: 

(1-P^){l-I.t^)         i-ft^         i-r 
und  mit  Itücksicht  auf  die  Transformation  pg.  23: 


(9.)      Af=-^—.. 


334  Vierzehntes  Capitel. 

auch   so  darstellbar: 

'    L^/*  ^  ^  ([i/        i  —  ii'  ocp-  _ 

also  unter  Anwendung  der  Abbreviaturen  (7.)  pg.  323  auch  so: 

Die  für  ^.   sich  ergebenden  partiellen  Differentialgleichungen.  — 

Versteht    man    unter    7?    die    gegenseitige    Entfernung    irgend    zweier 
Punkte  {x,  y,  z)   und    {x^,  ^,,  5',)   und   bezeichnet  man   die  elli]>tischen 
Coordinaten  dieser  Punkte  mit  (q,  d;  q))  und  ((),,i^, ,  qp,),  und  setzt  man 
der  Einfachheit  willen: 
(10.) 


9,  =  0 , 


so  ist  nach  (8.)  pg.  331; 


(11.)      i;  = 


Y 


j  —  2  +  (e-  +  P,  -^  +  a-  +  /i,  ^)  -  -»p  p,  ^ft,  I 

[  -  2  1/(1  -  e-)(l  -  Pi')(l  -  f^"-'j(l  -  f^i'i  cos  qp  J 


Dieser  Ausdruck  -^  repräsentirt  offenbar  das  Potential  einer  in  (Q^ ,  jtj,  0) 

concentrirten  Masse  Fins  in  Bezug  auf  den  Punkt  (Q,^i,q)),  und  ent- 
spricht daher  der  Laplace'schen  Differentialgleichuug: 


A  i'=^ 


Ji 


d.  i.  nnch  (9a.)  der  Gleichung: 


1 


(12.)  Ö,  ^  +  C^)  -g^f-  =  ^,  -i;  +  (q)    ,^ 

Beachtet  man  nun,  dass  der  Ausdruck    „   (11.)  in  Bezug  auf  die  vier 

Argumente  p,  Pi,  ji*,  f^i  symmetrisch  ist,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
diese  mit  Bezug  auf  jx,  q  gefundene  Differentialgleichung  (12.)  in  genau 
derselben  Weise  auch  gelten  muss  mit  Bezug  auf  je  zwei  andere  jener 
vier  Argumente.  Demgemäss  ergeben  sich  also  im  Ganzen  folgende 
Formeln: 


(12a.) 
ri2b.) 


^f  7^  +  (/*)  ä^  ^ 


Einführung  der  elliptischen  Coordinaten.  335 

02«-)  =  *,...  i  +  <,ft)  s^.    E 

(12d.)  =  ö,,  A  +  ((,,)  ^  -L  , 

der  Art,  dass  all"   diese  vier  Ausdrücke  einander  gleich  sind. 

§  4. 
Entwicklung  der   reciproken   Entfernung   zweier   beliebig   gegebener 

Punkte. 
Um  für  unsere  Untersuchungen  eine  feste  und  anscliauliche  Basis 
zu  erhalten,  mögen  zwei  Ellipsoidflächen  gegeben  sein  mit  den  Para- 
metern Q  <C  Q^.  Gleichzeitig  mag  auf  der  Ellipsoidfläche  q  ein  Punkt 
{q,  yt,j  (p)  gedacht  werden,  der  längs  dieser  Fläche  in  beliebiger  Be- 
wegung begriffen  ist;  während  andererseits  auf  der  Ellipsoidfläche  (q^) 
ein  völlig  fester  Punkt  ((>i,i^i,0)  markirt  sein  soll.  Die  gegenseitige 
Entfernung  J'j   dieser   beiden   Punkte   wird   alsdann   eine   Function    von 

^,  (p  sein,  welche  niemals  verschwindet.    Folglich  wird  ^  ,  d.  i.  der  in 

(11.)  angegebene  Ausdruck,  eine  stetige  Function  von  [i,  (p  sein,  uiithin 
entwickelbar  sein  nach  den  Kugelfunctionen  von  ^i,  (p  [Satz  pg.  55]. 
Diese  Entwicklung  mag  angedeutet  sein  durch  die  Formel: 

(13.)  |-  =  i'rn(^,9'), 

wo  2  a  den  gegenseitigen  Abstand  der  beiden  Brennpunkte  bezeichnet. 
8ubstituirt  man  hier  für  die  Functionen  Yni]^,  (p)  ihre  bekannten 
Werthe  [pg-  76] : 

n 

(13 a.)      1",,  (^,  (p)=  2  [A„j  Vnj (fi)  cos  jcp  -(-  A«j  F„j  (/li)  sin  j(p] , 
so  erhält  man: 

CO         n 
(14-)  i  =  ^   ^  \^njPnj(^^')  COSJcp   +  K.jPnjitt')  siu  j tp]  ,.. 

wo  die  A,tj,  Nnj  Constanten,  oder,  genauer  ausgedrückt,  Functionen  vun 
P;i"nPi  sein  werden. 

Es  handelt  sich  mm  um  die  nähere  liestimmung  dieser  nnhclannfcn 
Functionen  A„j,  f^'nj»  Um  die  A„;  zu  finden,  werden  wir  auf  gewisse 
Eigenschaften  derselben  aufmerksam  machen,  sodann  gewisse  Diß'ercntial- 
gleichnngcn  angeben,  denen  diese  A„y  Geniige  leisten,  und  sodann  erst 
übergehen  zur  wirklichen  Bestimmung  der  fK„j.  Was  andererseits  die 
A^,;  betrifft,  so  wird  sich  bald  ergeben,  dass  dieselben  sänuntlich 
=  0  sind. 
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Eigenschaften  der  A,,^-.  —  Multiplicirt  man  die  Formel  (14.) 
mit  PgsCf*)  ^^^  ^9'  •  diüdfp,  und  integrirt  über  ,a  =  —  1  •  •  •  -|-  1  ""d 
(p  =  0  . .  .  271,  so  fallen  rechter  Hand  sämmtliche  Glieder  fort,  mit 
alleiniger  Ausnahme  des  mit  A,^5  behafteten;  wie  sich  solches  mittelst 
der  Integraleigenschaften  der  Fnj  Tpg-  '^^J  und  mittelst  der  bekannten 
Formeln 

I  COS  j(p  cos  Tiipdq)  =  0,     (für    /'  =[=  /.)  , 

0 

-in 

I  coHJq)  s'm  ]:q)(](p  ==  0 ,     (für   ,;' =j= /."     und  auch   für    j  = /^  , 

0 

leicht  ergiebt.     Demgemäss  erhält  man: 

+  1   2n 

J  J  i   ^^M  COS  0(p  .  dfidcp  =  -/l/sr,A,sr,, 

—  1       0 

wo  Jigr,  eine  gans  hcstimmte  Zahl  vorstellt.  Genau  dasselbe  gilt,  falls 
man  statt  der  Zahlen  8,5  irgend  welche  andere  Zahlen  M,j  nimmt;  so 
dass  man  also  zu  folgender  Formel  gelangt: 

+  1    2« 

(  1  f).)  A„,.  =  -^    f  f   -|r  Fnj  iil)  COS  jtpdildcp. 

«i   —1      0 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (14.)  in  analoger  Weise: 

+  1     271 

(IG.)  A;^  =  -^^  J  J    ^  Pnji^i)  amj(pd^id(p. 

«i  _l     0 

Beiläufig  ergieLt  sich  aus  diesen  Darlegungen,  dass  die  hier  auftretenden 
Zahlen  M,  N  folgende  Werthe  haben: 

+  1  2n 

—  1  ^ü 

+  1  -in 


woraus  folüt: 


—  1  0 

M    ^N     _-=         ^         TT(n+i)    2n 
nj  nj        2«  -I-  1   T\{n  —j)     s.     ' 


wo  f.  die  in  (4.)  pg.  70  angegebene  Bedeutung  besitzt. 

Um  auf  Grund  der  Formel  (15.)  nähere  Auskunft  zu  erhalten  über 
die  von  q,  fiy,  Qi  abhängenden  Functionen  A„y,  bemerken  wir  zuvörderst, 

dass  die  in  jenem  Integral  (15.)  enthaltenen  Werthe  von  -7^^,  ihrer  geo- 
metrischen Bedeutung  zufolge,  durchweg  endlich  sind,  und  durchweg 
endlich    hlcihrn    worden,    falls    man    z.    15.    das    kleinere    Ellipsoid    {q) 
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zur  Brennlinie  sicli  zusammenziehen,  d.  h«  q  in  1  übergehen  lässt. 
Hieraus  folgt,  dass  die  von  q,  ^^,  Q^  abhängende  Function  A„;  für 
Q  =  1    endlich  hlciht. 

Desgleichen    werden    die    in    (15.) 
o 


enthaltenen    Werthe    von 


endlich 


])leiben,  wenn  man  den  festen  Punkt 
(p, ,  fXj,  0)  an  die  höchste  Stelle  des 
Eliipsoids  ((),)  versetzt,  mithin  ftj  in  l 
übergehen  lässt.  Demgemäss  ergiebt 
sich  aus  (15.),  dass  A„j  endlich  bleibt 
für  fti  =  1. 

üeberdies   erkennt  man,   dass   die 

in    (15.)    enthaltenen  Werthe    von     „ 

durchweg  ==  0  sein  werden,  sobald  man 

das  Ellipsoid  (q^)  zur  unendlich  fernen 

Kugelfläche   sich   erweitern,    mithin    Qi 

in  oü  übergehen  lässt.    Demgemäss  folgt  aus  (15.),  dass  A„y  vcrschiv'mdet 

für  ()j  =  oo. 

Alles  zusammengefasst,  sind  also,  was  die  von  q,  ^i^,  q^  abhängen- 
den Functionen  A„y  betrifft,  folgende  drei  Eigenschaften  zu  notiren: 

(17  x.)  fKnj      endlich  für  ^  =  1^ 


(Hy.) 
(17z.) 


endlich  für 


f*i  =  1; 


Fk„j     gleich  Null  für     ()^  =  oo. 


Was  ferner  die  Knj  betrifft,   so  hängt  der  Ausdruck  ^,   wie  aus 

(11.)  ersichtlich  ist,  von  (p  nur  insofern  ab,  als  derselbe  mit  cos  (p 
behaftet  ist.  Es  wird  •  also  dieser  Ausdruck  für  (p  =  %  —  a  und 
(p  =  71 -\- a  denselben  Werth  haben;  während  sin  j^  für  (p  =  %  —  a 
und  cp  =  71  -\-  a  entgegengesetzte  Werthe  besitzt.  Hieraus  folgt,  dass 
das  Integral 


j    -J  sin  :j(p  .  (Icp 


verschivindet.     Solches  aber  erkannt,  folgt  aus  (IC.)  sofort: 

(18.)  a:„  =  o. 

Differentialgleichungen  der  A„/.  —  Aus  (13.),  O'ia.)  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  (l.S.j: 


n=0 

y\  Neu  mann,  Vorl.  üb.  das  Potentia]. 


338  Vierzehntes  Capitel. 

« 
( 1 9  a. j  r„  (^,  cp)  =  2  Kj  Pn  i  (itt)  cos  j(p  . 

Mittelst  dieser  Formeln  lassen  sich  die  für  -^  geltenden  Differential- 
gleichungen (12a.,  b.,  c,  d.)  übertragen  auf  die  tK„j.  Beachtet  man  z.  B., 
dass  -^  der  Differentialgleichung  (12  a.,  b.)  Genüge  leistet: 

(«•)  ^/':^  +  (/*)^-|^  =  ^?i  +  (9)  av^l"' 

und  substituirt  man  hier  für    ,,    den  Werth  (10.),  so  folgt: 

(«      i  (*,  1'. + w  —:)  =- i  (*.  y..  +  (»)  4!»  • 

Der  hier  auf  der  linJcen  Seite  unter  dem  Summenzeichen  siehende 
Ausdruck  ist  aber,  weil  ¥„  =  Y,,  (ft,  cp),  als  Kugelfunction  m*"  Ordnung 
der  Differentialgleichung  (16.)  pg.  48: 

nin  +  1)  Y„  +  d,  r„  +  (^)  -^"^  =  0 

entspricht,  identisch  mit  — n(n  -\-  1)3^«;  so  dass  also  die  Formel  (/3.  > 
die  einfachere  Gestalt  gewinnt: 

(y.)  i'  (n  (n  + 1 )  y«  +  ^,  y.  +  (?)  ^g"^")  =  0. 

Und  hieraus  folgt  weiter,  falls  man  für  Y„  den  Werth  (19a.)  sub- 
stituirt: 

CD  M 

(ö.)      S  =  ^  ^  [w(n  +  1)A„,.  +  d,A„j-j\Q)k„j\r„j{^) cos jcp  =  0, 

wo  £  nur  als  Ahbreviatnr  für  die  linke  Seite  dienen  soll.  Aus  dieser 
Formel  (d.)  folgt  in  genau  derselben  Weise,  in  welcher  vorhin  der 
Uebergang  von  (14.)  zu  (15.)  stattfand: 

is.)   n(n-\-\ ) Nnj -\-  d„ A„y  —  f  (q) K,j  =  -t[~    f  J^ ^^"J ^^) cos j<)P .  d^ dxp , 

wo  auch  die  Zahl  Mnj  genau  dieselbe  ist,  wie  dort.    Nach  [ö.)  ist  aber 

2  stets  =  0.     Somit  folgt  aus  {je.): 

(SO  n{n  +  1)A„;+  d,,A„,-/(^)A„,  =  0. 

Ebenso  wie  diese  Formel  (^.)  aus  («.),  d.  i.  aus  der  Differential- 
gleichung (12  a.,  b.)  entstanden  ist,  ebenso  wird  man  offenbar  zu 
analojie)!  Resultaten  gelant^en  auf  Grund  der  Differential<.ileichun<Tcen 
(12a.,  c.)  und  (12a.,  d.).  Alles  zusammengefasst,  ergeben  sich  also 
folgende  drei  Formeln: 
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>  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .  n 

j  =  0,  1,  2,  3,  .  . .  in  inf. 

2=±1 

endlich 

C» 

5^  =  OO 

+  0 

0 

(20x.)  n(n  +  1)A„,-  +  d\A.j  -  j\q)K,j  =  0, 

(20y.)  n(n-i-  1) A„,  +  d,^  A„,  - /(/*,) An>  =  0, 

(20z.)  n{H  +  1)A„,  +  d,„Kj  -j\Q,)Kj  =  0. 

Bestimmung  der  k„j.  —  Die  Gleicbuugeu  (20x.,  y.,  z.)  sind  durch- 
weg von  der  Gestalt: 

(21.)  n(n  +  1)5  +  d,^  -f(/)^  =  0 . 

Dies    aber    ist    die    in    (0.)   pg.  323   besprochene    Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  deren  particulare  Integrale  durch 

(22.)  P„,-(^)     un^l     Qnji^) 

dargestellt  sind.    Mit  Rücksicht  hierauf,  und  mit  Benutzung  der  früher 

in  (10 a.)  pg.  325  aufgestellten  Tabelle: 


(23.) 


wird  es  nun  leicht  sein,  jene  von  q,  ^i,  q^  abhängenden  Functionen 
A„^  wirklich  zu  bestimmen.     Wir  räsonniren  folgendermassen: 

Die  von  Q,  ^i-,  Qi  abhängende  Function  A„j  genügt  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  (20x.),  und  muss  daher,  nach  (21.),  (22.), 
die  Gestalt  besitzen: 

m.)  Kj  =  Bnj  Pnj  (())  +  b;,.  q„j  (q)  , 

wo  die  B,  B'  in  Bezug  auf  q  Constanten,  also  nur  noch  von  ;i,,  (>, 
abhängig  sind.    Aus  (24.)  folgt  für  ^  =  1  und  mit  Rücksicht  auf  (17  x.): 

(endlich)  =  B„,P,„(1)  +  B;,-^„,(1). 

Und  hieraus  folgt,  mit  Hinblick  auf  die  in  der  Tabelle  (23.)  für  P„;(l) 
und  (/nj{^)  angegebenen  Werthe,  dass  B'nj  =  0  sein  muss;  so  dass  also 
die  Formel  (24.)  sich  reducirt  auf: 

(25.)  A„j  =  B„jP„j(q). 

Dies  in  (20y.)  substituirt,  erkennt  man,  dass  die  von  /(,,  (>,  ab- 
hängende Function  Bnj  der  Differentialgleichung 

n{n  +  1  )B„,-  4-  d,,.  B,,,-  — /(/it.jB,,  =  0 

Genüge  leistet,  also  nach  (21.),  (22.)  die  Gestalt  haben  muss: 

B„;  =  r„/P„;(.u,j  -f-  r;,;V«./<,"i), 

22* 
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wo  die  r,  r'  nur  noch  von   (),   abhängen.     Somit  folgt  aus  (25j: 

(26.)  K.J  =  fr„;  1\,(^^)  +   r'„j  Q„j(^j]Pnj{Q), 

also,  falls  man  z.  B.  ^j  =  1  macht,  und  dabei  Rücksicht  nimmt 
auf  (17y.): 

(endlich)  =  [r„;P„;(lj  +  ^:oQ>u{^W'>j(q). 

Und   hieraus   folgt,    mit   Hinblick   auf  die    Tabelle  (23.),   dass  f,',;  =  0 
sein  muss;  so  dass  also  die  Formel  (26.)  sieh  reducirt  auf: 
(27.)  A„j  =  r„jF„j((i,)P„j(Q). 

Dies  in  (20z.)  substituirt,  erkemit  man,  dass  die  nur  noch  von  p, 
abhängende  Function  r„;  der  Differentialgleichung 

n{n  +  l)r„;  +  d^,J„j  —  fiQijVnj  =  0 

genügt,  also  nach  (21.j,  (22.)  die  Gestalt  haben  muss: 
WO  die  C,  D  Constanten  sind.     Somit  folgt  aus  (27.): 

(28.)  A„;  =  [a,j  Pnj  (?,)   +  ^nj  QnJ  (Q,)]  PnJ  {(l,)  PnJ  (q)  , 

also,  falls  man  z.  B.  ^^  =  00  macht,  und  dabei  Rücksicht  nimmt 
auf  (17z.j: 

0  =   [C.jPnji'^)   +  I)„jQ„j(<^)]P„j{fl,)P„jiQ). 

Hieraus  aber  folgt,  mit  Hinblick  auf  die  Tabelle  (23.),  dass  C„,-  =  0 
sein  muss;  so  dass  also  die  Formel  (28.)  sich  reducirt  auf: 

(29.)  A„;  =  DnjQnjMPnj(^i)Pnj(Q). 

Schliessliches  Resultat  der  Untersuchung.  —  Es  handelte  sich  um 
die  Entwicklung  des  in  (11.)  angegebenen  von  den  fünf  Variablen 
Q,  fi,  (p,  Qi ,  fij   abhängenden  Ausdrucks: 

/D/-\  N  ^ 1 

^        1  /  (  -  2  +  (o^  +  Pi ■-'  + 1/'  +  (ir)  -  2 9 Pi ," «1  j" 

V      [-2  y(l-r)(l-p,^)(l-ft-^)(l-(Ll,^)  cos  qp    J 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Punkt  (q,  ,a,  q))  auf  einem  Mcinorn, 
der  Punkt  {Qi,fii,0)  auf  einem  f/rösscren  Ellipsoide  liegt,   dass  mithin 

(31.)  9<Qi 

sei,  habeii  wir  l'ür  diese  Entwicklung  die  Formel  (14.),  und  für  die 
daselbst  auftretenden  Functionen  A„y,  A),;  die  Werthe  (29.)  und  (18.) 
erhalten;  so  dass  also  die  in  Rede  stehende  Entwicklung  folgender- 
massen  lautet: 

(32.)  ~  =  2    2'  IK,Pnj{Q)(JnAQi)I'nj((l)Pnj(}i,)  CGSJCf. 

■'-'  n--=-Oj  =  0 
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Dabei  bezeichnen  die  D„j  noch  unbekannte  Constanten,  d.  h. 
Grössen,  die  von  jenen  fünf  Variablen  Q,^,(p,  Qi,  ^i  unabhängig  sind. 
Da  nun  aber  der  zu  entwickelnde  Ausdruck  (30.),  ausser  diesen  fünf 
Variablen,  überhaupt  keine  weiteren  Grössen  (weder  variable  noch 
constante)  in  sich  enthält,  so  können  jene  D„j  nur  noch  reine  Zahlen 
sein.  Insbesondere  wird  man  z.  B.  sagen  können,  dass  jene  D,,,  un- 
abhängig von  a  sind,  weil  die  Grösse  a  in  dem  zu  entwickelnden  Aus- 
drucke (30.)  nicht  vorkommt. 

Nachdem    wir    in    solcher   Weise   das   der   Specialisirung  g)^  =  0 

entsprechende    „    (30.)   entwickelt   haben,   können   wir  diese  Entwick- 
lung auf  das  allgemeine  -^  in  (8.)  pg.  331  offenbar  dadurch  übertragen, 

dass  wir  q)  mit  (95  —  cpj)  vertauschen.    Alsdann  aber  gelangen  wir  zu 
folgendem  Resultate: 

Satz.  —  Bezeichnet  E  den  gegenseitigen  Abstand  irgend  zweier 
Pimlde  {q,  ^,  cp)  und  (q^,  ftj,  ^jj,  und  2a  den  gegenseitigen  Abstand  der 

beiden  Brennpunlde,   so   hat  der   Quotient  -^  den  in  (8.)  pg.  331   an- 
gegebenen Werth : 

(33.)     4  = 


E 


V 


—  2  +  (9'  +  Pi '  +  f^'  +  /*! ')  -  2  e  9,  ft  f/i 

-  2  >/(l  -  p==)(l  -  p/^)(l  _  ^^•)(1  _  ,x,==)  cos  (qp  -  qp,) 


Gleichzeitig  ivird  dieser  Äusdruch,  falls  Q  KQi  ist,  entwicTicTbar  sein  in 
folgende  Eeihe: 

00  7t 

(34.)  4r  =  ^   ^  Dnj  Pnj  (q)  QnJ  {Qi)  Pnj  (fl)  PnJ  (.«i)  COS  j  {cf  —  (p^)  , 

{Q<Qi), 

•wo  die  D„j  Constanten,  und  ztvar  reine  Zahlen  sind. 

Zusatz.  —  Die  Werthe  dieser  D„j  sind,  icie  im  folgenden  Paragraph 
gezeigt  iverden  soll,  folgende: 

(35.)  ^„,  =  (_iy,^^(.nil^y, 

wo    Sj   die   in    (4.)    pg.   70   festgesetzte  Bedeutung   hat,    nährend  TT    die 
Gauss' sehe  Function  vorstellt.     Dcmgcmüss  ist  z.  B.: 

(35  a.)  Z).,  =  ^i±i. 
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§  5. 
Nachträglicher  Beweis  der  Formel  (35.).  pg.  341. 

Liisst  mau  die  beiden  Brennpunkte  mit  einander  coiiieidiren,  also 
u  =  ()  werden,  so  verwandeln  sich  die  confoealea  Ellipsoide  in  con- 
ceutrisclie  Kugeln.  Und  hiermit  Hand  in  Haud  gehen  alsdann  die 
elUplischen  Coordwatcn  in  die  gewöhnlichen  Polarcoordiuatcn  über;  wie 
solches  leicht  durch  die  betreffenden  Formeln  bestätigt  wird. 

Die  Formeln  für  die  elliptischen  Coordinateu: 

X  =  (IQ  cos  -9-, 


y  =  a^Q^  —  1  sin  d^  cos  (p , 
z  =  rt)/()^  —  1  sin  -9-  sin  9) 

flehen  nämlich,  falls  man  p  ^  —  setzt,  über  in: 
X  =  r  cos  -9" , 


y 


Yr'-  —  a^  sin  O-  cos  (p  , 


z  =  Yr^  —  ä^  sin  -ö-  sin  gj , 

und  verwandeln  sich  sodann,  falls  man  a  =  0  macht,  in  die  Formeln 
der  gewöhnlichen  Polarcoordinaten: 

X  =  r  cos  ■9' , 

y  =^  r  sin  -9"  cos  cp  , 

2  =  r  sin  ■9"  sin  cp  .      Q.  e.  d. 

Demgemäss  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  die  den  elliptiscJien 
Coordinateu  entsprechende  Entwicklung  (34.),  falls  mau  daselbst  zuerst 


p  =    -,  pi  =    *  ,  und  sodann  a  =  0  macht,  in  die  den  gewöhnlichen 


r  r 

Polarcoordinaten  entsprechende  Entwicklung*) 

*  "  TT/  'N  W 

(A.)     ^  =  ^^^   2  ^J  T^in^J)  ,7^1  ^">  (^^  ^'"^  C^^i)  ^«^•^'  i'P-'P^)^ 

(r<r,), 

übergehen  muss.  Wir  werden  diesen  Uchcryany  der  eineti  Enluicldioiy 
in  die  andere  näher  verfolgen,  und  dabei  zuyleieh  die  Mittel  gewinnoi  zur 
Bestimmung  der  Constanten  Dnj- 

*)  Diese  Entwicklung  (A.)  ergiebt  sich  sofort,  lalls  man  iu  der  Formol  (.");!. 
pg.  46  für  P  (COB  y)  den  Werth  (2.)  pg.  69  substituirt,  und  dabei  beachtet,  da- 
das  dortige  C^ .  den  in  (5.)  pg.  70  angegebenen  Werth  hat. 
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Macht   mau    in  jener  Entwicklung  (34.),   nachdem   dieselbe   zuvor 
durch  a  dividirt  worden  ist,  die  iSubstitutioneu:  q  =  -   ,  q 


}  Vi 


liisst  man  sodami  a  zu  Null  herabsinken,  so  erhält  man: 
-^  ,1=0  ;=o  \  a  / 

a  =  0 

und  es  bedarf  daher,  um  die  erwartete  Uebereiustimmung  dieser  Ent- 
wicklung (a.)  mit  (A.)  nachzuweisen,  nur  noch  einer  näheren  Unter- 
suchung des  hier  eingeklammerten  und  mit  dem  Index  « =  0  ver- 
sehenen Ausdrucks. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  zuvörderst  beuierkt,  dass  das  in  (34.)  auf- 
tretende Product  Fnj{Q)  QnjiQi)  den  Werth  hat  [vgl.  (1.),  (2.)  pg.  322]: 

iß-)     P«A?)  QnjiQ,)  =  W^^i  VQ^^^^iyPJ^KQ)Qn^H9d, 

und  dass  ferner  die  Functionen  P,i{q)  und  Qn(Qi)  folgendermasseu  dar- 
stellbar sind: 

(y.)  FJq)  =  ylp'{l  +  |-  +  I  +  .  .  .  fin.] , 

(ö.)  Qu{9,)  =  A -^  [l  +  /,  +    r.  +  .  .  •  intin.] , 

wo  Ä,  B,  C,  etc.,  A,  B,  V,  etc.  Constanteu  sind,  mit  Bezug  auf  welche 
die  Relation  zu  notiren  ist*): 

^   ■'  in  -\-  \ 

Diö'ereutiirt  man  die  Formel  (y?)  nach  q,  so  erhält  mau: 

PM  =  Anr-^  [l  +  ^J  +  C  +...]_  ^,.  [^^f  +  If  +  .  .  .] , 
oder  kürzer  geschrieben: 

P;(p)  =  yln^«-i[l  +  |;  +  -^' +  ...], 

wo  jB',  C ,  etc.  gewisse  neue  Constanten  vorstellen.  Hieraus  folgt 
sodann  durch  nochmalige  Differentiation  nach  q: 


*)  Die  Formel  (y.'i  folgt  aus  (7.)  pg.  34.  Beachtet  man  ferner,  das.s  die  p's 
(sowohl  p  wie  pj)  ihrer  Natur  nach  stets  >  1  sind,  und  dass  überdies  bei  unserer 
gegenwärtigen  Untersuchung  q^  stets  >•  q  vorausgesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 

Pi  >■  e  >;  1 ;     und  folglich     p,  >  1 . 
Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte   Relation  p,  >  1  ,   ist  aber  die  Formel  (cJ.)  in  der 
That  correct,  nämlich  zu  entnehmen  aus  (9.)  pg.  :i22.  —  Dabei  ergiebt  sich  gleich- 
zeitig auch  die  in  (s.)  aufgeführte  Relation  zwischen  ^1  und  A. 
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r:  (p)  =  A  n  («  -  1)  (,"-^'  [l  +  -f^  +  f  +•••], 

wo  B\  G",  wiederum  neue  Constauten  siud.    U.  s.  f.    lu  solcher  Weise 
erhält  mau  allgemein: 

it.)     P„(^'(())   =  Än(n  _  1)  („  _  2)  .  .  .  (;/  -  j  +  1)  Q"-^  U, 

uml  ebenso  aus  (d.): 

wo   U  und   F  die   mit  gewissen  Constanteu  h,  c,   etc.,   /i,  }^,  etc.   be- 
hafteten Ausdrücke  vorstelleu: 

'  ^  p,*  ^  9,^  ^ 

Substituirt  man  die  Werthe  (£;.),  (/;.)  in  (/3.),  so  folgt,    mit  Uiicksicht 
auf  (f):  

und  hieraus  folgt,  falls  man  p  = —  und  Q,  =  -^  setzt: 


WO  alsdann  ti^  v  die  Bedeutungen  haben: 

„  =  i +.(;')>.(»-)'  +  ..., 

»  =  i  +  /3(::r+, (-;)'  +  ..., 

Lässt  man  nun  in  der  Formel  (x.),  nachdem  sie  zuvor  durch  a  dividirt 
ist,  dieses  a  zu  Null  herabsinken,  so  erhält  man  (weil  ti  und  v  für 
a  =  0  zu  1   werden) : 


(A.) 


2(    -  ly   n^H+j)       r" 

2»+!  n(«  — j)  /;+' 


Substituirt  mau  endlich  diesen  Werth  {X.)  in  die  Formel  («.),  so 
erhält  man: 

w  ;.  =  i ii)..!^^^^^ p.,w^'..(ft)eos,(.p-^,), 

^  „  =  0  ;  =  ü  2U+1      TT(M--j)      J-j^ 

(r  <  /-,). 
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Und  diese  Formel  zeigt  in  der  Tliat  völlige  Uebereinstimmung  mit  (A.). 
Zugleich  ergiebt  sich  dabei,  dass  die  Constanteu  D„;  der  liehitiou  ent- 
sprechen müssen: 

(v\  T)    2(-i,y  n(n+j)  _^  n(n-j) 

'^   -^  ^"'  2n  +  1   T[{n-j)  "  'j  n(«  +  j)  ' 

Hieraus  aber  ergeben  sich  für  diese  D„j  die  in  (35.)  pg.  341  an- 
gegebenen Werthe.   —   Q.  e.  d. 

§  6- 
Beweis  des  Jaeobi'schen  Satzes  (pg.  331). 

Führt  man,  an  Stelle  der  rechtwinkligen  Coordinateu  x,  y,  z,  drei 
neue  Variablen  a,  ß,  y  ein  mittelst  der  Gleichungen: 

(1.)  X  =  (p((K,  ß,  y)  ,  y  =  i,  (ci,  ß,  y)  ,  z  =  %(a,  ß,  y)  , 

so  kann  man  auch  umgekehrt  (indem  man  diese  Gleichungen  nach 
a,  ß,  y  auflöst)  a,  ß,  y  als  Functionen  von  x,  y,  s  ansehen;  so  dass 
also  z.  B,  die  Formel  a  =  Const.  eine  gewisse  Fläche  repräsentirt. 
In  solcher  Weise  ergeben  sich  im  Ganzen  drei  Flächensysteme: 

(2.)  a  =  Const. ,         ß  =  Const. ,         y  =  Const. , 

die  unter  irgend  welchen  Winkeln  einander  schneiden  werden. 

Wir  wollen  insbesondere  diejenigen  drei  Flächen  «  =  Const., 
ß  =  Const.  und  y  =  Const.  uns  vorstellen,  welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  (x,  y,  z)  hindurch  gehen,  und  die  Curven,  in  denen  diese  drei 
Flächen  einander  schneiden,  mit  Sj,  Sg,  s.^  bezeichnen.  Schreitet  man 
fort  längs  der  Curve  s^,  d.  i.  längs  der  Schnittcurve  der  beiden  Flächen 
ß  =  Const.  und  y  =  Const.,  so  wird  sich  u  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick ändern,  und  zwar  tcachsen  oder  abnehmen  je  nach  der  Ilichtiing, 
in  welcher  mau  längs  der  Curve  fortschreitet,  während  ß  und  y  con- 
stant  bleiben.  Durchwandert  man  also  längs  dieser  Curve  s^,  vom 
Punkte  {x,  y,  z)  aus,  in  der  Richtung  des  icachsenden  a's  ein  unendlich 
kleines  Wegelement  ds^,  und  bezeichnet  man  den  Endpunkt  dieses 
Wegelemeutes  mit  {x  -\-  dx,  y  -\-  dy,  z  -f-  dz),  so  ergeben  sich  für 
{dx,  dy,  dz)  aus  den  Formeln  (1.)  Werthe  von  folgender  Gestalt: 

7       ex      ^  ,       Cy     ^  7       dz      -, 

dx  ==  o  -  da ,         dy  =  -^  -  da ,         dz  =  ,—  da , 

Cd  '  "^  Ca  '  da  ' 

WO  da  positiv  ist.     Hieraus  folgt: 

Und  zwar  wird,  weil  ds^  den  absoluten  Betrag  des  Wegelemeutes  vor- 
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stellen,  iiiithiii  positiv  sein  soll,  uud  du  ebeufalls  poaitiü  ist,  die  hier 
uuftretemli'  Wurzel  YA  gleichfalls  positiv  seiu. 

Analoges  ist  zu  bemerken  in  Betreff  der  Curve  6\, ,  in  welcher 
die  Flächen  y  =  Const.  und  a  =  Const.  einander  schneiden,  ebenso  in 
Betreff  der  Curve  63,  in  welcher  a  =  Const.  und  /j  =  Const.  sich 
schneiden;  so  dass  man  also  zu  den  Furnieln  gelangt: 

,^  =  K^i.,/„,     wo  ^  =  (;?:)= +  (r:;y  +  (|^y, 

(3.)     ,/.,  =  >/i'.,/,j,      „„  i.  =  (|-:y  +  (0)=  +  (»p^ 

Dabei  sind  die  hier  auftretenden  Grössen  di>i,  da^,  ds.^,  da,  dß,  dy 
und  Yä,  YB,  yC  durchweg  positiv  zu  denken.  Sind  ferner  die  Func- 
tionen <p,  T^',  1  (\.)  in  bestimmter  Weise  gegeben,  so  werden  A,  JJ,  L 
ebenfalls  bestimmte  Functionen  von  a,  ß,  y  sein. 

Fortan  wollen  wir  nun  annehmen,  dass  die  drei  Flächoisysteme  (2.) 
sti  einander  orthogonal  sind,  dass  also  der  Itaum  durch  diese  drei 
Flächensysteme  in  lauter  tmendlich  Ideine  rechtivinlclige  Farallckpipcda 
zerleghar  ist.  Ein  solches  rechtwinkliges  Parallelepipedum  wird  alsdann 
z.  B.  dasjenige  sein,  dessen  eine  Ecke  im  Punkte  {x,  y,  z)  liegt,  und 
dessen  drei  Kanten  durch  die  in  (3.)  angegebenen  Liuienelemente  r7s, , 
ds^,  ds^  dargestellt  sind.  Bezeichnet  man  also  die  Hauptdiagonale 
dieses  Parallelepipedums  mit  ds,  ferner  seine  dem  Punkte  {x,  y,  z)  sich 
anlehnenden  Seitenflächen  mit  do^,  do,^,  do.^,  endlich  sein  Volumen  mit 
dv,  so  ergeben  sich  die  Formeln: 

(4.)     (dsf  =  {ds,y  +  (ds,y  +  (ds^^  =  A{day  +  BidßY  +  c\dyy, 

'  do,  =  ds.,ds^  =  Y^G  dßdy  =  -i  dßdy, 

yA 

r^")                 }   do.^  =  ds.jdsi  =  l/C'J.  dyda  =  —=■  dyda , 
do.^  =  ds^  ds.j  =  Y^B  dadß  = dadß, 

yc 

(6.)  dv  =  ds^  ds,ds.,  =  Y^BG  dadßdy  =  Bdadßdy , 

wo  D  nur  als  Abbreviatur  dienen  soll,  definirt  durch  die  Formel: 

(7.)  B  =  l/^i^C. 
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Die  iii  (4.)  angegebene  Hauptdiagouale  ds  kauu  olt'enlnir  als  das- 
jenige Linienelement  bezeichnet  werden,  welches  vum  Punkte  (x,  y,  z) 
oder  («,  /3,  y)  l)in]äuft  zum  Punkte  («  -(-  du,  ß  -\-  dß,  y  -\-  dy). 

Dies  vorangeschickt,  gehen  wir  jetzt  über  zur  Ableitung  des 
Jaoöbi' sehen  Satzes.    Für  eine  beliebig  gegebene  Function  f=f(x,ij,z) 

jjilt,  falls  uur  f.  -tt— ,   -0— ,  -^~  stetig  sind,  die  Furmel  (Aa.)  pg.  1U8: 

(8.)  /a/w.  =  -/;;,'.,;«, 

WO  das  Integral  links  über  alle  Volumeleraente  dv  innerhalb  einer 
beliebi«»'  o-eo-ebeuen  geschlosseneu  Fläche  0  hinerstreckt  ist,  während 
das  Integral  rechts  über  diese  Fläche  selber  sich  ausdehnt.  Dabei 
bezeichnet  do  ein  Element  der  Fläche  0,  und  n  die  innere*)  Normale 
dieser  Fläche. 

Denkt  man  sich  den  Innenraum  der  Fläche  0  durch  irgend  welche 
Schnittflächen  in  kleinere  Räume  STj,  W^j  «3,  etc.  zerlegt,  —  sie 
mögen  die  Elementarräume  heissen  — ,  so  kann  man  [vgl.  etwa  die 
Betrachtungen  auf  pg.  197J  das  in  (8.)  rechter  Hand  stehende  Integral 
dadurch  erhalten,  dass  mau  dasselbe  für  all'  diese  Elementarräume 
einzeln  bildet,  und  die  so  entstehenden  Integralwerthe  zusammenaddirt; 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

J     an  """^  \./     an        J u>  , 

öubstituirt  mau  dies  in  (8.),  und  nimmt  man  dabei  zu  den  Elementar- 
räumen  w  diejenigen  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Parallelepipeda 
dv,  in  welche  der  Innenraum  der  Fläche  0  durch  die  vorhin  betrach- 
teten o)ihogonalen  Flüchensysteme  zerlegt  wird,  so  erhält  man: 

(9.)  /aA^«=-^(/|^4.- 

Um  ein  einzelnes  (Jlied  dieser  Summe,  also  das  dem  Parallelepipedum 
dv  entsprechende  Integral 

(10.)  (/|^^»L 

zu  berechnen,  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  dasselbe,  entsprechend 
den  sechs  Seitenflächen  des  Parallelepipedums  dv,  aus  sechs  llieilcn 
besteht.     Bedienen    wir    uns    mit    Bezug    auf   das    genannte    Parallel- 


'■^')    Absichtlich   ist   hier   die   innere  Normale   eingeführt,    während    fiiiher   in 
(A  u.)  pg.  1'j8  die  äussere  xs'oi  male  gebraucht  wurde. 
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epipedum  der  iu  (;».),  (4.),  (5.),  (6.),  (7.)  eingeführten  Bezeichnungen, 
so  luit  der  der  .Seitenfläche  ilo^  entsprechende  Theil  J,   den  Wcrth: 

df   , 

Dabei  repräsentirt  alsdann  df  den  dem  Element  (/Sj  entsprechenden 
Zuwachs  von  f.  Der  Anfangspunkt  und  der  Endpunkt  dieses  Elementes 
haben  aber  die  Coordinaten 

(a,  ß,  y)     und     (a  +  da,  /3,  y); 

so  dass  man  also  für  jenen  Zuwachs  df  den  Werth  erliält: 

während  gleichzeitig  ds^^  und  do^  die  in  (o.),  (5.)  angegebenen  Werthe 
besitzen: 

ds^  =  yA  •  da  ,  dOi  =  —=  dßdy  . 

\A 

Demgemäss  erhalten  wir: 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  derjenige  Theil  Jci  des  Integrales  (10.), 
welcher  der  zu  dOi  gegenüberliegenden  Seitenfläche  des  Parallelepipe- 
dums  entspricht: 

1  LA     Ca     '     Ca   \  A    Ca/        J     f^'' 

wo  das  vorgesetzte  Minuszeichen  darin  seinen  Grund  hat,  dass  in  (10.) 
unter  n  durchweg  die  innere  Normale  der  Oberfläche  von  dv  zu  ver- 
stehen ist.  Die  beiden  betrachteten  Seitenflächen,  do^  selber  und  die 
zu  do^  gegenüberliegende  Fläche,  liefern  also  zusammengenommen  für 
das  Integral  (10.)  den  Beitrag: 

wofür  wir  mit  Rücksicht  auf  (6.)  auch  schreiben  können: 
.     ,    ,  \      d    (1)    df\   , 

Analoge  Beiträge  liefern  für  das  Integral  (10.)  die  beiden  andern 
Flächenpaare  des  Parallelepipedums  dv ;  so  dass  wir  also  schliesslich 
für  das  Integral  selber  den  Werth  erhalten: 

<D 
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Deingemäss  gewinnt  die  Formel  (9.)  die  Gestalt: 

(12.)  fAfdv  =  ^  j^  0f/t', 

d.  i.  die  Gestalt: 

(13.)  fAfdv  =f^0dv, 

wo  0  als  Abbreviatur  dient  für  den  in  (11.)  in  der  eckigen  Klammer 
enthaltenen  Ausdruck,  und  wo  beide  Integrale  ausgedehnt  sind  über 
sämmtliche  Volumelemente  dv  des  Tnnenraums  der  Flüche  0. 

Da  nun  diese  Fläche  0  beliebig  gewählt  war,  also  auch  beliebig 
klein  gemacht  werden  darf,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  der  beiden 
Integrale  (13.),  dass  die  unter  diesen  Integralen  stehenden  Ausdrücke 
ebenfalls  einander  gleich  sind.     Man  erhält  also: 

(14.)  ^f-^^- 

Und  diese  Formel  repräsentirt,  falls  man  für  0  seine  eigentliche  Be- 
deutung aus  (11.)  substituirt,  den  zu  beweisenden  Jacobi'schen  Satz. 
Vgl.  (2.)  pg.  331. 


Rückblick  auf  die  elliptischen  Coordinaten. 

Es  seien  irgend  zwei  einander  benachbarte  Punkte  gegeben  mit 
den  elliptischen  Coordinaten  (q,  ^,  q))  und  (^  -\-  dg,  ^  4"  d^,  (p-\-d(p)] 
und  zwar  mögen  die  Punkte  der  Art  gelegen  sein,  dass  dQ,  d[i,  dcp 
positiv  sind.  Für  das  die  beiden  Punkte  verbindende  Linienelement  ds 
gilt  nach  (8.)  pg.  333  die  Formel: 

(1.)    {dsf  =  a'[^^  {dQf  +  ^^'(^ftT^  +  ((>— l)(l-r)  (dg>f]- 

Construirt  man  nun,  was  die  Flächensysteme  q  =  Const.,  ;i  =  Const., 
(p  =  Const.  betrifft,  diejenigen  drei  Flächen,  welche  durch  den  Punkt 
{q,  ft,  (p)  gehen,  und  ebenso  auch  diejenigen  drei  Flächen,  welche 
durch  den  Punkt  {q  -\-  dg,  ^  -\-  d^,  (p  -|-  dcp)  hindurch  gehen,  und 
bezeichnet  man  die  Kanten,  die  Seitenflächen  und  das  Volumen  des 
von  diesen  sechs  Flächen  begrenzten  rechtwinkligen  Parallelepipedums 
mit  dSi,  ds^,  ds^^  do^,  dOc^,  do^  und  dv^  so  erhält  man  aus  (1.): 


ds,  =  ay{Q'-l){l-iv')dcp, 


do^  =  ds,ds,  =  n2'|/(p2_i)  (Q^—fi^)  d^dtp, 
do.,  =  f/.s.j (Zs,  =  ff- 1/ ( 1  —  ^-) (q^  —  ^i^)  dgdq), 

gi     „8 

do.,  =  ds,  ds.,  =  a^    , — do  du , 
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und: 

(3.)  (1v  =  (iSids^ds.^  =  fi^(Q^  —  fi")  dQdfidq). 

Die  hier  auftretenden  Wurzelgrössen  sind,  weil  unter  r/.s-, ,  ds.^,  ds.,  do^, 
do.^,  do.^,  dv  stets  die  absoluten  Werthc  der  betreffenden  Elemente  ver- 
standen sein  sollen,  und  weil  überdies  </p,  d^,  d(p,  nach  unserer  Vor- 
aussetzung, positiv  sein  sollen,  ebenfalls  durchweg  positiv.  —  Noch  sei 
bemerkt,  dass  das  in  (2.)  angegebene 


(4.)  rZo,  =  a^  yig^  _  1)  (^2  _  ^C')  d^  dtp 

angesehen  werdeu  kann  als  das  Eleuient  einer  Ellipsoidfläche  vom 
Parameter  q.  Von  dit^sen  Formeln  wird  weiterhin  Gebrauch  /u 
machen  sein. 


Fiinfzehiites  Capitel. 

Ueber  die  das  Rotationsellipsoid  betreft'endeii  Aufgaben. 

Unter  Anwendung  der  im  vorhergehenden  Capitel  für  die  reciproke 
Entfernung  zweier  Punkte  gegebenen  Entwicklung  sind  die  Probleme 
über  die  elektrische  Vertheilung,  über  den  stationären  Temperatur- 
zustand und  über  den  stationären  elektrischen  Strömnngszustand  für 
das  Botationsellipsoid  mit  Leichtigkeit  lösbar*).  Um  solches  darzuthuu, 
wird  es  ausreichend  sein,  zwei  ganz  specielle  Beispiele  zu  behandeln. 
Das  eine  wird  diejenige  elektrische  Vertheilung  betreffen,  welche  auf 
dem  Rotationsellipsoid  entsteht,  falls  keinerlei  äussere  Kräfte  ein- 
wirken, und  das  andere  diejenige  Vertheilung,  welche  auf  dem  Ro- 
tationsellipsoid durch  einen  auf  seiner  Axe  gelegenen  elektrischen 
Massenpunkt  iuducirt  wird. 

Uebrigeus  ist  jene  Entwicklung  der  reciproken  Entfernung  zweier 
Punkte  auch  für  mancherlei  andere  Aufgaben  von  Nutzen.  So  z.  B. 
soll  im  gegenwärtigen  Ca23itel  gezeigt  werden ,  wie  man  mittelst  der- 
selben die  EiuAvirkung  einer  unendlich  dünneu,  von  zwei  confocalen 
Ellipsoiden  begrenzten  homogenen  Schaale  auf  beliebige  Punkte  zu 
bestimmen  vermag. 

§  1- 

Die    elektrische  Vertheilung  auf  dem  EUipsoid,   unter  der 

Voraussetzung,  dass  von  Aussen  her  keinerlei  Kräfte  einwirken. 

Es  sei  gegeben  ein  isolirtes  metallisches  EUipsoid  vom  Parameter  q, 
welches  von  Hause  aus  mit  einer  gegebenen  EleJctricitätsmengc  M  ge- 
laden ist.  Es  soll  die  Dichtigkeit  £  der  unter  diesen  Umständen  auf 
dem  EUipsoid  entstehenden  elektrischen  Belegung  näher  untersucht 
werden. 


*)  Ebenso  auch  das  Problem  der  magnetischen  Indnctioii,  wie  von  F.  Ncu- 
VKiHH  in  der  schon  auf  pg.  310  citirten  Abhandlung  gezeigt  worden  ist. 
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Zur  Bestimmung  von  s  ergeben  sich  offenbar  [vgl.  etwa  (A.),  (B.) 
pg.  IGl]  die  beiden  Gleichungen: 

(1.)  f£do  =  3I, 

(2.)  f'^-O, 

WO  G  eine  noch  unbekannte  Constante  vorstellt.  Auch  kann  es  [weil 
das  Ellipsoid  ein  BotationsclUpsoid  ist]  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass 
die  gesuchte  Belegung  in  Bezug  auf  die  Axe  des  Ellipsoids  symmetrisch 
sein  wird,  und  dass  also  die  in  irgend  einem  Oborflüchenpunkte  (q,  ^,  (p) 
vorhandene  Dichtigkeit  s  lediglich  eine  Function  von  ^  sein  kann. 
Multiplicirt  man  also  das  Oberflächenelement 


(3.)       do  =  a'  ViQ''  -  1)  {q'-  (i')  dfidcp ,  [vgl.  (4.)  pg.  350] , 

mit  f,  so  ergiebt  sich  für  sdo  ein  Werth: 

(4.)  ,do  =  [ea'  V{q^^  -  1)  (q'  -  (i^]  d^idcp , 

in  welchem  der  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck,  ab- 
gesehen vom  Constanten  Parameter  q,  nur  noch  von  fi  abhängt.  Denkt 
mau  sich  diesen  Ausdruck  nach  den  Kugelfunctionen  J*„{^)  entwickelt: 


(5.)  ea'  VIq'  -1)  {q'  -  ^«)    =  ^  C„  1\ (^) , 

71=0 

so  gewinnt  die  Formel  (4.)  die  Gestalt: 

(6.)  sdo  =  (2^  CnPnifi))  dfidg) , 

WO  alsdann  die  6"s  imhelcamite  Constanten  vorstellen. 

Es  liandelt  sich  jetzt  also  darum,  diese  Constanten  C  der  Art  zu 
bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen  (1.),  (2.)  Genüge  geschieht. 
Substituirt  man  den  Werth  (6.)  in  (1.),  und  beachtet  man,  dass  ^ti  und  9? 
auf  der  Ellipsoidol)erfläclie  [ebenso  wie  früher  auf  der  Kugeloberfliulu'] 
zwischen   —  1  •  •  •  -f-  1  wnd  0  -  •  •  27t  variiren,  so  erhält  man: 

f  f    \     2  Cn  Pni^)  ]   d^idcp  =  M, 
-1   U         V'=o  / 

also  [mit  Rücksicht  auf  die  Integraleigenschaften  ]ig.  TS]: 
(7.)  AnG,  =  M,     d.i.     C;  =  -^-. 

Nachdem  in  solcher  Weise  6^  bestimmt,  und  die  Gleichung  (1.) 
ausgenutzt  ist,  gehen  wir  über  zur  Gleichung  (2.).  Das  in  (2.)  ent- 
haltene K   repräsentirt   den   Abstand    des   Elementes  do(Q,  (u.,  cp)    von 
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irgend  einem  inncni  Punkte  (q^,  ^^,  (p^).    Denigemilss  ist  Q^  <(),  also 
nach  (34.)  pg.  341: 

CO  n 

-E    =    a      ^     -^  J^njPnjiQi)  Q„j{q)  Pnji^i)  Pnj(fl)  COS  j  (cf  —  (p,)  , 

-^  "  «=o  ;=o 

oder,  falls  man  nach  den  hier  auftretenden  Cosinus  ordnet: 

(8.)        -^  =  U  +  95  cos  (<p  -(p,)  +  'm  cos  2(9)  -  9,.)  +  .  .  . , 

wo  alsdann  z.  B.  11  die  Bedeutung  hat  [vgl.  (11.),  (12.)  pg.  325] : 

CO 

(Sa.)  1^   ==    I     ^  D«0P.((),)  Qn{9)  PnM  Pn{^)  ' 

Substituirt  man  nun  den  Werth  (6.)  in  (2.),  so  erhält  man: 
(9.)  /  /     (i,  2a.PM)d^icl<p  =  G, 

oder,   falls   man   für  -^  den  Werth  (8.)  eintreten   lässt,    und  zugleich 
die  Integration  nach  g)  ausführt: 

27t     f     [Vi2CrJ\{ll)\dii  =   G, 

oder,   falls  man  für  II  den  Werth   (8  a.)   substituirt,  und   die  Integra- 
tion nach  ^  [mittelst  der  Integraleigenschaften  pg.  78]  ausführt: 

CO       ^  \ 

^2^  ("2^  (^nBn,  P„(^J  ^„(p)  P.(ftO)   =   G, 

oder,  weil,  nach  (35a.)  pg.  34'.,  Z)„o  =  — ^^— -  ist: 


00.)  ^ 


2C,.Pn{Q,)(UQ)Pn{i^^) 


-G  =  () 


Da  nun  diese  Gleichung  für  heliehige  Lagen  des  innerii  Punktes 
((),,  ^1,  cpi),  also  für  heliehige  Werthe  von  ft^  zwischen  —  1  •••-{-  1 
stattfinden  soll,  so  müssen  in  derselben  [vgl.  die  Zusätze  pg.  60]  die 
Coefficienten  der  Kugelfunctionen  Pn(f*i)  einigeln  =  0  sein;  so  dass  sich 
also  die  Relationen  ergeben*): 


*)  Um  das  Verfahren  deutliclier  hervortreten  zu  lassen,  kann  man  in  (10.) 
im  letzten  Gliedc  6^2^„(ft,)  statt  G  setzen;  so  dass  alsdann  die  linke  Seite  der 
Formel  (10.)  aus  Gliedern  besteht,  von  denen  jedwedes  mit  einer  der  Functionen 
Po(Pi),  PiC«i),  P^ifi'i),  etc.  multiplicirt  ist. 
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(11-)  ^CJ^,{q)-G  =  0, 

(12.)  a F„{q,)Q„{q)  =  0 ,     b  =  1 ,  2,  3,  . . .] . 

Aus  (11.)  erj^iebt  sich,  falls  luan  für  C|,  den  schon  gefundenen  Werth 
(7.)  substituirt,  der  Werth  von  G: 

(m  G^^QM,    <l.i.=^log^+-;, 

[vgl.  pg.  314  (11.)  und  (13.)]. 

Andererseits  folgt  aus  (12.),  dass  die  dortigen  C\,  silmmtlich  =  0  sein 
müssen.     Also: 

(14.)  C,=C,  =  C,^.  ■■  =  (). 

Substituirt  man  schliesslich  die  Werthe  der  C's  (7.),  (14.)  in  der 
Formel  (5.),  so  folgt: 

(15.)  .  * 


Durch  die  Formeln  (13.),  (15.)  ist  die  gestellte  Aufgabe  vollständig 
gelöst  Es  bleibt  noch  übrig,  diese  für  G  und  s  erhaltenen  Werthe 
etwas  anschaulicher  zu  gestalten  durch  Einführung  der  nach  dem 
Oberflächenpunkte  (^,  ;t,  (p)  hinlaufenden  JBrcnnstraJden  E,  E' .  Diese 
haben  nämlich  nach  (3.)  pg.  329  die  Werthe: 

E  =  a  (q  —  fi)     und     E'  =  (({q  -\-  /«) . 

Hieraus  folgt  sofort: 

EE'  =  a^  (q^  -  ^')  ; 

so  dass  man  also  die  Formel  (15.)  auch  so  schreiben  kann: 
(16.)  .  = ;J^/=- 

Beachtet   man  endlich,   dass  die  Oberfläche  des  gegebenen  Conduetors 
durch    die   Gleichungen  (1.)   pg.  327   dargestellt  ist,    so  erkennt   man      i 
sofort,   dass   die   halben  Axen   A  und  B   dieser  Oberfläche   die  Werthe 
besitzen: 

A  =  üQ     und     B  =  a  Yq'^  —  1 , 

und  dass  man  also  die  Formeln  (10.)  und  (13.)  auch  so  schreiben  kann: 

M 


(17.) 


4  7rB  \  EE' 


(18.)  G=^^Iog^-+". 

Dernffemäss  gelanj^t  man  zu  folgendem  Satze: 
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Ist  ein  isoliricr  metallischer  Condiwior,  der  die  Gestalt  eines  ye- 
strecliten  Rotationscllipsoides  hat,  mit  irgend  ivelchcr  Elehtricitäts- 
menge  M  geladen,  so  wird  die  Bichtiglccit  e  der  an  der  Ohcrflüche  ent- 
stehenden eleldrischcn  Belegimg  in  jedem  PunJcte  der  Oberfläche  umgeh  ehrt 
proportional  sein  mit  dem  geometrischen  Mittel  der  beiden 
Brennstrahlen  dieses  PunJctes.  Es  tmrd  nämlich  s  den  Werth 
haben : 

(19.)  «=    ^'         ' 


47rB    yEE'  ' 

ivo  E,  E'  die  genannten  Brennstrahlen  vorstellen,  während  B  den  Badius 

des  Äeqnators  des  Ellipsoides  bezeichnet  f). 

Gleiclizeitig  ivird  der  in  dem  Conductor  entstehende  constante  Potential- 
iverth  G  lauten: 

(20-)  »""'ogA^' 

IVO  2  a  den  gegenseitigen  Abstand  der   beiden  Brennpunläc,   und  2A  die 
lange  Axe  des  Ellipsoids  bezeichnen. 

Für  den  Specialfall  a  =  0,  d.  i.  A  =  B,  gehen  die  Formeln  (19.), 
(20.)  über  in: 

£  =   ,  -  7>      und     Cr  =  -.    , 
wie  a  priori  zu  erwarten  stand. 

§  2. 

Die   auf  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Ellipsoid  durch  einen  äussern 
elektrischen  Massenpunkt  inducirte  Belegung. 

Wirkt  auf  das  gegebene  und  zur  Erde  abgeleitete  Ellipsoid  von 
Aussen  her  ein  elektrischer  Massenpuukt  il/"*'  ein,  so  entsteht  auf  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  eine  elektrische  Belegung,  deren  Dichtigkeit  e 
und  deren  Gesammtmasse  M  sich  durch  folgende  Gleichungen  be- 
stimmen [vgl.  pg.  161]: 

(1.)  fsdo=M, 

Nimmt  man  nun  an,  jener  Massenpuukt  iüf  *((>*,  /w.*,  95^')  liege  auf  der 
verlängerten  Ellipsoidaxe^  es  sei  also 


t)  Die  Formel  (19.)  ist,  abgesehen  von  der  etwas  verschiedenen  Bezeicbnuuga- 
weise,  identisch  mit  einer  schon  früher  auf  pg.  219  erwähnten  Formel. 
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(3.)  (>*>(>     iii"l      «*  =  +  l      ^'l»-'»"     =—1, 

wo  Q  den  constaiiten  Parameter  der  EllipsoidoberHäche  vorstellt,  so 
wird  e,  ebenso  wie  im  vurliergelienden  Paragraph,  lediglich  eine  Function 
von  fi  sein,  so  dass  mau  also,  ebenso  wie  damals,  setzen  kann: 

(4.)  Silo  =  [{(ry(Q-  —  1)  (p-  —  ft-)]  d[nl(p , 

(5.)  Bd'  |/5,2_l)(p._^2)  =  J  a  P,.(^)  , 

71=0 

(6.)  Bäo=^(;ZCnF,Xii))diLäq>, 

\/i  =0  / 

wo  alsdann  die  6'".s  wiederum  loibelcannte  Constanten  sind. 

Lässt  man  nun  den  Wertli  (G.)  in  die  Gleichungen  (1.),  (2.)  ein- 
treten, indem  man  dabei  gleichzeitig  für  y,   die  bekannte  Entwicklung 

substituirt,  so  nehmen  jene  Gleichungen,  wie  aus  den  Rechnungen  des 
vorigen  Paragraphs  ohne  Weiteres  ersichtlich  ist,  die  Gestalt  an: 

(7.)  47rC',  =  i»/, 

(8.)  1^    +    ';    (  j  Cn  P„(9j  (?„(?)  P„(^,  ))   =  0  , 

wo,  ebenso  wie  damals,  {Qi,  i^-i,  <Pi)  den  variablen  innern  Punkt  vor- 
stellt, auf  welchen  die  Entfernungen  E,  E*  Bezug  haben. 

Das  erste  Glied  der  Formel  (8.)  ist  in  die  Reihe  entwickelbar: 

(9.)  I*    =-   -^  (  j   ^"ti  p,^(pj   Q,^^^:'.:)  p,,(„J  pj^=i:))  . 

Es  ergiebt  sich  nämlich  diese  Entwicklung  aus  pg.  341,  falls  man 
beachtet,  dass  Qi  <C  Q*,  und  ft*  =  +  1  ist,  und  dass  also  für  j  >  0 
die  Formel  stattfindet:  P„;(,a*)  =  P„j(+ 1)  ==  0.  Denkt  mau  sich 
den  Werth  (9.)  in  der  Gleichung  (8.)  substituirt,  so  repräsentirt  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  eine  nach  den  Pn(pi)  fortschreitende  Reihe. 
Und  es  folgt  daher  aus  dieser  Gleichung,  dass  in  ihr  die  Coefficienten 
der  P„(fti)  einzeln  =  0  sein  müssen.  Demgemäss  erhält  man  die 
Formel : 

^*  ^-2^  '    Qn{Q*)  Pjy')  +   2^a  <)„(())  =  0 
d.    i. 

,,  2n  -f-  1    Q,M*)  i'„(l^*) 


(10.)  6'„  =  -J/* 


^^  QM 
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also  z.  B.: 

(10a.)  C,  =  -M^-^%^. 

iSubstituirt  man  über  diese  6"s  in  (5.)  und  (7.),  so  erhält  niuu  die 
Wertlie  von  s  und  31,  und  gelangt  in  solcher  Weise  zu  folgendem 
Resultate: 

Ätif  das  zur  Erde  ahgcleitete  ElUpsoid  vom  Parameter  q  nuuj  von 
Aussen  her  ein  eleJdriscJier  3Iassenpunlä  i)/*(()*,  ^■••,  qp*)  einivirlcen,  ivelcher 
auf  der  verlängerten  Axe  liegt,  und  dessen  Coordinate  fi*  also  ^  +  1 
ist.  Alsdann  ivird  die  Bicldiglieit  e  der  auf  der  ElUpsoidoher fläche  ent- 
stehenden eleldrischcn  Belegung  in  jedem  FunJcte  {q,  ft,  q))  dieser  Ober  fläche 
den  Werth  haben: 

(11.)         s  = 2  -^^  -'     ^    "         P„(ft). 

Gleichseitig  ivird  die  Gesammtmasse  M  dieser  Belegung  lauten: 

(12.)  M=-  M''  %^- 

Dabei  ist  in  (11.)  unter  2  a  der  gegenseitige  Abstand  der  beiden  Brenn- 
imnlde  m  verstehen. 

Bemerkung.  —  In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  den  Fall  eines 
zur  Erde  abgeleiteten  schaalenförmigen  Conductors  behandeln,  dessen 
innere  Oberfläche  durch  die  gegebene  Ellipsoidfläche  (q)  dargestellt  ist, 
während  seine  äussere  Oberfläche  durch  irgend  eine  beliebige  andere 
Fläche  dargestellt  sein  mag.  Denkt  man  sich  in  diesem  Falle  den 
inducirenden  Funkt  ifef*((>*,  jw-*,  9*)  im  innern  Hohlräume  des  schaalen- 
förmigen Conductors  gelegen,  und  zwar  auf  der  Axe  des  Ellipsoids, 
so  erhält  man  für  die  Dichtigkeit  £  der  auf  der  innern  Fläche  ent- 
stehenden elektrischen  Belegung  und  für  die  Gesammtmasse  31  dieser 
Belegung  folgende  Werthe: 

(13.)  £  = -   2  — "'         "    -    P„  (iit) , 

(14.)  31=  -  3r\ 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  der  Punkt  il/*(p*,  ^'*,  (p*)  auf 
der  Axe  der  Fläche  (q)  liegen  soll.  Demgemäss  wird  q*  =  1  sein, 
falls  dieser  Punkt  auf  der  Brennlinie  liegt;  und  andererseits  wird, 
falls  derselbe  auf  der  Axe  ausserhalb  der  Breunlinie  sich  befindet, 
ft*  =  +  1  sein. 

Uebrigens  ist  die  Formel  (14.)  nur  als  die  Bestätigung  eines 
früher  aufgestellten  allgemeinen  Satzes  (pg.  220)  anzusehen.    Aus  dem- 
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selben  Satze  ergiebt  sich,  dass  die  Dichtigkeit  der  auf  der  äussern 
Oberfläche  des  Conductors  entstehenden  elektrischen  Belegung  überall 
=  0  ist. 

§  3. 

Ueber    das   Potential    einer    unendlich    dünnen    homogenen   Schaale, 
welche  begrenzt  ist  von  zwei  confocalen  Ellipsoidflächen. 

Das  Potential  V  einer  solchen  Schaale  auf  einen  beliebigen  Punkt 
(Qh  f*i>  9^1)  drückt  sich  aus  durch  die  Formel: 


(1-)  v=uf"^. 


wo  q  die  constante  Dichtigkeit  der  Schaale,  ferner  <{v  das  Voluin- 
elemeut  der  Schaale,  und  jf  den  Abstand  des  Elementes  dv  vom 
Punkte  ((),,  ^i,  (pi)  bezeichnet.  Sind  nun  q  und  q  -\-  (Iq  die  Para- 
meter der  beiden   die  Schaale   begrenzenden  Flächen,   so   ist  [vgl.  (3.) 

pg.  350]: 

dv  =  a^i^Q^  —  ^^^dgd^dcp , 

oder,  was  dasselbe  ist  [vgl.  (10.)  pg.  29]: 

dv=  ^!y  \F,(q)  -  P,(^)]dQd^id(p. 
Demgemäss  ergiebt  sich: 

'•—10  —10  > 

während  gleichzeitig  die  Masse  31  der  Schaale  den  Werth  haben  wird: 

,  -f  1    art  +1    2ä  , 

M=ufdv  =  -'-^^  IvMffdiidcp  -  /'/  P,{iC)diLd^\ 

^  —\     »  - 1     0  ' 

In  dieser  Formel  iür  M  ist  das  IciMc  Integral  bekanntlich  =  0  [vgl. 
pg.  78];  so  dass  man  also  erhält: 

(3.)  M=^^^  P,{q). 

Was   die  Entfernung  K  zwischen   dem  Elemente   di\Q^  j«,  (p)  und 
dem  sollicitirten  Punkte  ((>i ,  i^^i,  «JPi)  betrifft,  so  ist: 

(4.)         ^  =  U  +  «  cos  (9)  -  7.,)  +  SB  cos  2(9)  -  9O  +  •  ■  • , 

wo  die  Werthe  von  U,  Sß,  SB,  etc.  sofort  entnehmbar  sind  aus  der  all- 
gemeinen Formel  auf  pg.  341.  Und  zwar  folgt  aus  jener  Formel,  dass 
U,  je  uaclidem  (>  <  ^1   oder  p  >  ()j   ist,  die  Werthe  hat: 
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U  =     1     j  -".^-  Pn  {q)Q„  MPn{^)P.  {^h)  ,        für    ?<(>,, 
(-) 

U  =   '    2  ^^  Qn  (q)  P«  (Qr)  Pn  (fi)  Pn  M  ,     für  (,>(,.; 

"   «=0  ^ 

so  dass  also  für  U  der  erste  oder  zweite  Ausdruck  gilt,  je  nach- 
dem der  sollicitirte  Punkt  {q^,  (i^,  gjj  ausserhalb  oder  innerluüh  der 
Schaale  liegt. 

Nun  folgt  aus  (2.),  falls  man  den  Wertli  (4.)  substituirt,  und  die 
Integration  nach  (p  wirklich  ausführt: 

oder,  falls  man  für  U  die  Werthe  (5.)  einsetzt,  und  die  Integration 
nach  ^  [mittelst  der  Integraleigenschaften  pg.  78]  ausführt: 

V=  "^^^  [A(?)^o((>.)  -  P,{Q)Q.{Qr)P.{i^^)\     für  Q<Q,, 

^.  =  i^^l^  [fM  (Uq)    -  QMP.MP^M]  ,     für  Q>Q,, 

also  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

^  =  ¥a  [^"C^)!)  -  ^.(?i)P.  W]  ,     für  9<Q,, 
(6.)  ^"  . 

^  =  ¥«  fe(9)  -  ^  J^2((>0P.  W] ,     für  (>>?.. 

Die  betreffenden  GleicIigewicUsflächen ,  d.  i.  die  Flächen  constanten  Po- 
tentials, werden  also  dargestellt  sein  durch  die  Formeln: 

Qo(Qi)  —  Q-2(Qi)P2((^i)  =  Coust.,     für  äussere  Punkte, 
P.^{qj) P^(pi)  =  Const,     für  innere  Punkte. 

Bezeichnet  man  daher  zur  Abkürzung  die  sollicitirten  Punkte  fortan 
nicht  mit  (^j,  fi^,  (pi),  sondern  schlechtweg  mit  (q,  ^,  cp),  so  gelangt 
man  zu  folgendem  Resultate: 

Betrachtet  man  das  Potential  einer  unendlich  dünnen,  von  mvci  con- 
foealen  EUipsoidflächen  begrenzten  homogenen  Schaale,  so  ivei-den  die 
Gleichgeivichtsßichen,  d.  i.  die  Flüchen  constanten  Potentials,  für  äussere 
Punlite  (q,  ^,  (p)  durch 

(A.)  QM  -  QMP^ii^)  =  <^o"«t- . 

und  für  innere  Pnnlde  {q,  fi,  (p)  durch 
(J.)  7^,(())7',0^')  =  Const. 

dargestellt  sein. 


360  Fünfzehntes  Capitel. 

Die  letzte  Gleichung  nimmt,  falls  man  für  die  Function  P,  ihren 
analytischen  Ausdruck  [(10.)  pg.  29]  substituirt,  die  Gestalt  an: 

(J'.)  3q-^-  —  (()-  -f-  fi")  =  Const. 

Nun  sind  aber  die  ellipiischeu  Coordinatcn  (q,  ^,  (p)  des  sollicitirten 
Punktes  mit  seineu  rechtwinkligen  Coordinaten  {x,ii,z)  durch  die  Rela- 
tionen verbunden  [vgl.  (1.)  pg.  327]: 


X  =  ÜQ^  , 

y  =  a  Yq^  —  1  yi —  /w,^  cos  cp, 

s  =  (1  Yq-  —  1  ]/i  —  ^^  sin  qp; 

woraus  folgt: 

.,    ,       .,         X-  4-  y-  -4-  Z'      ,1 

Deragemäss  ist  die  Gleichung  (J'.)  auch  so  darstellbar: 
(J".)  2x'  -  {y'  +  ;j''^)  =  Const. ; 

so  dass  man  also  sagen  kann: 

Sind  zivei  confocale  gestreclite  HotationseUipsoide  gegeben,  die  einander 
unendlich  nahe  liegen,  und  denht  man  sich  den  liaum  zivisclien  diesen 
beiden,  Flächen  mit  homogener  Materie  erfüllt,  so  wird  die  Wirhmg  dieser 
Schaale  auf  Punkte  des  innern  Hohlraumes  von  solcher  Beschaffenheit 
sein,  dass  die  betreffenden  Gleichgeivichtsflächen  (Flächen  constanten  Fotcn- 
tials),  wie  im  Uebrigen  die  Dimensionen  der  Schaale  auch  beschaffen  sein 
mögen,  stets  durch  die  Formel  dargestellt  sind: 

2x^  -  (y2  _}_  ^2^  _  Qojjgt_ 

Dabei  ist  der  Mittelpunht  der  Schaale  als  Anfangspunld  des  Coordinatcn- 
systems,  und  ihre  geometrische  Axe  als  x-Axe  vorausgesetzt. 

Es  bestehen  also  diese  Gleichgeivichtsflächen  aus  theils  einflächigen, 
theils  zweiflächigen  Eotationshyperboloiden,  die  den  Kegel 

2x'  -  {f  +  z^  =  0 

zum  gemeinschaftlichen  Asymptot^nlcrgcl  haben. 

Ebenso  wie  hier  die  Wirkung  einer  von  zwei  confocalcn  Ellip- 
soiden  begrenzten  Schaale  untersucht  ist,  in  ganz  analoger  Weise 
würde  sich  auch  die  Wirkung  einer  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden 
begrenzten  Schaale  untersuchen  lassen;  —  Avorauf  wir  aber  hier  nicht 
weiter  eindrehen  wollen. 
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§  4. 
Uebergang  vom  gestreckten  zum  abgeplatteten  Rotationsellipsoid. 
Führt  man  in  den  Formeln  (1.)  pg.  327: 
X  =  ag  cos  #, 


(1.)  y  ^  CL  y Q^  —  1  sin  %  cos  qp  , 

z  =  a  Yq-  —  1  sin  &  sin  tp 

statt   der  Constante  a  eine  andere  Constante  h,  und  gleichzeitig  statt 
der  Variable  q  eine  andere  Variable  6  ein,  mittelst  der  Substitutionen: 

(2.)  a  =  —     und     q  =  ia ,    (wo    ^=j/—  l), 

so  nehmen  jene  Formeln  die  Gestalt  an: 
X  =  hö  cos  d' , 


(3.)  y  =  b  V^^  -f"  1  sin  '9-  cos  (p , 

z  ==h  )/ö^  +  1  sin  -d-  sin  qp . 

Diese  letztern  Formeln  repräsentireu  offenbar,  falls  man  6  =  Const. 
setzt,  die  Oberfläche  eines  abgeplatteten  Piotationsellipsoiäs^  dessen  Brenn- 
kreis in  der  yz-Wo&nQ  liegt,  und  den  Radius  h  besitzt. 

Will  man  also  die  im  gegenwärtigen  Capitel  behandelten  Auf- 
gaben nicht  für  das  gestreckte,  sondern  für  das  abgeplattete  Rotations- 
ellipsoid lösen,  so  wird  solches  mittelst  der  Substitutionen  (2.)  leicht 
zu  erreichen  sein. 
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Anhang. 

Naeliträgliche  Bemerkungen  und  Erläuterungen. 

Nr.  1;  ad  pg.  13,  14.  —  Der  dort  für  die  Kugel  aufgestellte  Satz 
ist  unmittelbar  übertragbar  auf  eine  Kugelschadle,  und  führt  in  dieser 
Beziehung  zu  folgendem  Resultat: 

Das  Potential  einer  Jtomogenen,  von  zwei  concentrischen  Kiigelfläclien 
hegrenzten  Scliaale  in  Bezug  auf  äussere  Punkte  ist  von  genau  derselben 
Bescha/foiheit,   als  wäre  die  ganze  Blasse  der  Scliaale  in  ihrem  Büttel- 

punlite  concentrirt.  Es  ist  nämlich  dieses  Potential  =  — ;- ,  tco  M  die  Blasse 

der  Scliaale,  und  r  den  Centraldbstand  des  solUcitirten  PimJctes  bezeichnet. 

Andererseits  ist  das  Potential  der  Scliaale  für  alle  Punlde  ihres  inneren 
Hohlraumes  constant,  nämlich  =  2jtq{Ä^  —  ^1^)7  ^^"^  A'>  A^  die  beiden 
Badien^  und  q  die  Dichtiglceit  vorstellen. 

Nr.  2;  ad  pg.  56,  57.  —  Daselbst  ist  behauptet  worden,  dass  die 
Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  der  Ausdruck 


=  (i-f'^)(f,f--^^) 


für  ft  =  —  1  und  fi  =  +  1  annimmt,  gleich  Ntdl  sei.  Um  diese 
Behauptung  mit  voller  Strenge  zu  beweisen,  kann  folgendes  Verfahren 
dienen. 

F  ist  eine  Kugelfuuction  von  ^,  (p,  also  [vgl.  die  Definition  pg.  48] 
eine  ganze  rationale  Function  der  drei  Grössen: 

M  =  fi ,     V  =  yi  —  fi-  cos  qp ,     w  =  |/l  —  }i'-  sin  (p  . 

Demgemäss  erhält  man: 

cF  _  dF  du     .     dF_    dv_    .    _a_F  cv^ 

dfi          cu  Cfi  ~^   cv     du  ~*~   dw  d(t  ' 
d.  i. 

cF  c  F  cF    (i  coscp         BF  |u,8in<p 

d(i  du  dv    yi—n'         die    \'i  —  «- 
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Analoges   gilt   von  F^.     Der   Ausdruck  S33   ist  daher  folgendermassen 
darstellbar: 


cF  ^  dF, 


\    ^    Civ  Ow  J  ^  ^  ^ 


Sin  qPj 


wo  die  in  den  starken  Klammern  enthaltenen  Ausdrücke,  ebenso  wie  F 
und  F^  selber,  ganze  rationale  Functionen  von  «,  v,  iv  vorstellen,  mithin 
für  fi  =  +  1  endlich  bleiben.  Mit  Rücksicht  hierauf  aber  ergiebt  sich 
aus  dieser  letzten  Formel  sofort,  dass  SB  für  (i  =  -\-  1,  und  ebenso 
auch  für  n  =  —  1  versclnvindet  —  Q.  e.  d. 

Nr.  3;  ad  pg.  172.  —  Die  dortigen  Formeln  (a.),  {ß),  {y)  nehmen, 
falls  man  die  ganze  Masse  der  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten 
Belegung  mit  71/  bezeichnet,  die  Gestalt  an: 

T «  =  — ,     und      P,  =  F,-  =  ^  ; 

so  dass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Das  Potential  einer  gleicliförmicj  mit  Masse  belegten  Kugelfläche  auf 
einen  äussern  PunJä  ist  gleich  der  Blasse  der  Belegung,  dividirt  durch 
den  Centralahstand  des  Punktes. 

Andererseits  ist  das  Potenticd  einer  solchen  Kugelflüche  für  all'  die- 
jenigen Punkte,  icelche  auf  oder  innerhalb  derselben  liegen,  constant, 
nämlich  gleich  der  Masse  der  Belegung,  dividirt  durch  den  Radius  der 
I  lache. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  unmittelbar  die  auf  pg.  206  (oben) 
gemachte  Behauptung,    dass    W    für    alle  Punkte    innerhalb   0'    den 

31' 
Werth  —TT-  besitze. 
A 

Nr.  4:  ad  pg.  180.  —  Die  dortige  Formel  (10.)  ist,  wie  sich  aus 
ihrer  Herleituug  sofort  ergiebt,  auf  beliebige  Dreiecke  anwendbar;  so 
dass  man  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Sind  A,  A^,  R  die  Seiten  irgend  eines  Dreiecks,  und  y  der  zu  B 
gegenüberliegende  Winkel,  so  tvird  stets  die  Gleichung  stattfinden: 

A{A,^-A') 


^(2n+l)(ApP„(cos,)  =  -^ 

71  =  0  \^i/  £\ 


falls  nur  A  <  A^  ist. 

Auf  Grund    dieses   Satzes    kann    mau   z.  B.   die   in   (25.)   pg.  255 
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angegebene  Reihe    ohne  Weiteres   summireu,    und   gelangt   m   solcher 
Weise  von  jener  Formel  (25.)  zur  nächstfolgenden  Formel  (26.). 

Nr.  5:  ad  pg.  206.  —  Ueber  die  dortige  Behauptung,  dass  W 
innerhalb  0'  den  Werth  ^^  besitze,  vgl.  man  den  Schluss  von  Nr.  .3. 

Nr.  6;  ad  pg.  255.  —  Ueber  die  einfache  Art  und  Weise,  in 
welcher  man  von  Formel  (25.)  zu  Formel  (26.)  gelangen  kann,  ist 
Näheres  bereits  mit^etheilt  in  Nr.  4. 


Zur  Orientiruiiij  über  die  in  diesem  AYerke  angewendeten 
Bezeichnungen. 

I.  Die  Constanteu  Sq,  fj,  £.,,  ...  haben  die  in  (4.)  pg.  70  an- 
gegebenen Bedeutungen. 

IL  Die  Function  TT  repräsentirt  die  (raitss'sche  Function  und  findet 
sich  definirt  auf  pg.  28  (Note). 

III.  Von  den  beiden  Functionen  P«  und  Qn  ist  die  erstere  definirt 
in  (16.)  pg.  31,  ferner  in  (10.)  pg.  29  und  in  (7.)  pg.  34,  die  letztere 
in  (9.)  pg.  314. 

IV.  Die  Functionen  P,/-'',  P„j  und  QJ^J\  Qnj  sind  definirt  durch 
die  Formeln  (1.),  (2.)  pg.  322,  323.    Vgl.  auch  (IL),  (12.)  pg.  325. 

V.  Die  allgemeine  Kugelfunction  Yn{ii,(p)  ist  definirt  auf  pg.  48, 
sodann  aber,  ihrem  analytischen  Ausdrucke  nach,  näher  augegeben  auf 
pg.  76  (zweiter  Satz). 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  in  diesem  Werke  an- 
gewendete F.  Neumann' sehe  Bezeichnungsweise  P,,,  Q„  zur  Heine' sehen 
Bezeichnungsweise  P",  Q"  in  folgender  Beziehung  steht: 

P„  =  P",     und     Qn==2Q\ 
Vgl.  Heine's  Handbuch,  zweite  Auflage,  Bd.  1,  p.  1 1,  (1)  und  pg.  141,  ('21.). 
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